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Eine Bemerkung zur Auflösung der eingeschachtelten 
Rekursion. 

V o n P A U L C S I L L A G ( F ) i n B u d a p e s t . 

Man versteht unter einer rekursiven Funktion eine zahlentheoretische 
Funktion, die sich aus den Ausgangsfunktionen 0 und n + 1 mittels 
-einer endlichen Kette von Substitutionen und Rekursionen aufbauen 
läßt. Der Begriff der Rekursion kann dabei in verschiedener .Weise 
definiert werden. Man sagt z. B., daß eine Funktion <p(n, alt..., ar) 
durch eingeschachtelte Rekursion aus gewissen Funktionen entsteht, 
falls zunächst y(0, au..., ar) a l se ine dieser. Funktionen, ferner für 
<p(n+ 1, ö , , . . . , ar) ein Ausdruck angegeben ist, der aus den gegebenen 
Funktionen und aus <p(n, aL,.. .,ar) als Funktion von ax,.. .,ar, unter 
Festhaltung von n in der ersten Argumentstelle, durch Substitutionen 
aufgebaut wird. So können in der Definition auch eingeschachtelte 
Funktionswerte vorkommen, z. B. 

rp(n + 1, a) = ß(n, a, rp(n, ( p { n , a))). 
R Ó Z S A P É T E R hat in ihren Untersuchungen über den Zusammen-

hang der verschiedenen Rekursionsbegriffe gezeigt1), daß sich eine 
solche Einschachtelung immer auflösen läßt, d. h., wird eine Funktion 
durch eine Kette von Substitutionen und eingeschachtelte Rekursionen 
aus 0 und n + 1 aufgebaut, so kann sie auch mittels Substitutionen 
und uneingeschachtelte Rekursionen definiert werden. Diesen Beweis 
hat R. P É T E R in einer späteren Arbeit2) vereinfacht; nun möchte ich 
zeigen, daß er durch gleichzeitige Anwendung auf eine geeignet gewählte 
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spezielle Funktion noch übersichtlicher gemacht werden kann: sämtliche 
im Beweis teilnehmende rekursive Funktionen werden eben von der 
betreffenden speziellen Funktion geliefert. 

Von nun an werde ich solche Funktionen rekursiv nennen, 
die sich ohne Anwendung von eingeschachtelten Funktionswerten defi-
nieren lassen. 

Betrachten wir nun eine eingeschachtelte Rekursion. Wie R. P É T E R 

gezeigt hat, kann man sich dabei auf.die Definition einer zweistelligen 
Funktion <p{n,a) beschränken2), sogar mit der Normierung8) 

7>(0,Ű) = 1, 

und sonst von folgender (von der. Péterschen Bezeichnung unwesentlich 
abweichender) Form : 

cp(n + 1, a) = ß,(n, a, %,..., y,), 

wobei für' / = 1 , 2 , . . . , / 
• rpi = (pi(n,a) = (p(n,ßi_1(n,a,<pu<p,,...,rp>_l)) 

und ß0,ßi,..., ßi rekursive Funktionen sind. • , 
Der Wert von <p(n-\-\,a) läßt sich hier sukzessive aus folgenden 

eingeschachtelten Werten berechnen : 
ßo(", a\, 

9>i = 9>(n,Ä»(n,a)). 
ßxin.a,^), 

ßi(n,a, q>u <Pi), (K) 
93 = <p(n, ß.2(n, a, cpcp.2)), 

9i = (p(n, ßi-d", a, rpu <Pi,..., 'p,-i))t 

<p(n + 1, Ü) = ß,(n, a, fr, <p,,.. ., (/>,). 

Der Gedanke der Auflösung dieser Einschachtelungen ist, daß eine rekursive 
Funktion ip{n,a) definiert wird, welche, für beliebige nlt nit..., ni+l, a 
und /'==0, 1, 2 , a n der Stelle n=pt A" p? ...p-lV den Wert 
ßi(n1,a,y(ni,a),....,if>(ni+1,a)) annimmt, wo p0 = 2 und pk die Är-te 
ungerade Primzahl bedeutet. Als Anfangswert v ( 0 , ä) kann die 0 gewählt 
werden und die Funktionen ßv, ßu..., ß, werden in einer Funktion ß„ 
zusammengefaßt, wo ß„=\ für n>l ist. Man kann nun zeigen, daß 
es eine rekursive Funktion <o(n) gibt, sodaß für alle n 

<p(n,a) = rp(w(n),a). 

In dieser Auflösung spielen die speziellen rekursive Funktionen 
Pi p7 • • • , pSiPt+i eine wichtige Rolle. Auch diese können als. ß 

R. PÉTER, Über die mehrfache Rekursion, Math. . Anmalen, 113 (1936», 
S. 489 -527 , insbesondere S. 496-497. ' 
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gewählt werden, und eben dies ist jener Spezialfall, den ich mit dem 
allgemeinen parallel laufend betrachten werde. 

Es sei also 

\ßi(n,a,y1,...,yi) falls iül, 
ß{i,n,a,yl,...,yl)=\l sQnst 

und entsprechend 

\ rXn, a,yu.. .,j\)= pipyy
2' • falls 

rii,n,a,yl,...,yly= | r sonst; 

ferner sei 

»/>(«, a) = ß(v„vua,rij(v2,a),...,ip(v,+ua)) für n > 0 

und entsprechend 

r(0,a) = 0, 
T(/Z, a) = y(v0, vu a, T(V2, a),..i(vl+x, ä)) für n > 0, 

wo n=pi»p^..., also v—n^n) den Exponenten von px in der Prim-
faktorenzerlegung von n bedeutet. Da die in den Definitionen vor-
kommenden Exponenten von n mit den entsprechenden Exponenten 
von y{vü, vx, x, v2,..., vl+x) bei beliebigem x übereinstimmen, gilt für 
alle n > 0, x beliebig : 

tp(n,a)=ß(va,vua,ilj(v2,a),..., y {vl+x,a))=ty (y (v, ,vx,x,v2,...,vl+l),a)\ 
und ) (*) 
-r(.n,a) = y(vt,v1,a,T(v2,a),...,z(vl+ua)) = T(y(v0,vl,x,v2,...,vl+1),a).\ 

Daraus folgt die entscheidende „auflösende Eigenschaft" der Funk-
tion y (n, a): für alle v ist 

*p(n,y{v, a)) = <i>(T(n,v), a). 

Denn für « = Oergibt sich das aus 

W(0, Ü ) ) = 0 = v), a); 

gilt ferner die Behauptung bereits für alle Werte kleiner als ein n > 0, 
so ist (da in (*) statt x auch v gesetzt werden kann) 

ip(n, a)) = ß(v0, vx, a, xp(v2, ip(v, 0)),..., V(v, a))) = 

= rp(i>(v», vx, v,i(v2, v), . . ., t(Vi+1, V ) ) , a) = 
. =ifj{T{n,v),a), 

also gilt die Behauptung auch für n, und so auch allgemein. 
Nun werde ich dieselbe Einschachtelungskette, aus welcher sich 

der Funktionswert g>(n+l,a) aufbaut, auf die Funktion <K"> fl) — 
vorläufig auf einer unbestimmt gehaltenen Stelle b statt n — anwenden-
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Sei also 

£№>=/*• )(„, b, a)=ß„(n, a), Vi (л, ö, fl)=Г), \ 
• 

J S « - « = ( Л , FR, A ) = Д . , (Л, FL, •... ) , VI == VI Л) == V /3"- I 

P» =ß{ll(n,b,a) =ft (", я, V.. •••/'/'») j 
und entsprechend 
/о) = ..(0)(П) b) a) = yo{lh a)i г, = (n, b, а) = /"О, 

' y(l-l) _ fl) = Г ; 1 (Л( ^ Ti i ) ; T< = b> Q ) = ^^ y«-l>)> 

7«> = /<>(«, b, a) = r , ( л , а, *„..., t,). 

Mit Hilfe der letzteren lassen sich sämtliche Zwischenwerte der Ein-
schachtelung als Werte der Funktion ip (n, а) ausdrücken wie folgt: 

ßU(n, b, ä) = V/(y»(n, 0), a) für / = 0 , 1 , 2 , . . , / 
und 

VJ(л, А) = V ( Л , b, 0), а) für / = 1, 2 , . . . , /. 

Es ist nämlich (da in (*) statt x auch 0 gesetzt werden kann) 

b, а)=Д(я, а) == /?(0, л, а, 0 , . . . , 0) = ß(0, л, а,у (0, а),...,у,(0, а)) = 
= V(r(0, Л, о, О , . . . , 0), а) = ф ( у 0 ( п , 0), а) = V(r(0)(Л, 0), а) 

und demnach 

./;,(", b, а) = «/;(&, V(/ (0 )(«, b, 0), а)) - ,/,(т(Ь, r ( > , b, 0)), а) = 
= V С' ,(п,/Л 0), а). 

Angenommen nun, daß unsere Behauptungen für alle mit 
к ~ 0 , ] , . . . , i—1 und für alle mit A: = 1 , 2 , . ' . . , / bereits bewiesen 
sind, wo ¡тЛ1, es wird (statt x in (*) wieder 0 gesetzt) 

ß{,)(», b, a) =-- ß (n, a, v,,..., '/-'.) = 
= /?,(л, а, гр(т, (л, ö, 0), а), . . 0 ) , о ) )~= 
= /5(/, л, а, Ь, 0), а) , . . . , </Ф,(л, ¿>, 0), а),у»(0, а), . . . , у {О, а)) == 

у 04', л, 0, *,(л, 6, 0 ) , . . . , т;(л, Ь, 0), 0 , . . . . 0), а) = 
= ги(у;{п, 0, гх(п, Ь, 0), ..., ь(п, Ь, 0)), а) == 
— b, 0), а) 

und demnach, falls / < / , 
' / ' • + i я ) = /*«(«, А у(гЩп, b, 0), а)) = 

= r ( 0(n. b, 0)), a) = ö, 0), а). 
Für / = / ergibt unsere Behauptung 

(л, b, а) = Д (л, а, ч / л , . . . , у/,) = Ч'(У(1) (л, ö, 0), а). 
Demzufolge läßt sich die rekursive Funktion w (л), für welche 

<р(п,а)=Ф(<а{п),а), 
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mit einem geeigneten Anfangswert durch 
ö»(n + 1) = ; - « ( / ! , co(«),0) 

definieren. Damit auch 
V ' ( « ( 0 ) , f l ) = = 9 ( 0 , a ) = l 

sein soll, sei z. B. 
w(0) = 2 m , 

nach den Definitionen ist ja 
</ ' (2W ; f l) = , „ ' ( / + 1 , 0 , Ö , 0 , . . . , 0) = 1. 

Nehmen wir an, daß für ein n bereits 
cp(n, a) = >p(o>(ri), a). 

Dann kann in der Einschachtelungskette ( K ) für rp(n,...) überall 
i/<(a> (n),...) gesetzt werden. Damit geht aber (K') in die Einschachte-
lunskette (K*) der Werte ip (b,...) für b = co(n) über. Diese endet mit 

(n , <a(n), 0), a) = xp{ü>(n + 1), a) 
und so ist 

(p(n+],a) = ip(<o(n+\),a), q. e. d. 
Da nun sämtliche benutzte Hilfsfunktionen, und so auch tp (n, a) 

und co(n) rekursiv sind, so läßt sich die eingeschachtelte Rekursion für 
tp(n,ä) tatsächlich in eine Definition ohne Einschachtelungen auflösen. 

(Eingegangen am 9. März 1946.) 


