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Eine Bemerkung zur Auflosung der eingeschachtelten
Rekursion.

Von PauL CsILLAG (1) in Budapest.

Man versteht unter einer rekursiven Funktion eine zahlentheoretische
Funktion, die sich aus den Ausgangsfunktionen O und n-41 mittels
einer endlichen Kette von Substitutionen und Rekursionen aufbauen
1aBt. Der Begriff der Rekursion kann dabei in verschiedener ‘Weise'
definiert werden. Man sagt z. B., daB eine Funktion ¢(n,a,...,qa,)
~ durch eingeschachtelte Rekursion aus gewissen Funktionen entsteht,
falls zundchst ¢(0,a,...,a,) als eine dieser Funktionen, ferner fiir
@(n-+1,a,,...,a,) ein Ausdruck angegeben ist, der aus den gegebenen
Funktionen und aus ¢(n, a,,...,a,) als Funktion von a,,...,a,, unter
Festhaitung von n in der ersten Argumentstelle, durch Substitutionen
aufgebaut wird. So konnen in der Definition auch eingeschachtelte
Funktionswerte vorkommen, z. B.

g(n+1,a)=8(n, a, p(n, p(n, a))).

ROzsa PETER hat in ihren Untersuchungen iiber den Zusammen-
hang der verschiedenen Rekursionsbegriffe - gezeigt'), daB sich eine
solche Einschachtelung immer auflosen léiBt, d. h., wird eine Funktion
durch eine Kette von Substitutionen und eingeschachtelte Rekursionen
aus 0 und n+1 aufgebaut, so kann sie auch mittels Substitutionen
und uneingeschachtelte Rekursionen definiert werden. Diesen Beweis
hat R. PETER in einer spiteren Arbeit?) vereinfacht; nun mdochte ich
zeigen, dafi er durch gleichzeitige Anwendung auf eine geeignet gewdhlite

(1) Pauvn Csivnac ist am 24. Dezember 1944 an einer jahrelang andauernden,
durch die Kriegszeiten und die erlittene Verfolgung erschwerten, Krankheit gestorben.
Vorliegende Arbeit wurde aus seinem NachlaBe von Frl. R0zsa PETER unfer Presse
geordnet. (Bemerkung der Redaktion.)

1) R. PitER (Porirzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe
der rekursiven Funktion, Math. Annalen, 110 (1934), S. 612—632,
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(1935), S. 25—-49 (ungar:sch mit deutschem Auszug) Diese Arbeit werde ich als
bekannt voraussetzen. : '
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spezielle Funktion noch tibersichtlicher gemacht werden kann: simtliche
im Beweis teilnehmende rekursive Funktionen werden eben von der
betreffenden speziellen Funktion geliefert.

Von nun an werde ich solche Funktionen rekursiv nennen,
die sich ohne Anwendung von eingeschachtelten Funktionswerten defi-
nieren lassen.

Betrachten wir nun eine eingeschachtelte Rekursion. Wie R. PETER
gezeigt hat, kann man sich dabei auf.die Definition einer zweistelligen
Funktion ¢(n, @) beschrinken?), sogar mit der Normierung?)

¢(0,a)=1,
und sonst von folgendeér (von der Péterschen Bezeichnung unwesentlich
abweichender) Form :

(p(n+l a) ﬂl(" a (pla'f"‘})l):

wobei fiir i=1,2,...,1 _
C=i(n, {1):([)(” B._(n, a, (I’l,‘fzs--u‘/’.'_\))
und 8, 8, ..., B rekursive Funktionen sind.

‘Der Wert von @(n-+1,a) 146t sich hier sukzessive aus folgenden
eingeschachtelten Werten berechnen :
Bo(n, a),
- QJ(!I, ﬁo(n; a));
Bi(n, a, 1),
P2 == (p(fl, ﬂl(n) a, ‘/’1)),
B:(n, a, @y, .), L (K)
ps=o(n, Bx(n, a, o, 7.)),

= p(nt, Bes (1, A, Py, 3. Pra))
([)(fl+ 17 a) ::ﬁl(n! a, q)h Py .. oy (fl)-

Der Gedanke der Aufiésung dieser Einschachtelungen ist, daB eine rekursive
Funktion (n, a) definiert wird, welche, fiir be]iebige My, My, eony Mipry @
und i==0,1, 2,...,[, an der Stelle n==p. pi* pat...piir" den Wert
B.(ny, a, w(ny, q), ..., YN, a)) annimmt, wo p,==2 und p. die k-te
ungerade Primzahl bedeutet. Als Anfangswert (0, a) kann die O gewdhit
werden und die Funktionen 8, 8,,..., 8 werden in einer Funktion f§,
zusammengefaft, wo 8,=1 fiir n >/ ist. Man kann nun zeigen, daB
es eine rekursive Funktion w(n) gibt, sodab fir alle n :

¢(n, @) = y(«(n), a).
In dieser Auflésung spielen die speziellen “rekursive Funktionen

po p1 p’,". . ,p,+1 Divo eine w1cht1ge Rolle. Auch dxese kénnen als. ﬁ

). R PETER, Uber dne mehrfache Rekursmn, ‘Math, Armalen 113 (1936,
S. 489527, insbesondere S. 496—497. o .

.
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gewdhlt werden, und eben dies ist jener Spezialfall, den ich mit dem

allgemeinen parallel Jaufend betrachten werde. :
Es sei also

. o f’(n Y, ...,y falls i<l

BGna,y,, ... 0) = sonst .

und entsprechend

. ‘ v, a,y,, .., y)=piprpy ... plipe falls i,
7(’,’1;0,)’1,---;,1’1)“‘* %1 Sonst; ,
ferner sei
(0, a) =0,
X '.b(nr a):ﬂ('v())vl)a)w(vﬁy a)y" * ‘P(”1+i:a)) fur n>0
und entsprechend '
+(0, @) =0, .
(n, a) =y, vy, a, t(v,,q), ..., ©(¥,,,a)) firn>0,
WO n==prp* pi...,also ¥;=m(n) den Exponenten von p; in der Prim-
faktorenzerlegung von n bedeutet. Da die in den Definitionen vor-
kommenden Exponenten von n mit den entsprechenden Exponentcn
von y (%, %,X,%,...,%,,) bei beliebigem x iibereinstimmen, gilt fiir
alle n>0, x beliebig:
‘p(n a)_" (1}07 ’pl, a 1”("’2 a) 2] '/’(”m, a)):'ll)(}’(’ve,’l'“ x: 1"2;"') ,VI'H)y a) l
und %)
T(n,a)=y(ve, v, a,7(1,,0),...,7(V,,, a))zt(y("’m Vi, X, Py y¥144), Q). l
Daraus folgt die entscheidende ,auflosende Eigenschaft“ der Funk-
tion ¢ (n, q): fiir alle v ist

(n 1/}(11: a)) = l/)(’t(ﬂ 7/): lI)
Denn fir n =0 ergibt sich das aus
‘,D(O l/}(v, a)) —0 - 17/"(5(07 U): a) ;

gilt ferner die Behauptung bereits fiir alle Werte kleiner als ein 2> 0,
so ist (da in (*¥) statt x auch v gesetzt werden kann)

17/]("; 'P(”, a)) :ﬂ(”o» vl: a’ 'P('”2y 1/’(17, a))) ce w(le: ’Q[)(U, a)))=
= B(», #, q, 1/’(7("’2: v), a), . . ')"ltb(’t("}lﬂv v), a))=
=Yy (¥, v, v, 7(¥, ), ..., T(¥141,0)), @) =
= (z(n, v), a),

also gilt die Behauptung auch fiir n, und so auch allgemein.

Nun werde ich dieselbe Einschachtelungskette, aus weicher sich
der Funktionswert ¢(n+1,a) aufbaut, auf die -Funktion ®(n,a) —
vorlaufig auf einer unbestimmt gehaltenen Stelle b statt 7 — anwenden-
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Sei also

BO=39(n,b,a)=B,(n,a), wi=1,(n,b,a)=v(b,°),
BV =89(n,b,a)=B,(n,a, ), Ya=1,(n,b,a)=p (b, "),

O %
BV =0V (n,b,a)=0,_,(n,a, ¥, ..., ¥,_,), p,=,(n,b,a)=y (b, "), |
B0 =p"n,b.a) =p(n,a,¢,,..., ) J
und entsprechend
7@ = 0(n, b, a) == y,(n, @), o =1,(n,b,a)=1(b, 7,

. 7’“—1) == 7,(1_—1)(n: b, a) = )’l—l(ny a; /[l 3ty TI-—I)} TI = 1;1 (n7 b: a) == ’E(br y(l—l))J
7@ =yn,b,a) =ynar,..., ).

Mit Hilfe der letzteren .lassen sich samtliche Zwischenwerte der Ein-
schachtelung als Werte der Funktion  (n,a) ausdriicken wie folgt:
B9 (n, b, a) =y (»(n, b, 0), a) fiir i=0,1,2,.. ,1

und . -
W, (n, b, a) =y(r,(n, b,0), a) fiir i=1,2,...,1L
Es ist ndmlich (da in (*) statt x auch O gesetzt_‘ werden kann)
8% (n, b,a)=48,(n,a)==5(0,n,q,0,...,0) =£(0,n,a,4(0,0),...,4(0,a)) =
__’:’l‘/j(J,(O’ nl O’ 0’ AR | O)’ a) 2‘1/}(70(”’ O)’ a) ::"lb(},(()) (n1 b’ 0), a)
und demnach .
W, (n, b, a)y = (b, w(*(n, b,0), a)) = w(r(b, »¥(n, b,0)), a) =
= (r,(n, b, 0), a). . '
Angenommen nun, daf unsere Behauptungen fiir alle #® mit
k=-0,1,...,i—1 und fir alte ¥, mit k=1,2,...,i bereits bewiesen
sind, wo i:7/, es wird (statt x in (*¥) wieder O gesetzt)
ﬁ(i)(n: br a) == 13 (n) a) "/}lx ] 'l,l"i) =
:l?i(n; a) "P("1 (fl, b) 0)) a)’ L] 1‘[}(‘[:'("7 b} 0)3 (1)) —
==8(i,n, a,¥(7,(n, b,0),qa),...,y(r(nb,0),a),(0,a),..., v a)) ==
=Y(y(i,n,0,7(nb0),...,7%(nb0),0,. ..,0),aqa=
=111j(},‘-(n, 0; TI(”) bl 0)7 cv ey Ti(": b, O))) a) =
= (" (n,b,0), a)
und demnach, falls i< |,
',,’H-l(n’ b: a) = l/}(b: /'))(‘I) (n,‘b, a))': "/)(b) l/J (;’G)(nr b; 0); a)) ==
= I;U(T(b: 7,(:') (fl, b’ 0))’ a) == "l/(tiﬂ(nx b: O)r a)'
Fiir i==1 ergibt unsere Behauptung
ﬂ(l) (n» by a) zﬂl(n: ar ,(/}“ c l101) == 'lll’(}’(l) (nx b; 0): a)'
Demzufolge 148t sich die rekursive Funktion w (n), fiir welche

¢(n, @) = y(w(n), a),
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mit einem geeigneten Anfangswert durch
(14 1)=70(n, w(n), 0)
definieren. Damit auch .
Y(0(0), a) =¢(0,a) =1
sein soll, sei z. B.
(0) = 241,
nach den Definitionen ist ja
(2% @) =3(1+1,0,4,0,...,0)=1.
Nehmen wir an, daf} fiir ein n bereits ‘
¢ (n, @) =1p(w(n), a).
Dann kann in der Einschachtelungskette (K) fiir ¢(n,...) iiberall
Ww(w(n),...) gesetzt werden. Damit geht aber (K) in die Einschachte-
lunskette (K*) der Werte v (b, ...) fiitr b= w (n) iiber. Diese endet mit
YO (n, ©(n),0), ) = Y(w(n+1),q)
und so ist
p(n+1, Q)= y(on+1),a), q. e. d.
Da nun sdmtliche benutzte Hilfsfunktionen, und so auch y (n, a)

und e(n) rekursiv sind, so 146t sich die eingeschachtelte Rekursion fiir
¢(n, @) tatsichlich in eine Definition ohne Einschachtelungen auflosen.

(Eingegangen am 9. Mdrz 1946.)




