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Sur la convergence des séries lacunaires.

Par GEORGES ALEXITS 2 Budapest.

Soit {g,(x)} un' systtme de fonctions orthogonales et normées
dans l'intervalle fini (a, ). La série orthogonale '
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(1)

s’appelle lacunaire si les indices m, pour lesquels c», <= 0 se succédent
de fagon que

€, Pal(X)

I
[l

n

Myyq
M. KOLMOGOROFF') a démontré que, si une série lacunaire est presque
partout sommable dans (a, b) et 2} <+ oo, elle y est aussi presque
partout convergente.

Soit {4,} une suite non-décroissarite de nombres positifs. Nous
appellerons la série (1) 4,-lacunaire si le nombre des indices m,, compris
entre 2" et 2"*, et pour lesquels ¢,, 40, est O(43). A Vaide de cette
notion nous pouvons énoncer le théoréme suivant qui généralise un peu
le théoréme de M. KOLMOGOROFF :

Si la série 4,-lacunaire (1) est presque partout sommable dans
(a,b) et T4,c2<+oo, alors elle y est aussi presque partfout convergente.

Désignons, en effet, par S,(x) la n-iéme somme partielle de la
série (1), par o,(x) sa n-ieme moyenne arithmétique et par 7,(x) la
différence S,(x) — 0,(x). On obtient tout de suite pour un indice m,

compris entre 2" et 2™!: ,
] 7nv
’L'mp(X)-—-T2n(X) =m— Z ka(Pk(X)‘{—

h=2"+1

1 1 2"
+( m,+1 2" 1 )chktp,,(x).

1) A. KouMogororr, Une contribution A I'étude de la convergence des séries
de Fourier, Fundamenta Math., 5 (1924), pp. 96—97. .
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La série (1) étant presque partout sommable, la suite {S,»(x)} converge
presque partout?), donc 7, (x)~>0, d’ot

1 1 2
(mv+1 7 )k%lkc,,cp,‘(x)=o(1)

presque partout, c’est-a-dire

() Ty (X) — Tr (%) = 2 kepx)+o(l)

m” k=2"+1

presque partout. Allons évaluer maintenant la somme

b

ke, (x)] dx ==

= 2 Z i C,. = 2 Z C,,"’.

2" <mygontl (m”_H) k=2"+1 M<m, <2t k="
La série (1) étant Z-lacunaire, il y a au plus O(4y) coefficients
¢m, dont les indices m, sont compris entre 2"1 et 2" On

obtient donc
2n+1 2n+1

Z EG=0(ky) 2 d=0() X id
on <m”§2n+l k==2"+1 k=2"+1 k=2"+1
Il s’ensuit ‘
@ b ’ )
> [ 1 2 kclq)k(x)] dx=0(1) > 2,c2< +oo.
n=0 5 2"<m,‘,§2""’1 m"+ k=2"+1 n=0

Cette relation implique, d’aprés un théoréme fondamental de la
théorie de lintégrale de LEBESGUE, la convergence presque partout
dans (a, b) de.la série

m 2
€w ] 3
_ kc X ],
. g" 2" < m, 2"t [ my+ 1 k-——ZZ"J-l i)
c’est-a-dire
1
ke, (x =0 1
T _221 @) =0(1)
presque partout. Il en résulte d’aprés (2):.
Ty (X) — Ty (X) =0 (1)

) A. KoLmogororF, 1. c. Cf Srv. Kaczmarz et H. Steixnaus, Theorie der
Orthogonalreihen (Warszawa—Lwoéw, 1935), p. 161 (533).
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presque partout, ce qui entraine
S, (X) — O (X) = T, (x) =0(1)
presque partout, c. q. f. d.
Corollaire. La série (1) étant (log log n)®-lacunaire, elle con-
verge en (a, b) presque parfout, si I¢2(log log n)? <+ oo,
En effet, 1a convergence de 2¢ (log log n)? entraine la somma-
bilité -de (1) presque partout?).

Remarque a la note précédente,
Par ALFRED RENYI 3 Budapest.

En employant, au lieu du théoréme de M. KOLMO(\JOROFF4), un
théoréme connu de M. RADEMACHER®) et en répétant la démonstration
précédente avec des modifications évidentes, nous obtenons le théoréme
alternatif suivant:

Théoréme A Si ZA,c2<4-o0 et le nombre des indices m,

- compris entre A, et A,.,, pour lesquels cn, ==0, est O(n), alors la
sommabilité presque partout de la série (1) entraine sa convergence
presque partout. '

Le théoréme A est plus fort que le théoréme de la note précédente,
si 4, est d’ordre (log n)® avec 1 <« <2 et plus faible si 4, est d’ordre
plus petit que log n. Le cas «==2 est dépourvu d’intérét, parce que,
d’aprés le théoréme de MM. RADEMACHER et MENCHOFF®), la série (1)
est presque partout convergente si 2c2(log n)? < -+oo,

(Recu le 14 Février 1948.)

3) D. MencHorr, Sur les séries des fonctions orthogonales I, Fundamenta
Math., 8 (1926), pp. 56—108 et St. Kaczmarz, Uber die Summierbarkeit der Ortho-
gonalreihen, Math. Zeitschrift, 26 (1927), pp. 99—105.

4) Cf. note?2).

5) H. RADEMACHER, Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Math.
Annalen, 87 (1922), pp. 112—138. Le théoreme cité est le suivant:

Si 34, <+ et si on désigne par A, le plus petit entier pour lequel
A4,z n, alors S,,, (x) converge presque partout. '

6) H. RapeMacHER I, c.; D. MENCHOFP, Sur les séries de fonctions orthogo-
nales I, Fundamenta Math., 4 (1923), pp. 82—105.



