44

Neue Herlextung ‘der hyperbolischen Tngonometrle
in der Ebene.

Von PAUL SzAsz in Budapest. .-

Nach den Arbeiten von L. GERARD?), H. LIEBMANN®) und W. H. YOUNG?)
hat neuerdings O. PERRON“‘) fiir die Herleitung der hyperbolischeén Tnoono-
metrie in der Ebene einen wesentlich kiirzeren Weg eroffnet. -

In’ vorlugender Arbeit wird wieder eine andere Herleitung angegeben.

~ Sie stiitzt sich auf die Untersuchungen von M. RETHY®) und CH.']. DE LA

VALLEE PoussIN®). Bei dieser Beweisanordnung wird, wie bei W. H. YOUNG,
aus der hyperbollschen Elemeritargeometrie nur der Satz als bekannt voraus-
gesetzt, nachdem .die Winkelsumme im Dreieck -kleiner als n ist. Mit Bogen-
~ldngen haben wir~dagegen nichts zu tun, '

§ 1. Emflxhrung der Streckenfunktlon K(r)

-Wir legen. unserer Darstellung den folgenden Satz zuorunde der vom
' Paralle]enaxxom unabhingig- ist.

Satz I. Sind die Winkel o> ¢’ Zentrzwuzkel im Kreise mit den entspre-

<chenden’ Sehnen s und s, so besteht die Unglezdzung
(1) ; : o'io<s
- . . > .
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: Zum. Beweise dieses Satzes schickeh wir einen Hilfssafz voran.

" Hilfssatz I. Wird auf dem Kreisbogen AP ein Punkt Q von P ver-
- Schieden gewahlt und der Bogen PQ mit H halbiert, so tst

(2. - ' 2AH>AP+AQ

. Das sielit inan so ein: Sind P! , Q’, H die Mltten der Bogen AP AQ AI{
© mit dem Mittelpunkt O und sind M, N, ‘R die Schnittpunkte der Geraden.
PO, Q O, H' O mit den Sehnen AP, AQ, AH SO. smd auvenschemllch

" und

C @ 2AM=—AP, 2AN—AQ 2AR—AH
@ <IAMP <IANQ <IARH’—90°"

AH moge die Gerade PO biw. QO im Punkte S resp. T schnelden Der

Bogen PQ Q" wird von H’ offenbar halbiert, mfoloedessen ist H'O die Mittel-
senkrechte der Strecke ‘P’ Q. Und da ferner <IP’Q O=<xQPO ist und.
nach (4) die Gerade AH im Punkte R auf H'O senkrecht steht, folgt aus. ..

" Symmetriegriinden die StreckenclenchheltRS RT. Daherist2AR=AS+AT.

Da aber auf-Grund von (4) die Unglelchungen AS>AM, AT > AN bestehen,

" folgt aus dieser Gleichung 2AR>AM--AN. Damit ist mit Riicksicht auf

~ (3)-die Ungleichung (2) bewiesen. (Fallt Q mlt A zusammen, also AQ 0
© 80 ist"(2) unmittelbar klar.)
Auf Grund d:eses Hilfssatzes laﬁt sxch Satz I wie iolgt beweisen.- Wn*‘_

betrachten - auf einem Krelsbogen AB einen Zw1schenpunkt C. Es genugt'
offenbar; die Ungleichung = ' :
(1% - AC: AB<AC AB B :
nachzuweisen. (Imks steht das Verhaltms der Booen AC und AB von Bo-
genlangen ist hierbei keine Rede) Coe : :

Sind die Bogen AB und AC kommensurabel s0 kann AB in n glelche
. Teile derart geteilt werden, daB einer der Tellungspunkte mit. C zusammen-

- fallt. .Es sei diese ‘Einteilung B,P,=P,P,— 1P (P,= 4, P B) .
und P, moge mit C zusammenfallen. Nach Hllfssatz 1 geltgn_dle ‘Unglei-
chungen 2AP >AP,_ —{—AP,+1 (z—l vy, B—1) Daraus folgt‘ daB -

AP, > 2 Lap,> 3 wAP> . >——AP Folghch ist —AC———AP >

N >-- AP=—AB d h. AC AB>'u/n Nach der Konstruk’non 1st aber
AC AB—-'v/n Damlt ist (l*) fiir diesen Fall beW1esen Sind die Bogen AB

" und AC mkommensurabel s0. werde der Punkt D auf BC derart gewahlt

daf AD und AB kommensurabel ausfallen. Wir teilen AD durch die Punkte
P,P,.. P in n.,glelche Telle C moge auf dem Bogen Pv,,_,Pv,, llegem
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(Py=A, P,= D) Nach - den Vorangehenden gilt 'A’ﬁyn' AD<AP,,: AD
(Glelchhelt wenn »,==n 1st) also umsomehr AC': AD<AP,,,, AD Daraus
-folgt im Falle n—oco AC: AD<AC AD Da aber die Bogen AD und AB

kommensurabel sind, besteht noch AD:AB<AD: AB, und durch Multipli-
kation ergibt sich wieder (1*). Damit ist der Beweis des Satzes'l fertig.
Wird ein gewisser Winkel als Einheit fiir die Winkelmessung ange- -
nommen und die Mafizah! eines jeden Winkels mit demselben Buchstaben
bezeichnet ‘'wie ‘der Winkel selbst, so hat die Ungleichung (1) auch die F0rm

{1¥%) ' ' §'ie’ >80

Satz Il. Bezeicinet o bzw..s die Mafizahl eines Zentriwinkels im Kreise
bzw. der entspredzenden Sehne, so strebt.das Verhdltinis s: o fir 6— 0 einem

bestimmten positiven. Grenzwert zu. (Der natiirlich von.der Wahli .der Einheiten
abhingt.) '

_ Beweis. Laut der Un"qleichuhg (l**) wird das Verhéiltnis s:o bei
'Verklememng von o vergroflert. Es ist also nur noch nachzuwelsen dab s:o
von oben beschrdnkt bleibt.

Es sei ein gewisser Zentriwinkel «, der einem  Bogen AB entsprlcht' '
_festgehalten. Fiir jeden Zentriwinkel ¢ kann e inn Texle &y, a,, . .., derart -
geteilt' werden, daB jeder «; < ¢ ausfillt. Bedeuten s, s,,.. ,,'s,,'die entspre-
chenden Seéhnen, so gilt bekanntlich die Uncrlelchung

min (5, : &) < (5, S+ S (64t 4a,).

Da mit Riicksicht  auf <o (i=1,2,...,n) -wegen (1**) auch noch
s:o<min(s;:e;) -besteht -und-. a1—|—a2+ .+a,=e ist, gilt umsomehr
$:10< (8454 . i+S,): @ Die Summe s,+s,...+s, ist aber die Lange
eines dem Kreisbogen .AB emgeschnebenen Linienzuges; also bekanntlich
kleiner, als die Linge g eines festen, umgeschriebenen Linienzuges. Daher -
folgt die Abschatzung s:o< g e fir jeden Zentriwinkel o, w. z. b. w.

Dieser Grenzwert st eine Funktion des Kreishalbmessers r. Wir be-
zeichnen diese Streckenfunktion mit K(r), sie ist also durch die Formel

'(5) ' ' o K(r)==lims:o A(o—0) ,
erkidrt, wobei o die MaBzahl eines Zentriwinkels im Kreise mit dem Radius
rund s die entsprechende Sehne bedeutet. Undzwar soll aus Zweckmafbig-

keitsgriinden ¢ die analytische Mafizahl des Winkels bedeuten, d.h. die -
Einheit fir dte Winkelmessung. sei so gewalzlt daﬁ sich fiir den’ rechten Winkel

die Majjzahl = ergibt.
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§ 2. Die Winkelfunk’t_iorien S(x) und C{x).
Satz IIL Auf dem einen -Schenkel des‘szlzwmkels A seien die Sireckén
+ AB"< AB, und es-seien die Lote B'C’ und BC auf den anderen Schenkel
;,gefallz‘ Dann gelten die Unglezchungen .
AC’:AC>AB’:AB>B'C':BC, d.h. B’ C’ AB’<BC AB
' AC' :AB">AC:AB: .
‘Diese- Unglelchungen lassen sich nimlich auf Grund der nachstehenden

- Hilfssdtze analog beweisen, -wie -die’ Unglelchung (1% im § 1. Die Beweise
'dleser Hilfssitze sind. bei W. H. YounG (a. 2, 0. §§. 3, '10) zu finden.

Hllfssatz 2. Wird unter den obzgen Voraussetzungen die Strecke BB"
“mit F halbiert und auf AC das Lot 'FG gefllt, so_gilt dte Ungletdzung~'
’.2FG<BC+B’C’ (Auch dann, wenn B'=A, also B’C =0 ist) . ‘

‘Hilfssatz 3. Wird unter den -obigen Voraussetzungen' CC' mit M :

halbzert und in M auf AC die Senkrechte errichtet, die- AB in N schneiden =~

moge, so ist die Ungleichung 2AN<AB+AB’ gulttg (Audz ‘dann, wenn
B =A, also AB =0 ist.)

Infolge. des Satzes 111 streben die Verhaltmsse BC AB und AC:AB -
'bei festgehaltenem <A fiir AB—0-je einem bestimmten endlichen Grenz-
wert zu. Diese Grénzwerte sind daher Funktionen -des Sp1tzwmkels x=<A. "
' Hnerbel soll-x wieder die analytische Mafzahl bedeuten. Diese Winkelfunk-
tionen . sollen mit S(x) bzw. C(x) bézeichnet werden (w1e be1 0. PERRON

4. a.0), d. h. wir setzen fiir O<x<~ _

(6) © S(x)=IlimBC: AB (AB—-»O) C(x)—llmAC AB (AB—»O)
Im ganzen Intervalle 0<x< ist offenbar

M- N S(x)<1 C(x)>0.

§ 3. Der absolute. Sinussatz von J Bolyal in umgehullter Form

Der nachstehende Satz spxelt in unseren weiteren Erorterunoen eme
.}entschﬂldende Rolle. - . .~ » '

Satz IV. Streben ‘die Sezten des Drezecks ABC gegen O s0 strebt seine
kaelsumme gegen . .

.. . Die Differenz n—(<IA—}—<IB+<IC) helﬁt Defekt des . Dreiecks und

~'moge-mit Def ABC bezeichnet " werden. Wird die Seite AB mit D in zwei
“Teile geteilt, so ‘ist offénsichtlich Def ABC = DefADC—i—DefDBC d. h. der
Defekt ist eine additive Grofie. ‘Der Satz 1V. driickt die’ Tatsache- aus daB
._’DefABC mit den Seiten des Dreiecks gegen O strebt.

Beweis Wir konnen uns auf rechtwmkllge Drelecke becchranken denn
‘em jedes - Dreieck kann m zwe1 rechtwmkhge Drelecke getellt werden.
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o Em -rechter kael m1t dem Scheltel C sei’ durch eine Halbgerade_
halbiert und auf dieser sei ein'Punkt P von C verschieden gewihlt. Es seien
von P aus auf die ‘Schenkeln ‘die Lote -PQ und PR gefillt.” Wird auf die
Halbgerade: CQ eine Strecke CA < CQ und auf CR eine Strecke CB < CR -
abgetragen, so ist auf Grund der Additivitdt des  Defektes augenscheinlich
Def ABC < DefPCQ+DefPCR—2DefPCQ Fiir deni Beweis des Satzes IV '
- genligt es offenbar zu zeigen, -daf

8) Y DefPCQ—0 fiir CP—0.

Ausgegangen von einem- Punkte P, mit dem Lot P,Q,, sei CQ, mit Q,
“halbiert und in-Q, auf CQ, die Senkrechte errichtet, die CP, in P, schnei-_
den . mbge. Dann “ist . 2Def P,CQ, = Def P,CQ, < Def P;CQ, und daher’
Def PCQ, <5 DefP CQ0 Durch Wlederholung dieser Konstruktlon erglbt sich’

Def P,CQ, < z—nDef P,CQ, und es b‘esteht umsomehr -Def PCQ < E_ Def P,CQ, -
falls CP< CP Zu 'jedem ~&>0- findet' sich aber ein ‘n derart, daB
—DefPoCQo<e ausfilit, also folgt daraus dié leesbe21ehung (8), w.z. b. w..

Satz V Streben dze Seiten des Dreiecks ABC. gegen 0 und streben

Zleichzeilig der kael C gegen . ind der Winkel A gegen x, so  strebt
BC'AB gegen 0, 1, oder S(x) Jenachdem x=0, xfg, oder 0<x<Z 5.
Beweis. er beweisen den Satz zuerst’ fur den Spezxalfall g C==
* Im Falle x=0 schlieft man so. Fur ]edes ¢>0 gibt es offenbar ein
rechtwmkhges Drexeck AB*C* mit <IC* in dem :
)N AR - BC: "AC*<e : : :
ausfillt. Ist - schon <XBAC<B*AC* und AB<AC* so ‘denken ‘wir die

T
2 b

Dreiecke in der Weise aneinander gelegt, daﬁ die Halbgeraden AC und AC* ..

‘zusammenfallen und beide: Dreiecke an derselben Seite von AC liegen mogen.
Die Gerade AB moge (auf Grund unserer Annahme) B*C* in B’ schineiden:
. So ist AC*<AB’ und a fortiori AB< AR, also nach Satz Il BC:AB< .
< (BC:AB)(AB: AC)<(B'C*:AB)(AB : AC*) = B'C*: AC*. Da aber
" nach unserer- Annahme offenbar B'C* < B*C* ausfillt; besteht mit Riicksicht.
auf. (9) umsomehr BC: AB <e, also ist der Satz,fur 'diesen Fall bewiesen.
Ist x==%,d.h. <A~ 5, so: gilt nach Satz IV <xB—0, also im Sinne -
der Vorangehenden AC: AB-~0. Es ist aber. 0 <AB—BC<AC und .daher
‘0<1—(BC:AB)<AC: AB also a fortiori BC: AB——»l ‘wie behauptet
~ wurde. - -
Es sei nun 0<x < Em rechtwmkllge's Dreieck A'BC’ mit A'B==AB

und < BA'C'=x sei an Drexeck ABC gelegt derart, dab die Ha]bgeraden
BC und BC’ zusammenfallen und beide Drelecke an derselben Seife von BC
liegen mooen Wird von A’ auf die Gerade AC das Lot ND oefalt ) Ulbt.
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es im-Viéreck A"C’CD.drei rechte Winkel, nimlich bei -C’, C. D, -daher ist

DA'C’< % (auf Grund des Satzes iiber die. Winkelsumme im.Dreieck),
~also bekanntlich CC’ < DA’ und’ umsomehr CC’ < A'A’. (Hier konnte voraus-

gesetzt ‘werden, daf <IA:#x ist, also A"'mit A nicht zusammenfillt.) Folglich

ist.[BC: AB—BC’ :A’'B}|= CC’ AB < AA’: AB.  Bedeutet M die’ Mltte von
.AA so kann dlese Unﬂlexchung in der Gestalt -

Loy -|BC: AB— BC"AB|<2MA AB.

geschrieben - werden Wegen AB A'B ist aber <IABM glelch der Halfte~ :

~

© von XABA'=|{ABC—<A'BC|,und SAMB=%. Da nach Satz IV und

“infolge. der Voraussetvung < ABC und < A’BC- gegen % —x streben, so hat -

‘man <IABM—+O also nach dem -oben bewxesenen
(1) o U MA: AB—»O :
'Nach der Defmmon von S(x) (vgl. (6)) ~gilt andererselts BC’ A’ — S(x)",

aus (10) und (11) folgt daher BC: AB——» S(x) Der Satz 1st damlt auch fur'-

dlesen dritten- Spezlalfall bewiesen, .

. - Der allgemeine Satz' ist nunmehr” lelcht Zu. bewelsen erd von B auf -
 AC das’ Lot BD gefallt so gilt fiir das Dieieck BCD nach der Voraussetzung

<IBCD s 2 ,.also im Smne der oblgen strebt BC: BD gegen 1. Fiir das Dreieck

. ABD strebt BD: AB nach den; Vorangehenden gegen 0,1; oder. -S(x), e

T

' .nachdem x=0, x=7%, oder 0<x< 5. Durch Multlpllkatlon folgt die Be-

hauptung fiir BC AB.
Korollar. Es zsz‘ C(—'—x:——Sv(_x).

"‘Satz VI. Wird. S(—)—l und S(x) = S(n——x) fur F<x<m gesetzz‘

- S0 bestehen fiirjedes Dreieck. ABC" mit -den _Bestimmungsstiicken BC == a,

CA=0b, AB=c, 9A=14, <B=u, <C=» die Relationen S(A): K(a)="

o =S(u): K(b) —S('v) K(c) (Absoluter Smussatz von ] BOLYAI7) in umge-
hiiliter Form.) . . . :

‘Beweis.- W1r lassen wie CH: j ‘DE'LA VALLEE Poussm a. a. O bei -
festem AB den Winkel u ein wenig- wachsen und die- Seite BC-um B drehen,
so daB ein Dreieck ABC” mit. BC' =a, QABC'=u > u entsteht. Auf die’

: Seite AC" =" werde die Strecke AC”'= b. abgetragen. Da mfolge w>poo

" . bekanntlich. b’>b ist, so. fallt dabei C” - zwischen A und C’ und es’ gilt
C'C"=b ‘b, Wenn nun W —pu, so gilt augenschemhch <EC C"C—3%,
‘und <IC CC” — v oder t—v je nachdem 1}<—2~ oder. 11>-— ist,. und die
Seiten von Dreieck C’'CC” streben gegen 0. Aus. dem Satz V und den Fest-
setzungen des Satzes VI folgt, daB - C C” : CC'—(b'—b) CC’—» S('v) Laut
. - 7) Vgl.']. BOLYAI Appendtx sczentzam spatu absolute veram exlubens elc (Maros-
. vasarhely, 1832), besonders § 25. (Unveranderter ‘Neudruck, 1907)

Fa . -
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der Erklarung der Funktxon K(r) in (5) hat man: aber cC. w —u) — K(a)
und- aus diesen zwei letzten Limesrelationen folgt : .

12) (=) (W — ) —K(a) S).

Wenn man bei festem BC m1t der Seite AB dhnlich verfihrt und das Dreleck

CBA’ niit BA'=c¢, <CBA = u entsteht so wird offenbar CA’'=A(C' = b

Auf diese Welse ergibt sich daher fiir-p’ — u die” leesbeZIehung

(13) (=) (W =) — K (0) S(A).

(12) und (13) ergeben K@) S(»)=K()S(A) d. h. S(4): K(a)——S(v) K(c)

Aus denselben Griinden besteht noch S(»): K(c)-—S(u) K(b) w.z.b.w.

. Korollar Es ist S(l):}:O Im Falle v=73 7 1st niamlich Iaut dem Satze

S(A)=K(a): K(c): '
Fur S(x) gilt also nach (7) im ganzen Intervall 0 < x < d1e Abschatzung.

(14) o 0<S(x\<1

_ § 4, Berechnung der Funktlonen S(x) und C(x).
Zur Berechnung der Funktionen S(x) und C(x) haben wir drei Sitze - 3
notig. Mit Hilfe des Satzes VI beweisen wir zunichst den folgenden '

E Satz VIL. Fir r—-0.bzw. x——»O streben die’ Funktzonen K(r):.r und
S(x):x gegen einem_ gemeinsarmen endllchen Grenzwert w. "~

Beweis. Wir nehmen . ein olelchschenkhges Dreieck ABB'»mit

X BAB =2x, AB=AB'==r. Die Seite BB’ ist eine Funktion von. x; man_ -

setze BB =2s(x). M sei die Mitte von BB’ d.h. . MB= MB"—s(x) Mit

Rucksxcht auf die. Erklarung (5) der Funktion K(r) gxlt '

a1sy - s(A)/x_Qs(x)/Zx—-»K(r) fir x— 0. '

Bei festgehaltenem x besteht fiir r, < r wegen qAMB—g und des Satzes III

sl(x)/r1<s(x)/r oder’ m1t b d1v1d1ert : ‘ '
. x roix _ :

Werden rund r, festgehalten S0 gllt fiir x—0 mfolve (15) sl(x)/x—->l((r1)

-s(x)/x— K(r), aus (16) folgt also K(r,)/r, <K(r)/r. Damit ist gezeigt, daf -
“bei Verkleinerung von r das Verhiltnis K(ry:r- nicht vergrofert wird. Es .

strebt daher fiir r'-+0 einem bestlmmten endllchen Grenzwert o zu.

" Im- Dreieck' AMB ist wegen <IAMB—-— nach dem Satze VI ‘
A S(X)—K(S(Y)) K(r)—[K(S(X)) s(x)] [S(X) K(f)]
also

an S x=[K(s()) s} [5G K [1: K(rn

- Fiir. x—»O gllt aber be1 festem r offenbar s(x)———>0 -also nach- dem "obigen
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- K(s(x)): s(x)——>w ‘Aus (17) folgt daher mit Ruck51cht auf (15) hm S(x) x_—w
Vw z. b. w. L : ‘
' Korollar Es ist lim K(r)—O hm S(x)—O
r>0 -

. Sdtz VIl Die Funktionen: S(x) und C(x) genugen der Funktzonalglet—
- chung S(2x) = 2S(x) C(x).

A Beweis. Wir betrachten nochmals ein glelchschenkllges Dreieck ABB’.
mit AB=AB', <BAB =2x. Wird von' A auf BB’ das Lot AM gefillt, so
st IBAM=<B' AM=x, {AMB JAMB!' = % Hieraus folgt fiir
AB—~0 nach Satz IV SAB’'M—5—x. Wird noch von B auf AB’ das:
Lot BN gefallt so gilt daher nach: Satz V. und seinem Korollar BN : BB’ —

—»S(——x)——C(x) Wegen BB’—QBM konnen wir dieser Lxmesbezxehung
aiich die Form *(BN:AB) (AB BM)—2C(x) geben. Da ferner nach der -
Definition (6) BM: AB— S(x), so ergibt sich BN : AB—~28(x) C(x) Ande-

rerseits ‘gilt wieder nach der Definition BN:AB— §(2x), folgllch besteht S

der Satz.

4 Satz IX Es. ist S(x) —{—C(x)-——l :

- Bewels Wir nehmen ein rechtwmklxges Dreleck ABC m1t qC—%
<< A=x. Wird von C auf AB .das Lot CD gefallt so ist

(18) 1=(AD: AB)+(DB: AB)—(AD AC)(AC: AB)+(DB BC)(BC:AB).

Hier gelten fiir AB——»O nach der Erklarung der Funktionen C(x) und S(x)
die 'Relationen- AD AC—>C(x), AC: AB—=~ C(x), BC: AB— S(x). Da nach

Satz IV <IACD—+— x, d.h. SBCD—x, so hat man wegen. Satz \

DB BC— S(x). Aus (18) fo]gt daher die Behauptung .
Nun sind wir imstande, die Funktionen S(x) und C(x) zu berechnen

- Auf Grund der Abschitzung (14) konnen - wir setzen S(x) =siny(x)
wobei 0 <y(x) < Z ist. ‘Aus Satz 1X. folgt dann wegen C(x)>0 (vgl. (7))
- C(x).= cos y(x), also nach Satz VIl ist sin.y(2x) = sin 2y(x). Durch wiederholte
Anwendung dieser Formiel ergibt sich fiir 0< x < ¥ “ sin y(x)=]|sin[2"y(x/2")]].
Auf Grund des Satzes VII und dessen Korollars folot daraus im Falle n— oo
S(x)—smy(x)_[sm wx|, also nach dem Korolla1 von Satz V C(x)——[sm w(——x)]

_ Hier ist aber nur o = i moglich. Im Falle w > 1 wire namllch O<n/20<m/2,

-' S(n/2w)—sm———1 im Gegensatze zu. S(x) <1 (v01 (7)), im Falle 0 < w < 1 :

wire 0 < wm/2<m/2 also 11m [S(x)* +C(x)2]——sm (wm/2) < 1, was dem

. Satze IX widerspricht, und der Fall o =0 ist unmoghch wegen S(x)#O
© Wir erhalten somlt S(x) =sinx, C(x)—cosx '
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Dxe Sétze VI und Vll gehen daher in dxe folgenden uber

Satz VI*, Fiir ein Dreieck-ABC mit den Beslzmmungastucken BC=a,
CA=b, AB=c, <IA—/1 <):B = 4, <IC—'v besteht sind : smy, sinv= '
K(a): K(b): K(0)..

Satz VII*. Fiir die Funktion K(r) gzlt dle Grenzformel hm K (r)/r—l

§ 5. Dxe Grundformeln der hyperbohschen Tngonometne

ABC sei ein rechtwmkhges Dreieck < C—n/2) mit den Best1mmun0<-
stiicken BC—a CA=0b AB=c¢;, I A~=1, IB= = u. Mit Hilfe eines Kunst-
- griffes von M. RETHY ((a.a. O) ergibt sich auf. Grund des Satzes VI* -
‘K(2a)y=2K(a) cos l/smy -Daher ist cosl/snrru-—qo(a) eine Funktion-von a;
wegen A-+-u <m/2 ist gewif ¢(a)>1. M. RETHY (a.a.O.) zeigt noch, daB
_K2(a)/(p*(a)— 1) = k% (k > 0) eine Konstante.ist. Die Funktionen fx)=K(x)'k
‘'und q(x) geniigen: also den Funktionalgleichungen f(2x) = 2f(x) p(x),

P*(x) =f2(x)+1. Hier ist auf Grund des Satzes VII* hm f(x)/x—— 1/k und

" aus diesen Gleichungen errreben sich demnach K(x)= ksh(x/k) cp(x)—~ch(x/k)
Mit -Ricksicht auf den Satz VI*. besteht daher folgender . ’

Satz X. Fir das rec/ztwmkltge Dréieck ABC (<I C —n/2) mit den
" -obigen Besummungsstucken gelten die Formein

: sin A =sh (a/k): sh(c/k), cosl sinp=ch (u/k)
wobet k-eine konstante Strecke bedeutet. :
Dleser Satz -hat schon dxe ganze hyperbollsche Tnﬂonometne zur Folge

. (Eingegangen am 1. September 1949.)



