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"Sur un produit infini.

"Par MIKLOS MIKOLAS 4 Budapest.

Cest une remarque de M. LEopoLD FEJER sur la fbrmule'de WALLIS :
A S O
1373557 2.

" qui nous conduisait & considérer, d’une maniére plus générale, les produits
de type- ‘

(aulr Qi . .. —|—a,,;,,)"“

1T p+ :

P=[ =1
vl='£ Qy.Ayyy .. . ay+p (p—— )’

{a,} étant une suite croissant¢ de nombres positifs.
Nous démontrons d’abord la proposition suivante:

I. Pour que le produit infini P converge, il faut et il suffit que la série
[ 'S('av.{»p —1)2
»=0 ay,

_ Comme tous les facteurs de P sont supérieurs & 1, il suffira de montrer
que notre condition -est nécessaire et suffisante pour la.convergence de
Zn:( 01,-|—a1,+1+...—|—a,,+,, —]) R

p+l
r=()

(p"l" 1) l/avauﬂ ooe Quyy

N

soit convergente.

Ecrivons .-

pPH1+xi+X+...4x,

" F(x,, x,, .. .,x,,)v,= o
P+DVA+x) A +Xy. .. (FX,)
le terme général de la série résulte en posant

Auyi _ 1

xi= ai1’=
L

(i=1,2,...,p).
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On a d’aprés la formule de Taylor,

(1) F(xer'-"x,Az)= 2(p+])2 (p Zx 2 Z xxx)‘ll" iZ .Aikl'xi-.xkxl

- i,k =1

z<k .
ol o
1 *F . . :
T T T . <3<,
Alkl 6 6x'6xkaxl (3x17 . » xl’) . (0— == 1))
on a donc pour x,+0,...,x,~0, A
' 1 &F ST
) A:Ll 6 m(o,..n O)""Cikl'

Cest-a-dxre, E>0 désignant un nombre assez petlt on aura pourZ ix <E,

|A;| < 2 Max ¢, | =2K (i,kl= 1,2,...,p).
D’autre part, on a pour x,>0,...,x,=0, o
P p ? 2
pSu-2 3 xmz( I 3 xn=Suzt (3]
ziikl ) z;k<=kl ] . ‘;=1 | D =1
et - :
yd 1 yd
pg x;—2 Z XX = Z_’l( x,—x, 24 > x
= 1,1<L BE=
On obtient donc par 1N:
_ F(x .. x) 1
(2) L . . o
. T2 1)?
P ) & 3
Z A XX X ZK(Z x.‘) »
Clt k=1, i=1 . N v
S P » é 1 P 2_~2Kp%xi\.8)
p D> x—2 D xx, —-(Zx,») . o=
. . =1 ik =1 P \i=1
pourvu que x,>0 (i=1,2,...,p), 2x<Mm( )
1. Supposons que P converge; on a alors
3 . ' lim F(eyv, @2y, ..., @) =0.

« En écrivant , ‘ , o
ptl )
Yo=1r=V1+ea, (i=1,...,p),

on a lidentitt de HURWITZ-MUIRHEAD!) -

1) A. Hurwirz, Uber den Vergleich des arithmetischen und-des geometris_che‘n'Mittels,
Journal fiir die reine und angewandte Math., 108 (1891), pp. 266—-268; R. F. MuirHEAD,
Proofs that the aritmetic mean is greater than the géometric mean, Math. Gazette 2 (1904),

pp. 283—287.
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: ) . p+1 pH p+1 o
0 ,:«F(ony,.'..,oe,w)—~ e =

Z(p—{—])' (2150 =31) o=y + 21087 =317 Go— 3o+

+ DN —YTE) o=y Vs F e o 2N Ge— 1) Fo==31) Ve Ys- -+ V,)

ol

2 Lo (Yoy Yus e Ys)

désigne la somme des (p+l)! quantités résultant de @ (¥, Y1y -+ ¥,) Si
’on en permute les y,. :

Comme -chaque terme entre crochets est évidemment posmf on trouve
en partxcuher par (3) que, pour ¥ —» oo, : :

p+! -1

v —yo)(y.~yo)—(l/1+aw—1)2[1+(1+aw)"“+ +(1+a.v)"“] —0.
et par conséquent, -
llma,,,_O ' (i=1,2,...,p).,

Y o> 00

Falsant usage de (2), on voit donc que lmégalxté
(=) S e+ Semer]< ,,% Pl ap2)
subsiste pour N=N(e) suffisamment gtand.
Il en résulte que les séries

) o ' £ a 12 : :
2 d= Z( = — ) . (=12...,p)
=\ v=0 ’
sont convergentes. ' B

_ 2. Réciproquement, si Sa2, converge, on aura aussi

::o

> < Z‘apv<oo, Zo(a,,,_-a,,,) < Zap,,<oo G k=1,2,....p).

Comme a:,~0 (i==1,2,...,p), on peut appllquer (2), ce qui donne .

_VZ,;F(a.-.,,...,apv)<M(§% w-{-. Z‘ Z(alv_akv)2)<°°

|,k-— =0

M >0 désignant une constante convenable. Donc P converge, c.q.f:d.
Dans Ie cas ol {a,} est une proaressmn anthméthue on peut trouver
pour P une expressmn fermge: :

. Soit ay=xv+4 (v=0, 1,2,...), (x, z)= 1: Pour p pair (p=2¢)

1 :' "aol Voa VB a,_1 \°
® . 75-~=‘(a29-1) (029-2) ( :’19‘)
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et pour p impair,

' . 1 1 2 'p)} ~(3 4, p ;p'l
(6) ﬁ-_—@( T+7)-.C(-2—,7+7)-~C(3,A7+

(TR
N’

ol
= I = )

Soit p pair, p=29; on peut alors écrire

20+l - 2o+l 29 2
.v AN ANy .. QNt2p- 1am+29

I, ¥ ...a',.+zg_|a,,+2g _aoaf azp 1024
vl=[o o asy! a @ agi' . i lazv‘_ﬁ,‘
En simplifiant’ par les facteurs az,, . .. aN ala pulssance 20--1, on

obtient oL
_1 — lim -_ﬂégf.--agg 1 a?\’il‘-~-a?V+ép 10}\'4-29 :A
P xow g2 a52H ai‘ﬁl Ay

_ @ ...af fim Ofrvert - .- Are- laN+2o ( a, )1 ( a )2,,_(ae—,:)g.

308 . .. @re-1 Moo Qivr...Q%e1afhe |\ 920-1) \ G202 Ta,

~ Soit pb maintenant 'impair et posons q.{=;£(w+—§)+2. On aura

QuQpir.. . Aoip o

(7,)~ o !:% @+ @+ .. A, P _
R e e
_v~:0 . . q£+l . ’
2_2 R ) __‘ 2 p : 12
- - -

. 342 ‘p2
et gl
I L A T e N O i

el Aary.e(d AL (L, by
(2 z) (2 % ~2) (2 % 2) C.q.f.d
2) Ainsi, par exemple ‘ ‘
‘.u(f 1)— 1[( (—H) )~ S“;r;l{ , S (t,—é—)='!=¥(l—(g+_il)2)=cos}zt.

3) La convergence des produits (7) est évidente.
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Envisageons deux .cas particuliers:'d;———.v-}—l et a,=2»-+1 avec
- p=20—1. En faisant usage de (6), on obtient pour ¢=1

= (D) (r+2)... (r+20)
S T

. . ,3 7 Q ‘ e N 1 v
-2(3'5'f'(29_1)) (T) ,,.,I‘,!__l m—1pE—2n— 1)’

/7 20+ o _
© Lé @v+1)(2v+3)...2v+do—1)

. n o- ] 2 3 2., . 20_] 2
=35 o0 (3] I 1 -5z ) |1 (5] ‘l‘“( )|
.Si p==1, le dernier produit doit étre remplacé par 1; (9) se transforme
alors en la formule de WALLIS. ' '

(Recu le 9 septembre 1949)



