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Sur un produit infini. 
Par MIKLÓS MIKOLÁS à Budapest. 

C'est une remarque de M . LÉOPOLD FEJÉR sur la formule de W A L L I S : 

' 2 2 

1.3 ' 3 . 5 ' 5 . 7 T ' 

qui nous conduisait à considérer, d 'une manière plus générale, les produits 
de type 

Íav + av+\ + .. . + 

/ ' • / / ' a / + ' a > ( « i ) . 
v = 0 U V . U V + 1 . . . Uv+P 

{a„} étant une suite croissante de nombres positifs. 
Nous démontrons d 'abord la proposition suivante : 

I. Pour que le produit infini P converge, il faut et il suffit que la série 

• ' ¿ Í — ' - - i f 
K=O y av ) 

soit convergente. 

Comme tous les facteurs dé P sont supérieurs à 1, il suffira de montrer 
que notre condition est nécessaire et suffisante pour la convergence de 

^ ( Qv + Ov+1 + • • • + dvvp ^ 

Écrivons • 
(p+ \)^fava^i... av+l, 

p+l+x, + x2 + . . . + x„ 
F(X), x2, • . x p ) — — — 1 ; 

( p + l ) K ( T + x 1 ) ( l + x 2 ; . . . ( , +xp) 

le terme général de la série résulte en posant 

xi— aiv — ~~~ 1 0 = 1 , 2 , . . . , P ) . 
Uv 
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On a d'après la formule de Taylor, 

1 
(1) F(x1,...,xp) = 

où 

2 ( P + 1 ) 2 

1 d3F 

¡XlXkXl 

6 d x i d x . d x , 

on a donc pour xx 0 , . . . , xp 0, 
1 d 3 F 

P V \ V 

P 2 xf—2 Z xfxt + Z Aitr> 
i=l t,7c=l J • i,k,l= 1 

i<:k • 

{9xu...,»xfY ( 0 < ^ < L 1 ) ; 

• ikl 6 dx{dxtdx, 
p 

C'est-à-dire, H > 0 désignant un nombre assez petit, on aura p o u r ^ ¡X;|<£, 
• ¿=1 

\Aiit\< 2 M a x . | C ; h | = 2 A " (i,k,/= 1, 2 , S . .,p). 

D'autre part, on a pour x ^ O , . . . , x p ^ 0 , 
P P ( p \ 2 p p , f p \2 

P Z - 2 2 * , • * » = — XI 
t=l i,k= 1 \i= 1 J i,k = 1 i=l P Vt=l i<k i<k 

et p p^ j p p^ 
Z x> — 2 Z X,xk = T 2 (x,—xk

 2 + 2 xl 
t=l i,k = 1 ^ «,S = 1 >=1 

fc 

(2) 

On obtient donc par (1): 
F(xu.. .,xp) 

V 2 , 1 V / \ 8
 2 ( P + '»)2 

t=l • ¿ i , k = 1 

-ZJ AikiX¡xkX[ i,k, l=\ 
p v •— j / f \ 2 

P Z x f — 2 Z xixk — 
¿=1 i,k= 1 P V t=l i<k 

P ( s 
pourvu que x , > 0 ( / = 1, 2 , . . . ,p ) , Z x<< M i n Y p K 

1. Supposons que P converge; on a alors 
(3) lim F(ai V! &2v , . . . , apv) = 0. 

V 00 

• En écrivant 
2>+l 

MÈ * Ï ) 3 

i= i 

ya= i, = y i 
on a l'identité de HURWITZ-MUIRHEAD1) 

' ) A. HURWITZ, Über den Vergleich des arithmetischen und des geometrischen Mittels, 
Journal für die reine und angewandte Math., 108 (1891), pp : 2 6 6 - 2 6 8 ; R. F. MUIRHEAD, 
Proofs that the aritmetic mean is greater than the geometric mean, Math. Gazette 2 (1904), 
pp. 2 8 3 - 2 8 7 . 
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(4) ; . J ^ ' + y ^ - ' + y r ' —j^oj^i• • • yP = 

i 

2 ( p + l ) ! 
[2Hy?-y?)(y0-yi)+ZHyrl-yrl){y0-yùy2+ 

+ Z W ' - y r 2 ) (yo-yùy*ys + -- • + ZKyo-yi) {y^yx)y*y* • •yp1 
o ù 

. ZuP(y0,yu...,yr) 
désigne la somme des ( p + 1 ) ! quantités résultant de <p(yp, yu . • y p ) si 
l'on en permute les yt. 

Comme chaque terme entre crochets est évidemment positif, on trouve 
en particulier par (3) que, pour v—>-<x, 

JP+1 1 P-I 

( V i - y l ) ( à - J ' o ) = (V1 + a < v - 1 )2 [1 + (1 + Oiv)P + 1 + . - . . + (1 + «ip) *+ 1 ] — 0 

et par conséquent, 
l i m a i w = 0 (/ = 1, 2 , . . .,p). 

V 00 

Faisant usage de (2), on voit donc que l'inégalité 

,Ctpv) 
p = N 

m T j - £ LZ 2 y l ("f—a«»)2 
¿\P-Ti) J v = N .¿=1 ¿ i,k= 1 

subsiste pour N — N(e) suffisamment grand. 
Il en résulte que les séries 

• ± a ] v = ± i ^ - l f . ( / = 1 , 2 , . . . , / ? ) 
v = 0 v = 0\ (¡V 

sont convergentes. 
2. Réciproquement, si 2a2

pv converge, on aura aussi 
oo ao » «> / 

2(ccip— akv)2< 2 1 ap» < 0 0 ('"> k = 1, 2 , . . ,,p). v = 0 . "= 0 v = 0 v = 0 

Comme a^- t -0 (/' = 1, 2 , . . . , p ) , on peut appliquer (2), ce qui donne 
00 / P X J p . 00̂  \ 

21 F(aiv,..., apv) < M \ 2 2 «¿V +-7T 2 2 ( a i v — < 00, 
v = 0 \i = 1 v = 0 ¿ i,k= 1 v = 0 J 

M>0 désignant une constante convenable. Donc P converge, c . q . f . d. 
Dans le cas où {a„} est une progression arithmétique, on peut trouver 

pour P une expression fermée: 
II. Soit av = xv + X (v = 0, 1 , 2 , . . . ) , ( x , ¿ ) = l : Pour p pair (p = 2Q) 

(5) P~'(ű2?-i) (<CJ ' " ( V ) 
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et pour p impair, 

1 
(6) 

où 

= © 1 1 L + p . ) ( J A ' A + z l 1 , P. 
P \2 ' x 2)' \2 ' x 2}' ' \ 2 ' x 2 

• 2 ) . m , y ) = n i *=o V (v + y f 
Soit p pair, p = 2g; on peut alors écrire 

jV OvOv+i • • • ay+2e-iflW2g QQQ\ • • • <Âj>-\ a 2p+1 • • • a2N+laN+1 •.. Qy+2p-iflA~+2e 
2p+l 2p+l 2p+l 2p+l 

UQ Ae+i . . . ua'+p_I<2_V+() 
/ / 2p+l 

v = 0 • Hv+p 

En simplifiant par les facteurs a2e,...,aN à la puissance 2p + 'l, on 
obtient 

1 
P 

J „2 2P ' 

,. (70Qi . . . fl2g-l Q.V+1 • • • 
: V 2 fj+i • „2o+l 2p+l 

1 2 o p 2 1 
gpQ! . . . Qg-l l im QA'+p+i • • • fly-tfg-ifly-tfg._ 

û £ û £ H . . . aip-1 alv+i • • .û îv+p- iûK» l fl2p-i J ^ û2p-2. 

P 

0) 

gp-1 
Op . 

Soit p maintenant impair et posons == x v - ) - ~ J > î . On aura 

OkAW+i .. • • av+p 

v = 0 | + + - • • + avH>Y+1 

N 
v = 0 

A + i ; . j 

77 
v = 0 

X2 ^ 
1 

<7* 

et par conséquent , 3 ) 

1 2̂ 

T > = Z ~ ( r „ = o 
1 (I) 

( " + f + 4 f 

27 
v = 0 

i jy 

/ / 
v=0 

g r 1 

il 

3 \2 

.v r • 

• " i j f ï - ^ v = o I qi 

( T ) 

( ' + * + 4 f 
3 A p 

N 
v=0 

( t f 
( * + f + 4 f 

p À p-

C. q. f. d. 

2) Ainsi, par exemple, 

S t t l ) ; 
( n sin 711 

nt u=0 v v" ' *' 1 --- • V ~ j v=0 
3) La convergence des produits (7) est évidente. 
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Envisageons deux .cas particuliers: av = v-{-1 et û„ = 2^-1-1 avec 
p = 2Q — 1, En faisant usage de (6), on obtient.pour 1 

H (v + Q + j)2' • 

m < M 

(9) U j r 
2e 

•=u ( 2 f + l ) ( 2 v + 3 ) . . , ( 2 f - | - 4 ç — I ) ' 

Q P-I 
1-

2n 
1 — 

2/1 
1 — 

2 P — 1 

2n 

Si p = l , ie dernier produit doit être remplacé par 1; (9) se transforme 
alors en la formule de W A L L I S . 

(Reçu le 9 septembre 1949) 


