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О наилучших приближениях в комплексной области. 

С. и . М Е Р Г Е Л Я Н (Ереван). 

Рассмотрим конечную область D со снязным дополнением, .совпадающую 
с множеством в н у т р е н н и х точек своего замыкания. Пусть функция / (г) 
регулярна в D и непрерывна в замкнутой области D а о„(/ , D) означает 
нижнюю грань чисел 

m a x j / ( z ) - P „ ( z ) ! 
х el) 

по всевозможным полиномам степени п. Как показал М. В. КЕЛДЫШ [ I ] при 
этом о„(/ . D) ->- 0 , рпи п - v оо, причем скорость убывания чисел «« тесно 
связана со свойствами / ( г ) на границе D, 'так я;е как это имеет место в слу-
чае наилучших приближений на отрезке [ 0 , 1 ] . Однако, в отличие от наи-
лучших приближений в вещественной области, основные вопросы которых 
хорошо изучены, в случае комплексой области на скорость убывания о„(/ . /.)) 
влияют в равной мере со свойствами / ( г ) свойства границы области D . 

В случае, когда область D ограничена аналитической кривой известно., 
что из соотношения . 

. Gons l , , 
(1) Q„ (/, D ) < n , + l t {к — целое, 0 < а < 1) 

следует, что / ( к )(г) удовлетворяет в D условию Липшица,' порядка а п 
наоборот из этого обстоятельства следует неравенство (1). Таким образов 
в случае аналитический областей зависимость о„( / . D) от / ( г ) аналогична 
зависимости E„(J) от свойств /(.г) на отрезке [ 0 , 1 | . Однако, у ж е в случя» 
некоторых из областей с гладкой границей эта аналогия исчезает и влияние 
границы D на скорость убывания р„ ( / . £ ) ) создаёт специфические особен-
ности теории наилучших 'приближений в комплексной области. 

' В настоящей статье, не останавливаясь на всевозможных вопросах 
в этом направлении, мы рассмотрим лишь несколько характерных задач. 

§ 1. Области с гладкой границей. 

Пусть D произвольная конечная область с односвязным дополнением; 
через ZR (R> 1) обозначим линию уровня функции Грина G(") дополнения 
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к D с. особенностью на бесконечности: ' 

ZR: G (г) = l o g Л ; 

DN — конечная область ограниченная ZR. Пусть также / ( г ) аналитична 
н DR И не превосходит там по модулю единицы. 

Л е .ч м а 1. Если диаметр D равен, единице,, то найдутся две абсо-
лютные постоянные Сг и С2 для которых неравенство 

выполняется при всех R > 1 и п = 1, 2, 3 . . . . 

Доказательство легко вывести, составляя интерполящионный полином 
Фейера с равномерно распределенными узлами, оценивая остаточный член 
представпмый в виде интеграла Кошн и учитывая, что, во-первых, 

у С.: длина ¿ R < —j>. 

и, во-вторых, расстояние любой точки ZR до Г—D — D превосходит 
C^R — I)2 , где С •>,• С± — абсолютные постоянные. 

Ч е р е з d (С, R), г д е . о б о з н а ч и м расстояние К до Я д . . Поведение 
d (С, R) п р и значениях R, близких к единице, зависит основном от особен-
ностей границы области D в окрестное™ точки Приведем формулировку 
одного результата Варшавского , которым мы воспользуемся в дальнейшем. 

Пусть в окрестности ¡z]<a точки 2 = 0 граница Г состоит из двух 
д у г / '+ и уравнения которых в полярных координатах суть 

ф = Ф + ( ч 0 ) , ф=.Ф_'((>) ( Ф + < Ф _ ) 

соответственно. Пусть также существуют пределы 

<1 Ф.1 .. (1Ф.. 
I m о —г—- > l im о — 

о—>-о а О я ? 

Ч е р е з 10 = 10(2) обозначим функцию, конформно отображающую область D 
на круг | w — 1 | < 1 так ччо 2 = 0 переходит в w = 0 ; О (q) = Ф-($) —: Ф+($ ) 

Л е м м а 2. (С. ВАРШАВСКИЙ [2]) Если 

'/.[МФ+у. , МФ-У1.9. dg 

то в окресности точки z = 0 имеем 

еде С — независит от z. 

Это утверждение дает возможность в ряде случаев исследовать пове-
дение конформно отображающих функций в замкнутой области, а. также оце-
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нить расстояние линий уровня функции Грина до граничной точки, в зави-
симости от поведения границы вблизи этой точки. Отсюда в частности 
следует 

Л е м м а 3. Если область D ограничена конечным числом гладких 
дуг с непрерывно вращающейся касательной, составляющих между собой 
углы с внешним раствором, не превышающим -т, то при всяком «> 0 

где С не зависит от С и R<R(е). 

Известно, что в случае когда область D ограничена гладкой кривой с 
ограниченной кривизной и функция / ( г ) удовлетворяет в D условию Л и п ш и ц а 
порядка <х, то, при любом £ > 0. 
/оч ' гс 1 C o n s t (3) Qn(],D)<~j^=r, п>п (е). . 

Ниже мы имеем в виду распространить это неравенство на произволь-
ные области с гладкой границей . В случае дополнительных сведений о глад-
кости Г неравенство (3) молено улучшить . Заметим, что е с л и P n ( z ) — полином 
наилучшего приближении / ( г ) в D степени п , то, с помощью интеграла 
Коши, легко получить неравенство 

(*) IРМ (г) - P « (г) i <С» п ! g "*-' ^ D ) ( 1 + с е ) " * , а _ я ю б й в r a > 0 ) , 

" принадлежит области Be с границей , некасательной к Г в с и принадле-
ж а щ е й D . 

Т е о р е м а 1. Если область D ограничена гладкой кривой с не-
прерывно меняющейся касательной и /(г) аналитична в D, непрерывна в Ь, 
причем k-я производная / (г) удовлет воряет С D условию Липшица 
порядка а, о < « < 1, то, при любом г>0, 

С • 

где С не зависит от п. 
Доказательство достаточно провести для случая 1с= 0 . Общий случай 

выводится отсюда известным приемом. 

П у с т ь £о — произвольно малое фиксированное число ; допустим, что 
проекция D на ось О Х содержит интервал (0,1) и прямые х = а,х=Ь 

. ( О < а <Ь<1) проведены так, что они не касаются границы D и, следова-
тельно, пересекают ее в конечном числе точек. 

Часть D , расположенную справа от х = а обозначим ч е р е з D„, а часть 
D , расположенную слева от х = Ь, через Db. Открытые множества Da и D^ 
состоят, очевидно, и з конечного числа односвязных областей, распол оженных 
наПоложительном расстоянии д р у г от д р у г а : 

¡=i i=i 
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Ч е р е з 2 = г (в) обозначим параметрическое уравнение границы I ) , причем 
параметр я представляет длину дуги Г=О •— П от некоторой фиксированной 
точки 2 0 = 2 ( 0 ) до г (я) . Число о < 1 выберем настолько близким к единице, 
чтобы угол, составленный внутренней нормалью к границе -О в точке г (я) с \ 
внутренней линией уровня (о < 1) в точке ближайшей к. отличался бы 

от — менее, чем н а некоторое ш > 0 для любого значения я. Кольцевую об-
л 

ласть, заключенную между / ' и Хи, обозначим через I. Часть /, раснолоя?ен-
н у ю межлу внутренней нормалью к - Г в г(.0) и внутренней нормалью к Г в 
: (я), проведенными до их пересечения с , обозначим а (а). 

Выберем 8 = 8 ( 8 ) так, чтобы множество 

представляло бы область, звездообразную относительно некоторой точки г5 

при всех значениях х. (я) является криволинейным четырехугольником с 
углами, близкими к прямым и зависит от р. Ч е р е з ./., обозначим прямую, 
проходящую через г («) и ортогональную в г (я) к Г, ч е р е з - . Г — п р я м у ю 

проходящую через - г ^ - + - 1 и параллельную Л . Очевидно, что числа-

(>, <о и можно выбрать, кроме того,, так, чтобы часть /, расположенная 

между и ./„, принадлежала бы пересечению областей и и ^ Н — 

при всех 5. Достаточно за число взять длину отрезка ,78, располоясенного 
между и ближайшей к г (я) точкой пересечения ^ с ; за "можно 
взять пересечение диагоналей в криволинейном четырехугольнике 

Рассмотрим одну из компонент В а — н а п р и м е р ; часть' а (я), рас-
положенную в обозначим <У\(-5). Предположим, что г (0 ) лежит вне 
ДО).-

пусть Л'о -— наибольшее из я, для которых а (в) не имеет общих точек 
с а — наименьшее из тех я, для которых пересечение I и сов-
падает с 01(5). Ч е р е з (Яо, 5:0 обозначим наибольший интервал, обладающий 

•тем свойством, что а («х) г—~д («о)- принадлежит' Часть <Т1 (в 4 - рас-
положенную по т у л;е сторону от прямой что и обозначим сги(х) 
Множество точек, располоягенных от сУп^) на расстоянии, меньшем Я, обо-
значим <7 пя (в) ; совокупность точек; отстоящих от 01(5) на расстояние, 
меньшее Я.— б\>. (в). 

Предположим, что существует полином (г) степени п со следующими 
свойствами: . 

• 1. : * , ( : ) - / ( : ) - : г; „ г + Н - * ) , . -

2 . 1 , 1 ( г ) ! < м , г « 7 ц ( . + М ) | ' Я. = Д , . ' 
• где М — не зависит от П и х . 
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Область Л (л) з в е з д о о б р а з н а относительно поэтому ф у н к ц и я 

• д ( г ) .== / ( г , + " 

а н а л и т и ч н а в области ^ (5), получаемой из Л и ) р а с т я ж е н и е м относительно 
точки г* в 1-|—А р а з . В силу леммы 3 с у щ е с т в у е т п о с т о я н н а я с 2 > 0 , для 
которой образ о к р у ж н о е ™ | ш | = 1 + 2.1 п р и о т о б р а ж е н и и | ш | > 1 н а допол-
н е н и е к Л{$) расположен целиком в 8о (я) (нас и н т е р е с у ю т л и ш ь 
малые з н а ч е н и я А > 0 ) . . 

Согласно лемме 1, найдется полином яг3(г) с тепени л так , что 

. тах-1я . ->(г) — ¡ Л г ) I < ' ^ — ~ — г г — 
г е 2

 1 л > / Д Л Я«.( 1 + / ) » 

(мод Г1+1 понимаем линию у р о в н я дополнения к ¿ / ( ь ) ) . Одновременно в ¿/(.V) 
будет выполнятся неравенство 

т а к как п р и ¿ £ ¿ / ( 5 ) 

о 
Покроем область ^/СО),Х~Е«(В) областью С (А) а « щ (я) — областью В(К) так , 

чтобы С (К) и В (К) находились бы н а положительном р а с с т о я н и и д р у г от 

д р у г а , п р е в ы ш а ю щ е м / о 0 , а т а к ж е р а с с т о я н и и любой точки В (к) до 

^ п А ^ ) , р а в н о как и р а с с т о я н и е л ю б о й точки б (А-) до п р е в ы ш а л о 

бы к (такое к>0, не . з а в и с я щ е е от А < А 0 , найти , очевидно, можно). 

Как известно , с у щ е с т в у е т полином л-3 (г) с т е п е н и п такой, что 

К ( г ) — 7т1(г)\<с1дп, г € <т11Д, (в), . . . 

Ы г ) - * 2 ( г ) 1 < С 7 ? » , . г € ( 7 ( А ) , 
где 7 < 1 зависит от к . 

П у с т ь т е п е р ь С — конечная область с односвязным дополнением , 
п р о е к ц и я которой н а .ось О У ' б о л ь ш е единицы, / ( г ) р е г у л я р н а в С, н е п р е -
р ы в н а в О, —- область, о г р а н и ч е н н а я в н е ш н е й линией у р о в н я Z 1 + ) об-
ласти О, ,я4(г), яъ{г) — два полинома с т е п е н и л со с л е д у ю щ и м и свойствами : 

1) | г т 4 ( г ) | < М в той ч а с т и б^гЯ , к о т о р а я расположена в ы ш е п р я м о й 
]) — а , аналогично | я - 5 ( г ) | < . М в части 6 ц - Ъ расположенной с н и з у от 
прямой ]} = Ь (Ь — « = 1) ; предполагаем , что отрезок [«, /)] п р и н а д л е ж и т 
п р о е к ц и и С н а ось О У причем. Ь = а - \ - 1 . . 

2) В части С, расположенной в полуплоскости г/ > а 

в части ж е С. расположенной в полуплоскости ц < I) 

. . . I ^ - / ( О К . ^ - . 
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Допустим дополнительно, что расстояние любой точки до С— С мень-

ше Сд/.1-'« ( ¿ > 4 = ^ ) -

Л е м м а 4. Существует полином жй(г) степени п, для которого . 

1. в области Сп+).П12 -- я - 0 ( - ) | < 2 М , 

. 2 . 6 области С: | *гв (г) - / (г) | < . (п > л„). 

Доказательство основывается на методе усреднения академика М. В. 
Келдыша [I]. 

О б о з н а ч и м Ф ( Г , / ) = Л:4(Г) п р и / > 4 - ( а + Ь) и Ф ( Г , / ) = Я-5 (г) п р и 
1 . ' " -

(« + />), и , • 

. ф ( х ' + / у) =У'ср(г,1)(11. 

Пусть £ . = | -+- / /;. Формула 

1 
С- о 

Ф ( с , + 7 - ф ( с , ' ; - у ) 

<5> »<•> - га, Ш " ' - h j f ^ ^ ^ p ^ - i i 

выведена в [IJ. 

Интеграл в правой части (5) разобьем на две части: по области G и 
по оставшейся области — G. Прибавляя и вычитывая к числителю в 
д р о б и под интегралом в правой части (5) / ( £ ) убеясдаемся о том, что пер-
вое слагаемое не превосходит 

Hi Г Г did 11 ^ _с ,2_ 
'~n«->»J ) 1Г—т| = л ' « - ' / 

(J 1 ~ 1 

Второе слагаемое оцениваем на основании свойства 1, которому удовлетвор-
яют полиномы ir4 (г) и л-5(-) 

|~L г ( Ф " + 1 ) ~ Ф [ g . " ~ I Ь s | < а м 1 Г r d 4 ^ < 
4л: . / J р — : - I 4л- -J J_ с — г = 

- 1 С,+;-с7 • СН .;-С -
1 

< c 1 3 / . l _ f ° log — • 

Но, очевидно 
1 

!/+ 
Cs 

>(*) - / (г) | < / | Ф(г, /) - /(.г) | dl < ^ Ф1~/ I \~/ I / I I V-) ' / / v-/ I == л«—«-о 
1 

так, что в области G 2 

1 Г W/ / / _ д „ с« , ' . log « 
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Функция гг—•- [ (IIаналитична в + 1 и, как это следует ну (5), огра->7тлг;+)п1-х 

ннчена там постоянной, не зависящей от л, поэтому можно найти полином 
.т7 (г) степени л так чтобы 

J _ Г Ш ( и \ < Ем 
2 я i ! l—z = 

с 
тах | я 7 ( г ) 

1 - . ( 1 ± J ± . 
. - Г 2 I 2 

Следовательно, полином гг7(г) удовлетворяет всем условиям леммы. Заметим, 
что предпололсение b — а = 1 несущественно и было сделано для простоты. 
В случае Ъ — а Ф.1 изменится лишь постоянная с ] 0 , входящая в оценку мно-
ллпелем. Также несушественно то, что в качестве двух прямых взяты парал-
лели оси О Х , к этому случаю можно привести общий случай поворотом 

После этого замечания мы можем применить лемму к случаю, когда к 
качестве G имеем область б\ (s-\-d) н качестве прямых у=а, у = Ь — пря-
мые J S ' , JS Й: полиномов .т4(;_), Л?, (Г) — полиномы - T L ( Z ) , TT-J(Z) соответственно. 

Таким образом, предполагая существование полинома TTI(Z) апироксп-

I s —|— — ] функцию / ( г ) со скоростью c o n s t . n.—"~rfo и ограни-

V - ( , 8\ 
ченного в определенной окрестности ( T i l s + -2")i приходим к существованию 

полинома -т7(г), приближающего f(z) в ^ ( s + i ) ' ) со скоростью c o n s t , п—«+••»'„ 

и ограниченного в соответствующей окрестности <Ms-H)). 

Но легко видеть, что (би) звездообразна относительно некоторой своей 

точки и для нее соответствующий полином ттг (z) существует, то же молено 
( - , ч 

утверл;дать и относительно <м V + - — — I — a , (.у,,); далее разбиваем проме-

жуток (.S'o, si) на части, соответствующей длины: 
* r - н + ' - ф , + • 

и последовательно применяем описанный выше процесс усреднения к областям 
,Ti(So), <H {$'), ОЛ (б"), . . . , a, (.S'j) приходим, наконец, к полиному TTS(Z) сте-
пени Л удовлетворяющему в области a ^ S i ) неравенству 

<6> !-Ts(-) ~ 1 ( - ) \ < j ~ ~ r 
— / О \ "• 1Я " а в ^¿„«„(^ l ) . 

(7) 

Проводя аналогичные рассуждения для каждой из компонент D w и имея в 
виду, что все они расположены на положительном: расстоянии друг от друга. 
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но зависящем от п, можем считать, что неравенства (6), (7) выполняются в 
части /„ области I, расположенной правее х = а. Также находим полином 

(г), приближающий / ( г ) в части h области / расположенной левее х = 1> 
со скоростью Coi п~"+c«f° и ограниченный в соответствующей окрестности ¡ь. 
Применим, наконец, процесс усреднения к областям /„ и /¡> и полиномам 

и ,т9(г). 

Легко видеть, что, изменяя слегка доказательство формулы (5), можно 

получить для нашего случая формулу 

(8) 

(г/я— область между и Ъ 0 (<? < 1)) (обозначения аналогичны обозначениям 
н а стр. 208, расстояние между а и Ь положено, для простоты, равным единице). 
Пусть так как | Ф(г) — / ( г ) \ < с 2 3 " Ч Л при / £ 2 о ( о < 1 ) то 
е силу аналитичности / ( " ) в области -О, имеем 

¡ 2 * r j t~i <*> di <
 c- 5 ^ = /?'«-« 24̂ 0 

Двойной интеграл в правой части (8) оцениваем так же, как зто делалось 
.при доказательстве леммы 4 (стр. 208). Полином л-]0 (г) степени п находим 
так, чтобы 

ш а х 
г е 

< £25 
п 

результате имеем " 
С27 < nct-c2Sf0 

ш а х / (г) —^10(2) 
гей |. ' 

6' 
«где е.,- и с28 не зависят от п . . Выбирая достаточно малым, нрИХО-

'-гв 
дим к доказательству теоремы. -

Если ш(с>) означает модуль непрерывности / ( г ) в Б , то совершенно 
аналогично можно доказать следующее предложение. 

Т е о р е л а 2. Для любого .••:>() существует.постоянная с > 0 так, что 

?»(/>£)< см п>п(в). . 

Рассмотрим теперь связь между скоростью наилучшего приближения. и 
•свойствами функций при некоторых дополнительных ограничениях на глад-
кость границы. . 

Через у {б) обозначим модуль непрерывности функции 2/(.у) (г (б') — 
параметрическое уравнение границы, в — длина дуги Г ) . 



206 С.. Н. Мергелян 

Теорем а 3. Если 

7 (*) 
j ' d.X > ¡.log l o g 6 I I l o g Jog l o g € I, 

то, вообще говоря, найдется функция ф(г) класса L i p а так, что 

u n s u p —}-. ч- = ОО. 
( l o g п)" 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим область D, для которой модуль не-
прерывности z'(s) не превосходит у(3) и в некоторой окрестности точки г - - О 

Щ г ) = я + ; • ( / • ) 

(такие области, очевидно, -существуют) . С помощью леммы 2 дегко получить 
неравенство 

(/(О, 1-)- г) >с' — г — ; г-
' . ¡ l o g ' " ! | l o g l ogr . i 

Предположим теперь что для некоторой ф у н к ц и и f ( z ) регулярной в D ц 
н е п р е р ы в н о й в D с у щ е с т в у е т полином jPrt.(z) с тепени п. так , что 

•о„Ц,В) < m a x \ l ( z ) - P , ^ ) \ < C o n s t 
•cl) \ n J 

Оценим модуль непрерывности / ( : ) в D — CJ(<5): 
Ш 

I/(О - И П \ < У \ J \ * (-')-Р2Ы (Z')-P;,* (П+Р..Ы (I") I +• 
(**) 7Ш . . , 

+1P, (z') - Л ( г " ) I H- j f c \ P + (=') (г' ) H - i V . 0 " ) !• 
A-•=•;»+1 • 

Из (*) находим 

| P > « - J V « « l < C o n « t ( y ) = C o n s t • 

Учитывая это, получаем . . 
Г ™ 9* (г—") » /с« 

| т - / ( ; " ) Г< C o n s t I т л Ь ^ + * + - W 

Оценивая суммы- и полагая т равным целой части р е ш е н и я у р а в н е н и я 

.г 1 
~:с — "т 1°§ 1°G т 

находим '' () 

(9) Ш(3) = s u p I / ( z ' ) - / ( ; " ) ! < C o n s t - д \ . Г 
. log lOg lOg-j' 

Предположим теперь , что i ) i ( í ) ( L i p « , однако, дополнительному условию (9) 
не удовлетворяет (например , cp(z)=z") тогда, согласно доказанному , должно 
в ы п о л н я т ь с я ' с о о т н о ш е н и е 

.. пЛ (ф. Ü) н ' 
l im s u p — = оо . 

п-^ю ( log /7)' 
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СЦ П \ •' 
верна, Если, например у (г) = 11од г { , то при Я > 1 оценка {>„<(—^ 

если -лее Я = 1 или Я < 1 то она у ж е перестает быть справедливой в общем 

случае. Пусть 
7 (г) log Г \ I l o g l o g /' I . . . I l o g j /' 

Т е о р е м а 4. Если A = l , то, вообще говоря, для некоторых 

/('?)'€ L i p « / \ с а „ п\а 
Qn(f,D)> C o n s t ' 1 « " 1 

/г 

е ш г »Се Я < 1 , то для некоторых ¡(г) £ L ' p а, справедливо неравенство 

I I I I 
(»„(/, D ) > C o n s t о х р . 1 - Я ( log? п) 1—А 

Доказательство мы не приводим, так как оно подобно доказательству 
теоремы 3. 

Пусть выполняется I х
 а < 0 0 11 

о ' 

(10) .. С о ^ 

где /> — целое, 0 < а < 1. 
Т е о р е м а . о. Если «< 1 , то (г) £ L i p « в В, если же а -= 1 , 

то .это заключение, как известно, неверно уже для аналитических областей. 

В случае « = 1 для того, чтобы /(Л:)(г) удовлетворяла бы условию Липшица 

первого порядка, необходимо и достаточно, чтобы 

(1 .1) ' ^ п 4 № . ( / , £ > ) < о о . 
• ' ' / i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью леммы 2 легко показать, что при с 

условии J ' — ^ ~ d x < оо найдется постоянная с, для которой неравенство 
о 

..(12) ' . > с(.г — 1 ) 

имеет место для всех граничных точок Отсюда заключаем, что 
\Рп (z) I < 2»« iV,_, ( f , D ) . 

Далее поступаем 'точно так же, как ц р й доказательстве соответствующего 
результата в вещественной области (теорема С.- Н. Бернщтейна) . Докажем 
теперь вторую часть теоремы, когда а — 1. 

Условие'(11) необходимо ; полагая для простоты А = 0 рассмотрим функцию 

„=1 п= 2 
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в единичном круге, где « !><*¡ ¡> . . . > « « ! > . . . произвольная последова-
тельность монотонно убывающих чисел, для которой 

со 

Частичные суммы ее ряда Тейлора приближаются к ней в | z ¡<_ 1— со скоро-
стью ащ однако, / ( г ) не удовлетворяет условию Липшица первого порядка, 
так как для любого сколь угодно большого N можно найти целое Т и 
< ) < — так, чтобы т 

w 2<*к v 

к=1 

Докажем достаточность условия (11). Учитывая (12), легко получить нера-
венство 

I Р т ( о - я ; ) . , (:,') - р т и " ) ( * " ) I < I z ' - z " 1 2 . 2 « № + ' ) ? 2 П _ , ( / , D ) . 

На основании {**) имеем М со 
к—I " М+\ 

Выберем М , в завимости от так, чтобы 

со 

2 2 « ? i J ( / . D ) < i . 
i=M +1 

Отметим следующее предложение, на доказател! стве которого мы не будем 
останавливаться. 

Л е м м а , . Пусть «! > а 2 > . . . > < * , . > ... произвольная, монотонно убы-

вающая к нулю, последовательность чисел, а п1< п2< ...< пк<:.-. -г- возрас-

тающая поседовательность ц:лых чисел. Для того, чтобы из сходимости 
со ев 

ряда £ а,- всегда следовала бы сходимости ряда Е "¿"и-, достаточно, что-

бы существовало положительное число такое, что для всех к, 

> 1 + п. 
nt = • 

В частности, отсюда следует, что 

со 

« = 1 т. е. / (к)(2) удовлетворяет условию Лупшица первого порядка. 

Что лее касается общего случая областей с гладкой границей, не 
с , д 

удовлетворяющих условию J ~ — ~ d x ' < o о , то для / ( г ) £ L i p а дать оценку 
'о х 
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q„((, D), относящуюся ко всему классу областей с гладкой границей и 
л у ч ш у ю , неяеели ' C o n s t 

('»(/ • • 

нельзя , так как можно доказать следующее. 

Пусть у (S) — монотонная функция, убывающая к нулю при 8 ->- -+- 0 
и при любом е > 0 удовлетворяющая условию 

.А'Е 
l i m о 

3 - v о V С о -
с у щ е с т в у е т область D i с гладкой границей, такая, что скорость приближения 
п ~ к - " (к — целое, 0 < « < 1) гарантирует для некоторых граничных точек £ не-
равенство 

I /№)(2') — /<*>(г"> I < Const i z' —-z" j" V/ (I г" |) 

(z' и z" принадлежат В; (стр. 200)) и существует д р у г а я область Z)2 также 
с гладкой границей и функция / ( г ) так, что о„(/ , D) < г г 7 ' ^ " , однако, для 
некоторых граничных точек § . 

г" « 
s u p |/№>(г')— /(*)(г") | > C o n s t 

г', г" е Л; 1 / / ( | г — г |) 

Доказательство этого утверждения подобно приведенному выше доказательству 
теоремы 3. 

§ 2 . О б р а т н о е н е р а в е н с т в о д л я o„(f,D). 

П у с т ь D означает конечную область, ограниченную жордановой кри-
вой Г. ; через (1 (с; г) обозначим расстояние образа окружности | ш | = 1 /• при 
конформном отображении внешности единичного к р у г а на дополнение к D 
до граничной точки Ч е р е з Вг обозначим произвольную подобласть D 
обладающую только тем свойством, что отношение расстояния любой точки 

до £ к расстоянию той же точки до Г ограничено сверху равномерно 
относительно всех точек В t . Класс функций, регулярных в какой-либо об-
ласти G, к-я производная которых удовлетворяет в G условию Липшица 
порядка « > 0 обозначим Z (G;k-}- а). 

Следует отметить, что под модулем непрерывности f ( z ) в G ш(8) мы 
подразумеваем верхнюю грань величин | f(z')—f(z")\ по всевозможным парам 
z ' , z " принадлежащим G и таким, что г' можно соединить с г " спрямляемой 
кривой, расположенной целиком в G и по длине не превосходящей S ; для 
некоторых областей это определение, очевидно, не совпадает с тем опре-
делением модуля непрерывности, которое дается в вещественной области; 
соответственно этому иной смысл, вообще говоря, вкладывается в удовле-
творение условию Липшица в замкнутой области G. 

14 
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Теорема 6. Если 

l i m ] ^ n ( f , D ) e ¿ > 

l o g n—>- 03 

то, при всяком «>0. /(?) Л — e), если же A = оо то f (z) неограни-
ченно диференцируема в В 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого целого /с > 0 определим целое число гц 
и з условия 

Числа {л*} составляют, очевидно, в о з р а с т а ю щ у ю последовательность . П у с т ь 
z о з н а ч а е т п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у В г > 0 , р — некоторое целое, а Рт (z) — 
полипом степени т , н а и м е н е е уклоняющийся от / ( г ) в В . 

Имеем, очевидно 

0 4 ) 

\ i—zl=z 

Но и з определения В г следует , что с у щ е с т в у е т сп > 0 так,, что к р у г ' 

11—2 | < с0 d (£, е) содержится целиком в области Вi+e ограниченной в н е ш н е й ли-

нией у р о в н я ZI+E. Известно , что если m a x | Qn(z) | = М, то ш а х | Qn{z) \<М$п 

zeD 2®D(¡ 
( ( > > 1 ) . Имея в виду , что 

I T а х 1 1 \ ( Z ) - ( г ) | < Q„k{UВ) + ( 4 - , ( / , Щ < 2 ( / , В ) 

zel) 

и полагая / ' = с0 d (с, — j , п р и м е н и м это к оценке р а з н о с т и с т о я щ е й под и н -

тегралом в ( 1 4 ) : 

! «i v 1 « i - i v / I = 2гг / d l = 

( 1 5 ) 

П у с т ь [а ] означает , K¿K обычно, целую часть а , {а} = а — [ а ] . П о л о ж и м 
р = [ А — « ] . Т. к. А > 0 и е > 0 достаточно мало, то ( Л — t } > 0 . И з условий 
теоремы следует 

ив, I P - W - P ^ I « ^ ' ( ' Ó I ^ S I - ' C T Í U - . 
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Следовательно, ряд 

i=1 ' 
представляющий в D / ( г ) )(г), равномерно сходигся в т. е. / ( р ) (г ) непре-

рывна в 

Оценим ее модуль непрерывности в з а м к н у т о й области П у с т ь г ' , г " 
— точки Имеем 

(17) * 4 * • 
т 

+ \P^(z)-Р<*>(2»)| + \ Р ^ ( г ' ) ( г " ) | 
к=т-1-1 

Н о общий член написанной только что суммы н е превосходит 

z' • • 
m a x I J?fe+J> (г) — P'v+У) ( z ) \ . f d s 
гевг ' к~\ • v • ' •5 2 

где п у т ь интегрирования леягит целиком в fij- П е р в ы й сомножитель, анало-
гично вышеприведенному, легко оценить с помощью интеграла Коши, а от-

t'i . 
носительно второго предположим, что J'ds <8. В р е з у л ь т а т е получим 

г' . . 
(г') ( г ' ) ( П [<-ср р 182* (»-{*-'})• 

Но ' 

| ( г ) — J P S J (г") J < с^ ' (с = C o n s t ) . 

Общий ж е член последней суммы в правой части (17) оцениваем на осно-
вании (16) . 

Таким образом, имеем 
/ т со , . 

| / ( P ) ( z ' ) - / W ( Z " ) | < c i ' p ! 

Г | l e g ^ I ^ ' ' , „ 
Полагая _ т е п е р ь т — | 0 и беря любые пары, точек z , z и з rS^ с 

2 

соблюдением условия получаем «« (5) < С о п в ! ' г д е ш(8) — 
г' 

модуль непрерывности / ( р ) ( 2 ) в В^ С л е д о в а т е л ь н о , в к л ю ч е н и е / ( г ) £ А — « ) 
доказано при всяком « > 0 . 

И з вышеприведенных р а с с у ж д е н и й видно, что при Л = оо / ( г ) неогра-
ниченно д й ф е р е н ц и р у е м а в В>.. 
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С л е д с т в и е . Таким образом, произвольно медленная скорость при-
ближонин оп(I D ) обеспечивает неограниченную диференцируемость аппрокси-
мируемой функции в некоторых граничных точках, если только область рас-
положена соответствующим образом около этих точек. 
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