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Die Grenzschlchte in der Theone der gewohnhchen
: Differentialgleichungen.

Von R. v. MISES in Cambridge, Mass.

Die Erscheinung der sogenannten , Grenzschichte®, die in verschiedenen
Gebieten der klassischen Physik (Hydromechanik, Elastizitat) eine Rolle spielt,
beruht in letzter Linie auf einem mathematischen Tatbestand, der sich in

seiner einfachsten Form in der Theorie der gewdhnlichen Differentialglei-
' chungén_ aufweisen [4Bt. Vorgelegt sei die Randwertaufgabe zweiter Ordnung
@ A, )y +B(xy)y+C(x,y)=0
o ) = Y() =
Man ‘interessiert sich fiir das Verhalten der Lo6sung in dem Falle, . daf§ der ‘
Faktor A(x, y) im ganzen Bereich gleichmdBig gegen Null geht. Mit A=0
wird (a) eine Gleichung erster Ordnung und hat im allgemeinen keine Losung,
die beide Bedingungen (b) befriedigt, wohl aber zwei verschiedene Ldsungen
u(x) und v(x) von denen jede eine der beiden Bedingungen erfiilit. Es stellt
sich heraus, daB unter gewissen Voraussetzungen die Losung y(x) von (a),
(b) im ganzen Bereich mit Ausnahme eines schmalen Grenzstretfens gegen -
u(x) oder v(x) konvergiert (je nach dem Vorzeichen von A) wihrend der

Ubergang zur Erfullung der anderen Randbedmgung quasi sprungartxg in der
'Grenzzone erfolgt.

- Zur Illustration kann das Bexsplel B= C——l A =wv=rconst. dienen.

- ,Hler 1afit sich die Losung von (a), (b) in zwei Formen anschreiben:

- el e(zz:x-:rg)/{:

»y(x.) =J’2“|'X2'—'x+ (J’zj}‘xa—-yl—?‘l) e(a;;l-acg)/v_l =

elEra)ly — e(xz‘x{)/v
elxa—z)lv . ]

=) +x1_’x_v(y2+x2‘—.)’1_x1)

Wenn » durch positive Werte gegen Null geht, wird der Bruch im ersten

Ausdruck fiir x—x,=>&>0 gleich 0 und y(x) gleich y,4 x,—x. Néhert sich

jedoch » der Null von links, so hat der zweite Bruch den - -Greénzwert 0,

sobald xg—x>s>0 und dann yx) =y +x,—x. .

N Im folgenden wird das Auftreten der Grenzschicht unter der wesentlichen:
Annahme, daf A/B constantes Zeichen hat, bewiesen. Ein -Zeichenwechsek
von A/B verdndert die Verhdltnisse vollig. B

.
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1. Behauptungen,

Wir betrachten einen rechteckigen Bereich
) - R: xléx—<_—_-x2; bsy=<by, x,—x, =1L, b‘z—bl-
Sei P,(x,,y,) ein Punkt der linken und P,'x,, y,) ein Punkt der rechten

Begrenzung von R. Die Funktionen f(x, y) und g(x, y) seien stetlg und be-
schrinkt in R, iiberdies sei g positiv:

{2) |fix, y)l<F 0<glx, »=G.
SchlieBlich werde angenommen dafl es zwei Funkticnen u(x) und » x) gibt,
die durch

(3) . u =f(xr ll), u (xl) =N

(4) v = f(X, ), v(Xs) =y

eirideutig im Intervall (x,, x,) definiert werden und ganz in R verlaufen. Unter
diesen Voraussetzungen beweisen wir: '

Satz 1. Wenn-die Randwertaufgabe

(5) ' V=fx ) +rex p)y”
®) yx) =y, y(x) =y :
bei kleinem positiven oder negativen v eine Lisung y(x) besitzt, so ist
{7y bei v=0: limy(x)=u(x) gleichmdpig in x,<x<x,—e (¢>0)
v->0 !
(8) bei »<0: lim y(x)=wv(x) " » Xheixzix, (e>0).
: B D= (e

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf den folgenden Hilfssatz, der
in gewisser Hinsicht mehr besagt:

Satz 2. Sei N =FL-'{—M. Wenn eine Integralkurve y(x) von (5) die
rechte Begrenzung von R trifft, d. h. wenn b, g y(xy) 5 by, so gilt fiir geniigend
kleines |v| im ganzen Intervall :

_2GN|»
© W)= i | 10+

Jlir jedes nodh so kleine &> 0. .Ebenso, wenn y(x) an .der linken, Beg grenzung
_des Rechtecks beginnt, ist

9) | |y () —f (X, M £ 73

Dieser . Satz ist im wesentlichen glelchbedeutend mit dem folgenden:

2GN| 2GN|7|
—Xx)®

z (14¢).

Satz 3. Sei 2(x)=y'(x) —f(x, y). Wenn an einer Stelle einer Integral-
kurve von (5) 2(x,) >0, S0 gibt es zu jedem ¢ >0 ein solches v, >0, daf

in x,z2x.2x, fir O<w<o,

(10) : z(x)z(l—a)zf_x‘,) in x, 2x<x, fir 0<—wv<w,

Analog bei z(x,) <0.
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- 2, Beweis der Sitze 3 und 2 fiir differenzierbares f.

Die beiden letzten Sdtze — in etwas schirferer Form — lassen sich
besonders leicht beweisen, wenn f(x, y) als beschrinkt dlfferenzxerbar vor-
ausgesetzt wxrd ‘Wenn angenommen wird

(11) - ~ lgrad fI<K,
.so gilt fir Differentiation ldngs der Integralkurve
) af
-(117) dx <K +F).
Wir wiéhlen : .
: ' 2(x)

(12) - "TRGU+F |
Dann folgt durch Differentiation von z=y —f, solange z>0, v>0,

- e Af 2 df —2(x,) ‘
(13) =V T A =G T dx “K(1+F) z(x,)

Diese Differential-Ungleichung fiir z besagt, daB bei z(x,) >0 die Differenz

z—2z(x,) mit wachsendem x nicht abnehmen kann, daB also z—z(x,) =0
fiir x> x, und 2—2(x) <0 fiir x <x,. Damit ist die erste der vier Aussagen
von Satz 3 bewiesen; die anderen. sind analog.

Die anferentlalglexchung (5) gibt fiir 2=2(x,) >0 und »>0
(14) ‘ Y=

woraus durch zweimalige'lntegratlon folgt

() Yo () (= 30) 2 208 (e )2

‘Wenn y fiir x=1x, in das Intervall (,, b,) fallen soll, ist die linke Seite -

von '(15) dem Betrage nach nicht grofier als M+FL=N, also mub
2Gy -
2x)y < —22Y
'(]6) (XO) ( Xy—X,)*

sein, und dies ist die (verscharfte) Aussage (9) des Satzes 2.

3 Allgememer Bewels der Sitze 3 und 2.

. Es Sei'z(xo)>0, v>0. Wenn f(x, y) stetig ist, so gibt es einen Kreis
C,, mit dem Miitelpunkt in P,(x,, o) so daB in jedem Punkt innerhalb von C,
17 |f G ) —F (xo, yo) = e2(x,). , o
~ Solange eine in P, beginnende Integralkurve von (5) innerhalb C, verlauft,

kann y’ nicht abnehmen. Denn wire x die erste Abszisse, an der das ge-
_schieht, so muﬁte hier y'(x) =y (X)) = 2(x,) - f (%, ,) und daher
" Y —f(x ) 206) +1(Xery) =X, ) S (—8)2lx,)
(x)_ =z :
rg(x, y) - r8(x, ¥) = gl y)
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d. h. y”(x) hat einen positiven Wert. Es ist also " im ganzen Bereich C,
nicht ‘abnehmend und iiberall : :

(18) ) ‘(Il—‘E)Z(XO)

Somit liegt die Integralkurve, rechts von x,, solange sie in C, verlduft, ober-
halb der Parabel

(19) ﬂm=%+y@au—%Hv;u—%ﬁ

Hierbei ist y'(x,) = — F+2(,, ¥,). Der Teil der Parabel (19), der zwischen
dem Punkt P, (xo, ¥) und einem Punkt P,(x,, y,) liegt, fiir den

YW :

X,— X,
einen vorgegebenen Wert A anmmmt kann durch Vergréfierung von e, also
durch Verkleinerung von #», auf das Innere des Kreises C, zusammengezogen
werden. Wéhlt man ein entsprechend kleines », so erreicht.die Integralkurve
die Ordinate y, an einer Abszisse x' < x, und es ist

2t (B
X =%

und a fortiori (da »’ nicht abnehmend ist)

(20) - Y (x) > A

Es 146t sich nun zeigen: Wenn in einem Purikt einer Integralkurve von
(5) einmal y' = F-}-a bei positivem a, so ist von da an y’ nicht abnehmend
und ¥y’ =a/vG. Wire ndmlich x die erste Abszisse nach x’, an der y’ ab—
nimmt, so miifite y'(x) 2y’ (x") = F-+a sein, daher :

' YX) =[xy at+F-fxy)  _a
21 X = =
R G 7 £ R 7T ) T

im Widerspruch mit y’ < 0. Es.ist also fiir alle x> x"-die Ungleichung (21)

erfiillt. : :

Wir wahlen nun die w111kurl|ch gelassene Grofie A so, dab

(22) o A=F4(1—¢&) z(x,).

‘Dann folgt aus (21) in Verbindung mit (18), daf y” =« im ganzen Intervaill
X=X, Also bleibt die Integralkurve dauernd oberhalb der Parabel (19):

o ' o
v YX)—=yo— ¥ (x;) (x—xo)gT (x = X,)%.
Genau wie bei (15) beweist man daraus, daf

' ' . (l——s)z(xo) 2N
G .= »G ‘(xz——xo)

sein mufi, was mit Gl. (9) von Satz 2 iibereinstimmt,-
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Hinsichttich Satz 3 beachte man, daB 'y’ mnerhalb C0 nicht abnimmt
und £(x, y) <1 (X, ¥o) +€2(x,) gilt, so daB innerhalb C,
(24) zx)=y@)—fx,n=y (xq)_f(xmvyo)‘l'ez(xo):—_z (1 _s)z(xo)-
Von der Stelle (X’,y,) an ist 3’ > A, also nach (22) ebenfalls
24 20=y@)— &)= —e2 xo>+F—f(x Nz (-2,
was zu beweisen war.

4, Bewels des Satzes 1

Der Ubergang von Satz 2 zu Satz 1 wird geliefert durch das bekannte '
Theorem der Theorie der leferentlalﬁlelchungen Ist |p(x, )] beschrinkt im
Intervall (x;, a,) und besitzt ' '

YV =fxy+rexy), i) =y, :
‘genau eine Losung, fiir jedes », so konvergiert diese mit abnehmendem »
gegen die Losung fiir »=0, gleichmibig in (x, a,). In der Ungleichung (9)
von Satz 2 ist der Faktor von # beschrinkt im Intervall x; < x<x,—é¢, fiir
beliebig kleines ¢ >0. Ebenso ist der Faktor von.» an der rechten Seite
von «(9') beschrinkt im Intervall x,+e<x<x,. Damit ist Satz 1- bewiesen.

5. Asymptotisches Verhalten in der Grenzschicht.

Die iibliche Betrachtungsweise der Grenzschicht-Theorie richtet sich
nur auf das asymptotische Verhalten der.Integrale in der Grenzschicht und
sieht das im Vorstehenden -bewiesene als gegeben .an. Ist tatsichlich ein-
mal der Verlauf -der Losung im Intervall (x1, x,—¢) bekannt so 1aBt sich
leicht der Rest bestimmen.
~ Wir beschrinken uns auf den Fall ‘»> 0, mit der Grenzschlcht zwischen
X;—¢ und x,, und fiihren die zusétzliche Bezeichnung
(25) ‘ . gxy)=v>0
ein. Der Wert der in (3) definierten Funktion #(x) an der Stelle Xx, helﬁe u,.

Wird die Varlable x ersetzt durch

(26) s=,
so erhilt die Differentialgleichung (5) die Form

. ____dy__ WE
(27) d§ —g( "}E)y dgg +1}f ve, y)

Da |f] beschrankt und 1/g stetig ist, konnen wir den oben erwahnten
Stetigkeitssatz (in seiner Verallgemeinerung auf Glelchungen zweiter Ord-
nung), anwenden. Mit =0 wird (27)

(28) oAy 1 dy

A gn,y) 48

‘E3
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Mit der Abkiirzung

.(29) hQ) =J g(zz )

wird das Integral von (28), das fiir E=0 den Wert ¥, und fiir §==o00 den
Wert u, annimmt, gegeben durch

:— 4 d’l] :
E‘yf AR TON

Da die Ableitung von h zwischen 1/G und 1/y liegt, geht in der Tat
h(u,)— h(n) mit der ersten Potenz von u,—n gegen Null. Mithin gibt

y
| f——d———” —lim-2— %
30 - h(u)—h(@m) ~ v>0 »
yﬂ

den Verlauf von y(x) in dem Grenzstreifen von x,—& bis X,.
In der gleichen Weise 1468t sich der Fall » <O erledigen.
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