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Solution de Péquation «!—E pour les nombres ordinaux.

* Par WACLAW SIERPINSKI 2 Varsovie.

On sait quil n’existe qu’un seul systtme a, 8 de nombres ordinaux
finis a et 8> «, tels que of =g= (a savoir o==2, 8=4). Or, il est intéressant
qu’il existe une infinité de systémes «, 8 de nombres ordinaux transfinis, tels .
que a<g et of —pg*, méme tels ol «=w. Le-but de cette note est de les
trouver tous. En d’autres termes, nous nous proposons de trouver tous les
nombres ordinaux &> w satisfaisant a léquatlon

(1) : , W =9,

Il est & remarquer que I’équation (1) n’a pas de solutions en nombres
ordinaux £<w En effet, le nombre §—1 ne satisfait pas évidemment a
Péquation (1). Donc, si E<w et wf =E°, on a E=r, oll n est un nombre
‘naturel >1,. et alors on a, comme on sait n°=wu, d'oll W"=w’>w=n°,
donc, vu que n=E§ of>E&, ce qui implique une contradiction. ,

Soit §> w une solution de I’équation (1). Soit § = w®a+ wfb+ ... le
" développement normal du nombre & Vu que é>w,onaicie=1 et & < w*t,
- d’ol & < 0@*e =2 (puisque, quel que soit le nombre ordinal e, on a

(¢+1)w=a w). D’autre part, comme E=w® (vu que a est un nombre naturel), . .

on a E2=w*, On a ainsi §= w* et, d’aprés (1), on trouve wf==we® ce
-qui donne §=caw. Comme £> o, il en résulte que e=o (pu1sque pour «
naturels, on a ew=w < §).

Soit @==w?[+... le développement normal du nombre @; vu que
e=w, on a ici y=1 et E=aow=w", Or, comme £=w%a+... (le déve-
loppement normal d’'un nombre ordinal étant unique), on trouve =y 1,
dolt cw=(y+1) v=yo et, comme ew=w?*!, on trouve yw=w?*, Si

y=ow*m-+... est le- développement normal du nombre y, .on a yw == w#t
donc, vu que yw = w**!, on trouve wl=o1, dolt y+1=pu-+1 et y=p
D’aprés y=w*m-+-... on trouve donc y=w"=w" et, comme w?=y, on

trouve w?=y. Ainsi y est un nombre epsilonien. Or, E=am=ywm.
Chaque solution £> w de I’équation (1) est donc de la forme §=¢w,

ol ¢ est un nombre epsilonien. D’autre part, soit ¢ un nombre epsilonien
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quelconque. On a donc e=m® et, pour E==ew on trouve
Cu) __._(8“,)()__..(”,1‘ w)w P ”,(c-}—l)u — (,,sw J— “,_

et le nombre § satisfait & I'équation (1).
Nous avons ainsi démontré le

Théoré&me. Pour qu'un nombre ordinal § == satisfasse a l'équation
(1), il faut et il su/fzt qu’il soit de la forme §==¢w, oll & est un nombre
epsilonien. -

Or, il est a remarquer que, quel que soit le nombre ordinal transfini
a de seconde espéce, il existe un nombre ordinal &> a, tel que
() ' of = ' _
En effet, soit ¢ un nombre epsitlonien >« et posons E=¢a. Vu qu‘elb
« =, nous aurons &= ea>e>a d’ott £ > a. Or, comme ¢ <eg, on a «®*=f¢,
d’ott

«

o

o= (e@)* = (a. a)“:a(”“’)“ = @t = qf
(puisque, « étant un nombre de seconde espéce, on a (¢4 1)e=¢a).
Le nombre & satisfait donc a I'équation (2).
Remarque. On définit les nombres epsiloniens comme nombres ordinaux
¢ satisfaisant a I’équation w®=-¢. Or, on les pourrait ‘définir aussi comme

nombres ordinaux &> e satisfaisant a ’équation
(3) ' ' f=E

En effet, d’une bart, si € est un nombre ordinal tel que w®=¢, on a
e 2 < w®, donc 2¢==¢. D’autre part, si 2f=§ et > o, onag——a)+o ol
' 1. Comme 2f==E& on trouve &=22 = 227022020 — =2 ol
E=E=w+p, ce qui donne £=y, donc, d’aprés (3): &= 0?® = 0¥, d’oi
i, ce qui prouve que & est un nombre epsilonien.’

Quant a Péquation (3), outre les nombres epsiloniens, elle a encore la
solution {=w.
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(Recu le 30 mai 1949)



