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Une remarque sur les approximations diophantiennes
linéaires.

Par VOJTECH JARNIK 4 Praha.

Tous les nombres de cette Note sont réels. En -particulier, les minus-
cules a, b,c désignent des nombres entiers, n, m, k, r des nombres entiers
positifs. Soit S={6,,...,6,} -un systéme de r nombres -réels. Je vais donner
quelques résultats simples concernant la solution approximative de 1’équation

(1) 0,6, + w0+ ... +0,0,4a3,=0, |a|+]|a|+... +|a|>0

en nombres entiers. Pour caractériser le degré de précision avec laquelle cette
équation peut &lre résolue, introduisons pour #=1 la fonction

@ Ws(t) = ¢(O) = min a6, 4. . .+ 0,0, +ay|
ol 'le minimum est pris pour a; (=0, 1,2,...,r) variables sous la condition
0< max (|ay,...,|a,|)=t. Si(1) n’a aucune solution, c’est-a-dire si’on a y(t) >0

pour chaque #=1, nous allons dire que S est un systéme indépendant. On
sait que {"w(f) <1 pour chaque {=1. En particulier, pour r=1 on sait que
si 6, est irrationnel (c’est-é-dire {6,} indépendant), on a toujours

O<liminfty(t) == 1

t> 400 V—
donc, lim ty(f) n’existe pas. Pour r>1, on a un résultat aﬁalogue: une
limite positive de t"y(f) ne peut pas exister. Plus précisément:

Théoréme 1. Sir=1, S={0,,...,0)},
li'nlfgp tws(t) =B, litTjnf Fg(t)=A >0,

Lé limsup fyp(t)<1;?®
2 trt+ oo A

on a B> A; d’une maniére plus précise,

; (B

(3) (7()
1) A, Huuwuz Voir p. ex. ]. F. Koxsma, Diophantische Approximationen (Berlm

1936), p. 31, Satz 13a.
2) A, CuinGix (Kmixronise). Voir p. ex. J. F. Koksma, l.c. 1), p. 36, Satz 24.

or+l

v
[\



V. Jarnik : Approximations diophantienrres linéaires. 83

Mais, contrairémént au cas r==1, on peut avoir lim #"ys(t) =0, si
r> 1.8) Pour classifier, dans ce cas, lordre maximum et minimum de %(t),
définissons;

Soit @(S) =« la borne supérreure de tous les y pour lesquels

lrm supty%(t) < Fo0;
soit. #(S)=4¢ la borne supérreure de tous les y pour lesquels
lim inf tyr,bs(z‘) < oo,

t>+o0
On a donc r=a<f=<+-o En outre on a, pour r=2, le théoréme suivant:
"Théoréme 2. Soit S_{Ol, 6,} un sysz‘eme tel que 2 < a <+oo; alors
fza(e—1)>a :
* Donc, le cas.a= g ne -peut se présenter que si I'on a ou bien a—p’_ 2
ou bien @= §==-4-c0, .

.- Remarque. Pour r>2 on a un th‘éoréme analogué, mais moins satis-
faisant: Sort S= {01, .o, 0, (r=2) un systéeme tel que (5% <a<H-oo;

alors f= a" 3a> a: Et la borne donnée par cette inégalité est assez pré-
cise. En effet: Soit > 1. Alors'il existe une suite de systemes S, {6, ,,...,6,.}
(n=1.2,...) telle que Pon ait (en posant «, =a(S,), 8,=B(S, ))

r—-l

~n-|—0( ) g, —a"—i—O(a) pour n++oo
_ Les.démonstrations de ces résultats seront publiées allleure Théoréme 2
est une conséquence immédiate du :

Théoréeme 3. Soit S={6,, 02, un systeme indépendant. Sozt go(t) une
fonction continue et décroissante pour t=1, lim te(t)=0. Alors: Si l'on a
: t—>+ow

"n,bs(t) < op(f) pour chaque t> 7, il existe d chaque T un t>T tel"qu"e

I A
vsll) <9 (Wo) -
- En posant (p(i)—t 1<y <'e, on obtient aussitdt le Théoréme 2.
D’autre part, en posant @(ty=2t"72 (A >B) on obtient’

Théoréme 4. Si r=2, on peut remplacer, dans le Théoréme 1, liné-
galité (3) par l’znegalzte A< 3683 (qui est plus précise que (3) 'si B est petit).

Passons maintenant aux démonstrations trés simples des Théorémes 1, 3.
Soit S={6,,...,6,} un systtme indépendant. La fonction w(f) est
donc positive et non croissante pour £=1, constante dans chaque intervalle

3) On a méme le résultat suivant: Soif r>1; .soit @ (f) une fonction croissante et
positive pour f=1. Alors iI' existe un systéme -indépendant S={#6,,..., 6,} tel que
lim ¢ (f) ws(f) =0 (A. CHINCIN). Voir p. ex. J. F. Kogsma, 1. ¢. 1), p. 69, Satz 8.
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m=t<m-1 et Pon a lim y({)=0. 1l existe donc une suite infinie de
nombres "naturels e ' '
4) ' l—z‘1<t2<ts
telle que vy f)=y(t,) pour {,<t<t,,, a,b\t,,ﬂ) <y(t,). A chaque n, il existe
r+1 nombres q;, (i=0,1,...,7r) tels que
5y a0 +...+4a,.0,+a, =), max(la.l,...la¢.])=
Evidemment, le plus grand diviseur commun est égal a.un:
6) @10y Qyny o v oy Qpy Bp)) = 1. .
Démonstration du théoréme 1. Soit 0<A ' <A=B<B <-+4o;
donc , , :
) o . - ATT<y()< Bt
si t est assez grand. Pour {,<?¢<{,,, on a y¥(f)=vy(t,); donc, pour t=¢{,
d’une part et pour f-f,,, d’autre part on obtxent de (7), sin est assez grand
® ‘ AT <yp(t)= Bt
Posons k=2"" et considérons les k--1 nombres_ (différents deux-a-
deux) : ‘ . '
Y(tsi) =@ 0eibF - . .0, 00i0, 4 o s (i=0,1,..., k).
Ces nombres sont situés dans Vintervalle 0 <E<(f,). Parmi ces nombres
il y en a donc deux dont la différence o4 est positive et plus petite que
w(t)/k On a d=c,6,+...4c6,+c; puisque 0< /<1, on a

0 <max(lel,...,|cl) <2t '
donc 1,0(2tn+,‘)<d<k ha(t,). Mais (8) donne

1 \Ek-1
YL Z A 2T £ 2"A'(g,) £, K'w(t) Sk B,

Bt
B) <%k~ 73

Pour A’> A, B'~B on obtient le théorme.

donc

Démonstration du théoréme 3. Soit r—-2, écrivons 6, %, a,, b, c,
au lieu de 6,, 6,, A1y Aany Ao On a

® max (|a,}, |6,)) =t a,6+0b,m+c,=y(t),
(10) - ‘ : - @, b,c)=1
'Supposons que pour tous les ¢ assez grands on ait

o 1
(1) q’(m)é‘#(’) <o(t);

il faut en déduire une contradiction. Pour t,<¢<t,, on a w(t)=y(t,).
Pour t=1{, d’'une part et pour {-{,,, d’autre part on obtient donc de (11) .
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. . . 1 '
si n est assez grand. Il s’ensuit que
a3 - t 1

<
=6t 9it,)
En effet, dans le cas contraire, on aurait

l
. ce qui contredit a (12)

Posons
dil b" Cn : t " a b
Dn.: an+l bn+1 cn+1 ’ En: ! bn
b ¢ . an+1 nt1 .
n+2 n+2 n+2

Jaffirme que D =0, E,=0 si n est assez grand En effet En inultipliant
les équations : . '

(14)  aubFbamtcu—=y(hy) ((=0,1,2)

resp. par ,a,.+1b,,+2—a"+2b.,+1, @120, —a, 0,15, anb,.u ,+:b, et en alou!ant on
obtient

|D | < 6t"+1 n+2’l/}(1 \< 6’n+1 ﬂ+290(tn+1)!
donc d’apres .(13), |D,|< 1, D,=0. -
D’autre part, si E,=0, on déduirait de (14) pour i=0, 1:

la, S ,;+1C | =a, Y(ts) — . n+l"]lj(t ) < 2{n+1,'7[j(tn) <2t +1‘p(tn+1) <1
si n est assez grand donc a,C,s;—4a,4:¢,—0 et de méme b,¢,41—b,4.¢,=0,
donc a,,,=7a,, b,., =17b,, C\py=1C,, |z| > 1, ce qui contredlt a (l0) '
Choisissons un & qui va rester fixe de sorte que .
(15) '~ . D,=0, E,&0 pour chaque n=k.
Considérons la matrice -infinie :
v . .ak‘ by .Ck
. (16) ' . Qs bpr Gy
‘ . Qrvo bria Cris

........

En consxdérant trois lignes consécutives quelconques de cette matnce on
voit que la troisieme ligne est une combinaison linéaire des deux premleres
lignes qui, & leur tour, sont linéairement indépendantes. Il s'ensuit -qu’une
ligne quelconque de la matrice (16) est une combmalson linéaire de ses deux
premiéres lignes. Donc

. e b D
(17 @4y biey €iq |=0 pour fout n;k._ :
1a, b, ¢
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En posant
A=a, b —ay0iby, A,=0;,0,—0a,bi,,, B,=0a,b,—a,b,
et en désignant par C,, C,,... des nombres qui ne dépendeht pas de n, on
déduit des équations
ab0-+bntc;=v({;) . (i=k k+1,n)
et de (17) aussitodt
(18) Ap(t)+ A, () + By (fyy) =0.
Ici A=E; ne dépend pas de n et 'on a A
. A0, |A,| < Cit,, |B,| < Cit,.
Si I'on avait B,=0, on aurait d’aprés-'(18) A,#=0 (car A=0), donc
|Ay(t)| = At Zw (),
ce qui est impossible si n est assez grand.
L’équation (18) et I’équation analogue avec n+l au lieu de n donnent,
~si n est assez grand, .
|BussAv— B, Ayusl = Al | By (6) — By ()l (t) <
. <Gty () = Gt (f01) < !
(voir (12)), donc B,,;A,—B,A,.,=0, B,.,¢(t,)—B,w(l.) =0, c’est-a-dire
(B,+10,—B,a,,,) 0+ (qurlbn_Bnan) n+ (B:z+1cn”—BnC,}+;) =0,
ou B,=+0, B,,,=0. Mais 0, y étant un systéme indépendant, il s’ensuit
' B,..a,—B,a,.,=B,.,6,—B,b,.,=B,.,¢,— B,¢,., = 0,
d’oir a,b,,,—a,,.b,=0,.ce qui coniredit a (15).

(Regu le 17 septembre 1949.)



