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Neuer Beweis zweier Klassischer Sitze iiber Diophantische -
Approximationen. S .

Von OSKAR PERRON in Miinchen,

I. Von A. HURwiTZ stammt der
Satz 1., Zu jeder irrationalen Zahl « gtbt es unendlzch viele rationale .
Briiche x/y, fur welche die Approximation gilt: : :
. , —__{ 1
V5y2:
Von KORKINE, ZOLOTAREFF und MARKOFF stammt der
Satz 2. Sind a, b, ¢ reelle Zahlen und ist b®*—4ac=1, so gibt es
unendlich viele _Paare ganzer rationaler Aahlen b y fur weldze die Ungleta’wng
‘ gilt: , _

Iax-+bxy+cyzl< R
Der Satz 1 ist nicht etwa als der Spezialfall a=0, b=—1, c=« in '

. Satz 2 enthalten. Denn-in diesem Spezialfall hat die Ungleichung von Satz 2
- die unendlich vielen trivialen Losungen x= beliebig, y =0, wihrend Satz 1 -
unendlich . viele Losungen mit y=<=0 behauptét. Zu beachten ist auch, daf in
~Satz | das Zeichen < steht, -Awéihrend in Satz 2 beispielsweise bei der Form

1

=X + xy — =)
/5" V V5 -
offenbar nur Gleichheit erreichbar ist. o

II. Fiir beide Satze gibt es heute mehrere Beweise, und zwar wird Satz 1 -
in [1], [2], [5], [6] mit Hilfe von Kettenbriichen bewiesen?), in-[3], [7] ohne
Kettenbriiche. Satz 2 wird in [4] mit und in [8] ohne Kettenbriiche bewiesen."
Hier soll fiir beide Sitze noch je ein einfacher Beweis ohne Kéttenbriiche
gegeben werden. Dabei wird das foloende Lemma gebraucht:

1) Die fetten Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das theraturverzelchms am .
SchiuB det Arbeit. :
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Lem ma. Sind 6, 4 zwei Zahlen zw:sdzen 0 und 1, so zst von den drei .
offenbar positiven Zahlen

6, AF 83 1— i 6(1— 2y

wenigstens eine kleiner als V% Nur in dem Sonder]’allA é;i 2=3_V§

. Bz
also niemals fiir rationales 2, sind alle drei gleich % .
Ill. Beweis des Lemmas. Man nehme an, es sei
. . o
1 B : 0=,
. | -z
. . - ]
2 . Ad-0A2 > —,
0 | : + 275
3) , 1——/1 6(1—-1)2

V

Addiert man dann die m1t (1—2)2 multlphzlerte Unglelchung (1) zu (3), SO
kommt 1—2=[(1—4)*+1}[/5 und nach leichter Umformung:

(-5 =4
=7
Daher ist l—]— V5— 1< ; , oder also
: 3 3
.(4) A= 2V5 :

Mﬁltipliziert man (2) mjt (1—2)? und (3) mit 22, so folgt durch Addition
: :Z.(l—l)_g[(l—&)z—l—,l?]/lfg, oder hach leichter Umformung :

/5, ) .
(1—_2—_ <Tl |

Daher ist 1-'—l—y—5— =5 l oder also

’ . 2 3—5
(5 A=
() . ' = 3+V5 .2
Aus (4) und (5) zusammen folgt L
{6) _ 1=——(3—I/5) also 1—/1———(1/‘-—1)

'.'und nach (3) ist dann

1/'5‘;-1 _'6(1/5——_1)2>

.oder also
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Zusammen rﬁit (1) ergibt das:

(7) .o . ! 0= !

. 5 ,
Wenn also nicht (6) und (7) gilt, muff wenigstens eine der dre1 Annahmen
), (2), (3) falsch sein. Damit ist das Lemma bewiesen.

IV. Beweis von Satz I. Mit Hilfe des Dirichletschen Schubladen-
prinzips schlieft man in bekannter Weise sofort auf die Existenz- unendilich

vieler Paare ganzer Zahlen x, ¥, fiir d1e

o« — -—' _ist.  Trivialerweise

kann man X,y tellerfremd und y>0 annehmen. Setzt man demgemaf
: X )
(8 : . ¢ ———=F—,
8 7 7
wo 0<d< 1 und s—-{—l ist, und bestlmmt zwe1 ganze Zahlen xl, . (ein-
deutig) so, daB . ,
© T XYY =g, O<ym<y
ist, so hat man zunichst. ' R S
1 1- 1

x| fx _;ﬁ<l UL
afyl_ , +y‘ N =7 Ih y2+J”4
x—fxl < _x _____x__xl_ ]
R + =" ‘ Ty < ”L

Die linken Seiten sind also behebng klein, wenn nur y grofi genug ist, und

~ daraus folgt, daB es entsprechend den unendlich vielen verschiedenen Briichen
-;— auch unter den Briichen ~* unendlich viele verschiedene gibt, und ebenso

. s 1 . : .

unter den Briichen x_;l '
)1
Defxmert man. weiter zwei Zahlen d,, d, durch
: X 0, X=X R
10) - ) a— S =g—p, a— e — g
(10) oW y=n  TO—p)?

so ist mit’ Rucksmht auf (8) und (9)

. \ - 6> e ).
az-(_zgz ( <ﬁ_zq=;fg .),
o yla_ 321 + N yAy'+yy1
&‘ N o ) .

also, wenn 22 =1 gesetzt wird :
' : ’ Oy =402
.Ferner ist, wieder mit Riicksicht auf (8) und (9)

. — o ed x x—x;)
—eb,=(y— 2( _x xl)__ _ >(f_0_ H_______l)__
e, —n)\« fmry Y=y y_+y =

== ( 3 We—ﬁj
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also, da —y—y—yl—— l—l ist:
62=1—-)—6(1—),)2
Aus (8) und (10) hat man also:

X é

L X|_6 x—x | 1—2—d(1—Ap
yio» ol y=n B Vi

Da aber l=-{-}1— rational ist und ebenso wie ¢ zwischen O und 1 liegt, ist

nach dem Lemma von den drei rechts auftretenden Zihlern Wenigétens ‘einer
S : , .
kleiner als :=.-
5 : | |

- -V.Beweis von Satz 2. Fir a==0, also 6=+1 ist nichts zu
beweisen, weil die Ungleichung des Satzes dann die unendlich vielen Lo-
sungen 'x = beliebig, y =0 hat?®). Sei daher jetzt a==0. Wegen 2—4ac=1
ist dann

: ' ‘axQ-{-,bxy-{-'c'yZ" (x+—f*~—]y)(x+ b—_] )=
ay S

145 l—b
=_a( 2a ytx )( 50 7 x)

;;b rational, so kann man die letzte_ Klammer.' durch unendlich viele

(zueinander proportionale) Paare x,y zu null machen, und es ist mchts

Ist 1

mehr zu beweisen. Daher sei jetzt irrational. Setzt man dann

A 2a
(12) ]_,b — -£~6, also 2ax+by=y—2a£6-
Y : y .
wo y>0, 6>0, e=-1 ist, so gibt es nach Satz 1 unendlich viele Paére
x, y, fiir die 6 < I/V— ist. :
_Fiihrt man jetzt wieder wne belm Beweis von Satz 1 die Zahlen x,, »,
" ein und sptzt ' -

14

13y ax2 4 bxy eyt = —sd,
(14) ax1+bx1y1+cy1_—£61,
'(l5) l a(x x1) —}-b(x—-xl)(y y1)+C(y-—y1) —5‘5

so wird Satz 2 bewiesen sein, wenn sich zeigen laft, daﬁ bei geniigeridA

grofiem y von den drei Zahlen |0'|,|d}), |35 'wen'igstens eine < <— ist.

<7z

. 2) Ubrigens hat sie auch unendlich viele Losungen mit y+0, was fiir rationales «
trivial ist und’ fiir irrationales « aus Satz 1.folgt.
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‘Nun folgt zunidchst aus (13), (11) und (12):

. (146 1—b  ed\ed . aed®
e I

daher:
' asd?

0 =06 —

’

v Somit Iiegt fiir geniioend grol?)e_s y der Quotient % beliebig nahe bei 1, so

daf wegen 0 <6< — VM insbesondere 0 < " < | ist
Aus (13) und (14) folgt durch Elimination von ¢ unter Beriicksichtigung
von (9) _

&(0:y*—3d'y5) ~a(x2y"—x2y°\+b(xyy$—x1y1y2)—
—GE(XJ’1+X1J’)+1)8J yl—08()Xy1—6)+bfyy1—(2ax+ by)ey—a.
Daher S - :

- 2 g
6':6'(&) +Zax—l—by .Xl—if-__d (y, +¢a,3c+by) _(2ax—’}-£)y_)___a_:.
y) y y oy ¥ 20y 40'y® y
Mit Riicksicht auf (13) ist aber

(2ax+by) =4a(ax® +bxy)—{—b"v-—4a(—cy-—eé’)—|—b2y3=y2—4a56’,
so daf die vorige Formel iibergeht.in:
.o 2ax+hy)2_ 1
_ 0, =20 (?+ 20’y 49"
Setzt man hier fiir 2ax--by den Ausdruck aus (12), so kommt schliefilich:

s 1__183}2_.‘__ f(&__"i‘i)z (&_L’ﬁ)
61"‘ 6 (y + 26' | 6,}‘2 46; - 6 y 6’)}2 + y d\,y.l .
Wenn man ¢ aus (13) und (15) elimitiert, so fiihrt eine ganz analoge

Rechnung, wobei lediglich x,, y,, d; durch x,—x, y;—y, —d; zu ersetzen
sind, zu der Formel

— s\ —y aed
—dy =10 (—1 y_ a,g .>) (y’ ——7—9)-
: vy d'y* + y d’y*

Setzt man- nun

i y1 086

i6 . R l,

(i6) | e

so gehen die beiden lefzten Formel‘n tiber in

W) Ol A 0722, = 1 —A— 0" (1 — A)2

Nun liegt fiir geniigend grofes y, wie oben bemerkt, d/d’ beliebig nahe bei 1,
' ' ' E9
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also 4 nach - (16) beliebig - nahe bei' y,/y. Sollte also 2 <0 sein, A
sehr klein, also nach (17) gewif |0]] < 1/]/5. Sollte aber 2>1 sein, so ist
|2 —1] sehr klein, nach (17) also |d;| < ]/l/g. Daher bleibt nur noch der Fall
0 <4< 1 zu untersuchen; in diesem ist aber nach dem Lemma von den
drei (positiven) Zahlen d", d;, d; wenigstens eine < 1//5. Damit ist nunalles™
bewiesen. '
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