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Neuer Beweis zweier klassischer Sätze über Diophantische 
Approximationen. 

Von OSKAR PERRON in M ü n c h e n . . 

I. VonA. HURWITZ stammt der 
Satz 1. Zu jeder irrationalen Zahl a gibt es unendlich viele rationale 

Brüche x/y, für welche die Approximation gilt: 
x 
y 

1 
< 

Von KORKINE, ZOLOTAREFF und MARKOFF stammt der 

S a t z 2. Sind a, b, c reelle Zahlen und ist b2 — 4ac=\, so gibt es 
unendlich viele Paare ganzer rationaler Zahlen x, y, für welche die Ungleichung 
gilt: ' . 

i 
lax' + bxy + cy2] < -=z ' 
' . / 5 ' 

Der Satz 1 ist nicht etwa als der Spezialfall a = 0, b = —1, c = a in 
Satz 2 enthalten. Denn in diesem Spezialfall hat die Ungleichung von Satz 2 
die unendlich vielen trivialen Lösungen x'= beliebig, y — 0, während Satz 1 
unendlich, viele Lösungen mit j>4=0 behauptet. Zu beachten ist auch, daß in 
Satz 1 das'Zeichen < steht, während in Satz 2 beispiielsweise bei der Form 

• • 1 2 l l 1 2 

N X + W X Y - W 

offenbar nur Gleichheit erreichbar ist. 

II. Für beide' Sätze gibt es heute mehrere Beweise, und zwar wird Satz 1 
in [1], [2], [5], [6] mit Hilfe von Kettenbrüchen bewiesen1), in [3], [7] ohne 
Kettenbrüche. Satz 2 wird in [4] mit und in [8] ohne Kettenbrüche bewiesen.' 
Hier soll für beide Sätze noch je ein einfacher Beweis ohne Kettenbrüche 
gegeben werden. Dabei wird das folgende Lemma gebraucht: 

Die fetten Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das Literaturverzeichnis am 
Schluß der Arbeit. 
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L e m m a . Sind ö, X zwei Zahlen zwischen 0 und 1, so ist von den drei 
offenbar positiven Zahlen . 

6, Z+ÖX'-, \ - X - Ö ( \ - x y 

wenigstens eine kleiner als Nur in dem Sonderfall ö = y=, X = -—J— , 

also niemals für rationales X, sind alle drei gleich -L. 
• / 5 • 

III. B e w e i s d e s L e m m a s . Man nehme an, es sei 

<2) + 

(3) 

Addiert man dann die mit (1—X)2 multiplizierte Ungleichung (1) zu (3), so 
kommt 1 — ¿¿£[(1 — ¿ ) 2 + l ] / f 5 und nach leichter Umformung: 

] - ' 4 M : 
Daher ist ^ + - y f 5 — 1 y , oder also 

.(4) ' Multipliziert man (2) mit (1 — X)2 und (3) mit X2, so folgt durch Addition 
oder nach leichter Umformung: 

1 A 5 1 
Daher ist 1 —X — X<^ — X, oder also 

45) 2 • 
• ( 5 ) • - 3 + 1A5 ~ 2 " 

Aus (4) und (5) zusammen folgt 

(6) . X = ± ( 3 - 1 / 5 ) , also 1 - . 1 = i - ( / 5 - 1 ), 

•.und nach (3) ist dann 
• V 5 - » ' . ¿ f K L z i ^ J 

2 ^ 2 J . = |A5' 
•oder also 

YS— — 1 1 3 —V5 1 f K 5 - n 2 

" - 2 '. ' ]A5 2K5. K5 l 2 
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Zusammen mit (1) ergibt d a s : 

(7) ' 1 1 

'
 > = W 

Wenn also nicht (6) und (7) gilt, muß wenigstens eine der drei Annahmen 
(1), (2), (3) falsch sein. Damit ist das Lemma bewiesen. 

IV. B e w e i s v o n S a t z 1. Mit Hilfe des Dirichletschen Schubladen-
prinzips schließt man in bekannter Weise sofort auf die Existenz unendlich 

vieler Paare ganzer Zahlen x, y, für die < 
1 

ist. Triviälerweise 

kann man x,y teilerfremd und j>>0 annehmen. Setzt man demgemäß 

<8) 
6 
i>2 ' a : 

y r 
wo 0 < <5 < l .und £ = + 1 ist, und bestimmt zwei ganze Zahlen xu yx (ein-
deutig) so, daß 
(9) ' xyi—yx1 = s, 0<y,<y 
ist, so hat man zunächst 

Z L 
УГ 

X — X, 
У—У i 

X X хг 
а~У У 

X — Xj 

1 1 , 1 
УУХ У' У 

X 
< А 

У 

1 
У(У-УГ) У y y y—yi 

Die linken Seiten sind also beliebig klein, wenn nur y groß genug ist, und 
daraus folgt, daß es entsprechend den unendlich vielen verschiedenen Brüchen 
X x 

— auch unter den Brüchen — unendlich viele verschiedene gibt, und ebenso 
y . 
unter den Brüchen 

X — Xy 

<10) 

y—yi 
Definiert man. weiter zwei Zahlen d^ 62 durch 

<5: • — _ 

A-~~~YI~E-~Y(' " У—УГ 

so ist mit Rücksicht auf (8) und (9) 

— e 
( У - У Г ' . 

УГ 
УГ 

-У1 
et5 

~ t 1 - я 
£(5 

У' УУГ 

also, w e n n — — l gesetzt wi rd : ' y ö 

Ferner ist, wieder mit Rücksicht auf (8) und (9) 

X —Xj 1 ' , (£Ö 
— EÖi = (y— Ух)2 « — 

У — УГ 
= (У-УУ у—У1 

У (У-УД 
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also, da •y—yi y •A i s t : 

ô2= 1— I — c5(l— I f . 

Aus (8) und (10) hat man also : 

x 
y y2 

yi 

ce 
yi 

l + ôT- x—x, 
JV 

_ 1 — l — d ( l — Xf 
~~ (y-y.f 

Da aber l ~ y r a t i ° n a ' ist und ebenso wie d zwischen 0 und 1 liegt, ist 

nach dem Lemma von den drei rechts auftretenden Zählern wenigstens einer 

kleiner als ^ L . 
f 5 * 

V. B e w e i s v o n S a t z 2. Für a — 0, also b — +1 ist nichts zu 
beweisen, weil die Ungleichung des Satzes dann die unendlich vielen Lö-
sungen x = beliebig, y = Q hat2). Sei daher jetzt 0=^0. Wegen b2 — 4ac= 1 
ist dann 

( H ) 

Ist 

ax2 + bxy + cy2 = a\x+ ^)Ù + 'y | = 

•• — a l . + fr 
2 a 

y + x 
1 — b 

2a 
-y-x 

2a 
rational, so kann man die letzte Klammer durch unendlich viele 

(zueinander proportionale) Paare x, y zu null machen, und es ist nichts 

mehr zu beweisen. Daher sei jetzt * ^ irrational. Setzt man dann 

(12) 1—6 £<5 . , „ , , 2 û f ô 
— r — y — x = — , also 2 a x + by = y • 2 a y y 

wo y > 0, d > 0, £ = + 1 ist, so gibt es nach Satz 1 unendlich viele Paare 
x, y, für die ö< 1/1^5 ist. 

Führt man jetzt wieder wie beim Beweis von Satz 1 die Zahlen xu yt 

ein und setzt 

(13) ax2 + bxy + cf- = — eö', 
(14) axl + bx1y1 + cy2

1 = — £Ö'1, 
(15) a(x~x1)2 + b(x-x,){y-yx) + c(y-y1Y = £6'2, 

so wird Satz 2 bewiesen sein,. wenn sich zeigen läßt, daß bei genügend 

großem y von den drei Zahlen |<5'|, |<5il, wenigstens eine ist. 
j/5 

3) Übrigens hat sie auch unendlich viele Lösungen mit .y=t=0, was für rationales a 
trivial ist und für irrationales a aus Satz 1 - folgt. 
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Nun folgt zunächst aus (13), (11) und (12): 

(\ + b , 1— b e<T\ eö , a£2ö2 

eö + - = £«3-v. 2a ' ' 2a ' y ) y y2 ' 
daher : 

,, . öc<53 

0 = 0 — . 

y-
S' 

Somit liegt für genügend großes y der Quotient - j- beliebig nahe bei 1, so 

daß wegen 0 < d < y = insbesondere 0 < ö' < 1 ist. 
Aus (13) und (14) folgt durch Elimination von c unter Berücksichtigung 

von (9) 

£(ö[f—ö'yt) = y ) + b ( x y f 1 - x 1 y , f ) = 
= ae {xyi +xiy) + b£yy1=as{'2xy1 — s) + beyyl = (2ax + by)eyi—a. 

Daher . 
¿' = d'iÄX+2ax + by_ y1 a£ _ö,(yl 2ax + by\2 (2ax+by)2 qe 

1 U J y ' y f I j J 4d 'y2 y2 " 
Mit Rücksicht auf (13) ist aber 

(2 ax + by)2 = 4 a(ax2 + bxy) + b2y2 = 4a ( - cy*—eö')+-bsys = y2-4a£Ö', 

so daß die vorige Formel übergeht i n : 

d,_ö,(yL 2ax+hy\2 1_ 
ÖI 2ö'y J 46'-

Setzt man hier für 2 a x + by den Ausdruck aus (12), so kommt schließlich: 

' v - A _ L - i * _ i ü _ ^ Öi~Ö[y+2d' ö'y2) * f ) + [ y i y 

Wenn man c aus (13) und (15) elimin'iert, so führt eine ganz analoge 
Rechnung, wobei lediglich X j , . , durch x, y, — d2' zu ersetzen 
sind, zu der Formel 

= ( y - 1 _ + a E i 

y d'y'J/A y W 

Setzt man nun 

(¡6) 
v ' y 6'y2 

so gehen die beiden letzten Formeln über in ( 1 7 ) Ö; = X + Ö'?2, da'= 1 — X—d'(l-X)2. 

Nun liegt für genügend großes y, wie oben bemerkt, d/d' beliebig nahe bei 1, 
E 9 
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a l so X nach (16) b e l i e b i g 1 n a h e bei y j y . Sol l te a l so X^O se in , so ist \X\ 

s e h r klein, a l so nach (17) g e w i ß |<J,'| < l / | / 5 . Soll te a b e r ¿ > 1 sein, so ist 

\X —1| s e h r klein, nach (17) a l so \<K\<\ff5. D a h e r b le ib t n u r noch de r Fall 

0 < X < l zu u n t e r s u c h e n ; in d iesem ist a b e r n a c h d e m L e m m a von d e n 

drei (pos i t iven) Zah len d", r)y, tf2' w e n i g s t e n s e ine S , l / | ^ 5 . D a m i t ist n u n alles^-

b e w i e s e n . 
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