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Valeurs propres et vecteurs propres 
d'un endomorphîsme complètement continu d'un espace 

vectoriel à voisinages convexes. 
P a r JEAN LERAY à P a r i s . 

Dans son célèbre Mémoire [ 7 ] , M. F R É D É R I C RIESZ a étendu la théorie 
de FREDHOLM aux équations linéaires des espaces de Banach; cette extension 
fut si utile qu'on désire l 'adapter aux tendances. actuelles : substituer les 
espaces topologiques aux espaces métriques et en particulier les espaces 
linéaires à voisinages convexes aux espaces de Banach. C'est cette adaptation 
que nous allons effectuer. L' "alternative de Fredholm" résultera d'un théorème 
de topologie, dont la preuve utilise essentiellement des applications non 
linéaires : le théorème de l'invariance du domaine ; B R O U W E R l'établit pour 
les espaces euclidiens; il a été étendu aux espaces abstraits par le profond 
mathématicien polonais J . SCHAUDER , qui fut victime des massacres nazis; 
je l'ai récemment prouvé pour un type d'espaces englobant les espaces à 
voisinages convexes. Les autres théorèmes seront obtenus par les raisonne-
ments-mêmes de F. R IESZ , tels que la connaissance de l'alternative de Fred-
holm permet de les simplifier; mais nous devrons justifier ces raisonnements 
par des lemmes autres que ceux de F. R IESZ. 

I . E S P A C E VECTORIEL À VOISINAGES CONVEXES. 

1." Déf init ions . Par espace vectoriel nous entendrons espace vectoriel 
sur le corps A des nombres réels ou complexes, au sens de [1]. Soit X un 
tel espace. Le segment joignant les points x et y de X est l 'ensemble des 
points a x - j - ( l — a ) y ou (« réel); une partie de X est dite convexe 
quand elle contient le segment joignant deux quelconques de ses points. 
Un espace vectoriel à voisinages convexes est un espace vectoriel X muni 
d 'une topologie possédant les trois propriétés suivantes : a) cette topologie 
est séparée au sens de [2] (elle est même régulière, car X est uniforme) ; 
b) les applications x + y et «x (a^A) sont continués par rapport à leurs 
arguments; c) le point 0 (et par suite tout point de X) possède un système 
fondamental de voisinages convexes. 

E 12 
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Les espaces euclidiens, c'est-à-dire les produits d'un nombre fini -de 
droites (réelles ou complexes selon que A est le corps des nombres réels 
ou complexes), constituent un exemple d'espaces vectoriels à voisinages 
convexes. 

N o t a t i o n s . A est le corps des nombres réels ou complexes ; X est un espace-
vectoriel à voisinages convexes. Soient B une partie de A ; Y et Z des parties de X; BY 
est l'ensemble des points fly tels que fi Ç. B, y 6 Y; Y+ Z est l'ensemble des points y ±z 
tels que y£Y,z€Z. Y et Y désigneront l'adhérence et la frontière de Y. La négation de 
€ est désignée par G 

2. Part ies compactes . L e n r m e 2. 1. Soient un voisinage V du point 0, 
une partie compacte K de X. et une suite .r,, x2,. ... de. points de K tels que 
xvTx„-j- V si !< <r; cette \uite est finie. 

P r e u v e . Sinon la réunion des points A',, X.2, . . . serait une partie fermée, 
non compacte de K, contrairement à [2], ch. I, § 10, proposition 4. 

. L e m m e 2. 2. Soient un espace topologique T, un espace' compact K, 
une .application continue </>(t, k) de TX K aans X et une partie fermée F de X 
étrangère à <P(t, K); le point t a un voisinage V tel que F. soit étrangerv) 
à </5(1/, K). 

P r e u v e . Soit k^K-, il existe des voisinages V(k) de t et W(k) de k 
tels que F soit étranger à rp(V(k), W(k)); on recouvre K par un nombre 
fini de W(k)\ V est l'intersection des V(k). correspondants. 

L e m m e 2. 3. Étant donnés une partie compacte K de X et un voisinage 
V du point 0, il existe un voisinage A du nombre 0 tel que 4K<zV. 

P r e u v e . On applique le lemme 2 . 2 à <p — a'k. 

L e m m e 2. A: Si F est une partie fermée et K une partie compacte de 
X, alors F-[-K est fermé. 

. P r e u v e . Soit xTF-\-K; F est étranger à x — K; d 'après le lemme 2. 2, 
x a un voisinage V tel que F . soit étranger à V—K; V est donc étranger, 
à F-\ K. 

3.- Parties fermées et ouvertes. Lemme 3.1. Si B est un ensemble 
fermé de nombres =)=0 et si F est un ensemble fermé de points de X^pO, 
alors B F est fermé. 

P r e u v e . Soit .r . la partie compacte de A que constituent lé nombre 0 
et les nombres tels que soit x~BF; F est étranger à Tx; d 'après 
le lemme 2.2, x possède un voisinage V tel que F soit étranger à FV; 
V est donc étranger à BF. 

L e m m e 3 .2 . Si W est un voisinage du point 0 et A un voisinage du 
nombre 0, l'intersection des r>W tel, que est un voisinage V du point 0. 

') "étranger à" signifie "sans point commun avec"; 
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P r e u v e . On applique le lemme 3. 1 aux complémentaires-Z? et F de 
et W, supposés ouverts. . . 

Le lemme suivant et évident: . 

L e m m e 3 .3 . Si P est une partie quelconque de X et G une partie 
ouverte de X, alors P-\-G est ouvert. 

4. S o u s - e s p a c e s . Par sous-espace de X nous entendons sous-espace 
vectoriel: tout sous-espace de X contient le point 0 et est espace vectoriel 
à-voisinages convexes. 

L e m m e 4. 1. (Adaptation de [7], Hilfssatz 1 ,2^3) . Supposons que le 
point 0 de X possède un voisinage ouvert V tel que V soit compact; soit Y 
un sous-espace fermé de X, différent de X; il existe x Ç tel que x~ V. 

R e m a r q u e . D'après le lemme 4.3 , X est euclidien ; donc tous ses 
sous-espaces sont fermés. 

P r e u v e . Soit ztX tel que 2~ëY; puisque Y est fermé, il existe un 
voisinage W du point. G tel que zTY+W; le lemme 2 . 3 donne un nombre 
« + 0 tel que a Va W; donc z'Y+ctV; ct^zëY+V; 
(4.1) X+Y+V. 

Supposons VcY+V; on aurai t : K-f Y+ V; Y-\-V est fermé d'après 
le lemme 2 . 4 ; Y-\- V est ouvert d'après le lemme 3 . 3 ; X est connexe; donc,' 
contrairement à (4. -1), X—Y+V. 

L e m m e 4. 2. Soit Y un sous-espace de X ayant une dimension finie, 
au sens de la théorie des espaces vectoriels: [1], ch. II, § 3 , n° 2 ; a) Y est 
euclidien ; b) Y est un sous-espace fermé de X. 

P r e u v e d e a). Soit (y^, y<lt..., une base de Y ; soit E un espace 
euclidien de dimension ©; en associant au point de E de coordonnées. 
(%> • • • Vu) Ie point Viïi + • • • - W o de F ; on définit une application <p 
linéaire, continue et biunivoque de E sur Y; il s'agit de prouver qu'elle est 
bicontinue, c'est-à-dire qu'elle applique toute partie ouverte de E sur une 
partie ouverte de Y. Soit U ia boule |»h|2 + - • • 2 < 1 ; •• suffit de prouver 
que <p(U) est un voisinage du point 0 de Y. Or Ù est compact et 0 "ë t / ; 
donc rp(Û) est compact ([2], ch. I, § 10, th. 1) et O ë ^ t ^ ) ; le point 0 de Y 
a donc un voisinage V convexe et étranger à (p(Ù)\ <p(V) est convexe, 
contient le point 0 et est étranger à la sphère U, dont le centre est ce point 0 ; 
donc (p(V) c U; donc V<z(p(U): (p(U) est bien un voisinage du point 0 de Y. 

P r e u v e d e b). Supposons qu'il existe z € F tel que z~ëY; soit Z le 
sous-espace de X ayant pour base (z,yx,... j v ) ; y serait un sous-espace 
non fermé de Z, qui serait euclidien d'après a ) ; c'est impossible. 

L e m m e 4 .3 . Tout sous-espace localement compact Y de X est fermé 
et euclidien. (Voir un théorème plus général-: [10] § 2 9 . ) 
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No. ta . Y est localement compact quand le point 0 a, dans Y, un voisi-
nage compact. 

P r e u v e . Soit V u n voisinage ouvert de 0 dans Ktel que V soit compact. 
Définissons par récurrence une suite de sous-espaces fermés et euclidiens Y„ 
de V: y0 = 0 ; si Yv-i 4= Y, le lemme 4 . 1 donne un point y,.6 V tel que 
yv€Yv-i + V; Yv sera l'espace vectoriel de dimension v contenant Yv-\ttyv-, 
dfaprès le lemme 4 2, Yv est un sous-espace fermé et euclidien de Y. On 
a yv£V et, si fi<v, yvTyll+ V; vu le lemme 2. 1, la suite des Y„ est donc 
finie: son dernier terme est Y; F est donc sous-espace euclidien de X; 
Y/ est un sous-espace fermé de X d 'après le lemme 4. 2 b. 

I I . ÈNDOMORPHISME D E X COMPLÈTEMENT CONTINU. 

Adaptons comme suit la définition, due à F . R I E S Z , des applications, 
complètement continues ([7] "vollstetig") : 

5. Définit ion. Soit v(x) un endomorphisme de X, c'est-à-dire une appli-
cation linéaire de X en lui-même; v(x) est dite complètement continue si elle 
est continue et s'il existe un voisinage que v(x) applique dans un compact: 
on a 
(5 .1 ) v(W) c K, 
W étant un voisinage ouvert du point 0 et K un compact. 

N o t a t i o n s . Étant donné un endomorphisme de X complètement 
continu, v(x), nous étudierons l 'endomorphisme, dépendant du paramètre 
réel ou complexe ¿ÇA, 
(5.2) u(x) = Ax—v(x). 

Nous noterons parfois cet endomorphisme: u = À — v. Nous poserons 
u?(x) = « ( « ( * ) ) , . V U " + 1 ( X ) = H ( « " ( X ) ) ' , . . . ; « ( y ) sera l 'ensemble des points 
x tels que uv{x)=y. 

• Nos conclusions' permettront de discuter, quand ¿=J=0, l'équation d'in-
connue x£X, de paramètres ¿ÇA, y£X: u(x) = y. 

L e m m e 5. 1. Si Y est un sous-espace fermé de X que v applique en 
lui-même, la restriction de v à Y est complètement continue. 

P r e u v e : v(Yn V/) c Yn K; Vn K est compact. 

6. u(X) e s t fermé. L e m m e 6. 1. Si F est une partie fermée de W, 
u(F) est fermé. (Voir un théorème plus général: [5] n° 91, théorème 29 bis.) 

P r e u v e . Soit y eu (F); il s'agit de construire un voisinage de y étranger 
à u(F). Soit Kun voisinage fermé dey , étranger au compact « ( F n K))\ 
soit FJ = Fnu(V) ; il suffit de construire un voisinage V, d e y étranger à u(F,). 
Or F / e s t fermé et étranger à ^ ( y + K ) ; v i F J c K d'après (5 .1 ) ; donc 

t 
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yTÀFi — K et, vu (5.2), u(Fx) a l F ^ K-, d'après le lemme 2 .4 , XF1—A'est 
fermé; VT sera son complémentaire. • 

L e m m e 6 .2 . ([7], Satz 5) u(X) est un sous-espace fermé de X. 

P r e u v e . F1 = uu(W) = W+u{0) est fermé, vu le lemme 6 . 1 ; 
Ox = u u(W) = W - H / ( 0 ) est ouvert; vu le lemme 3 .3 . Soit F2 le complé-
mentaire de Ox dans F , ; F.2 est fermé ;. Fx c f , . un point étranger à Fi; 
le point 0 est intérieur à Fy; le segment joignant 0 à x, étant connexe, contient 
au moins un point de F^. en notant B l 'ensemble des nombres réels 
nous avons xdBF^BF.,; d'où X= F^v BF.2 et par suite 
(6 .1) n(X) = u(F1)vBu(F.i) 

u(F1)==u(W) est fermé d'après le lemme 6. 1 ; u(F2) est le complémentaire 
de u(W) dans u(W); donc U(F2) = II(FS), FS étant le. complémentaire de 
WnO, dans W; u(Fs) est fermé d'après le lemme 6. i ; u(F, ) est donc fermé; 
0"6«(F,) car Fo est étranger à w'(0); donc, vu le lemme 3. 1, Bu(F.2) est 
fermé. De (6. 1) résulte donc que u(X) est fermé. 

I I I . VALEURS PROPRES. 

7. L'alternative d e Fredholm. D é f i n i t i o n . Les valeurs propres de 
v(x) sont les nombres Z tels que l'équation z/(x) = 0, c'est-à-dire Xx = v(x) 
possède des solutions JC=|=0. 

T h é o r è m e 7. 1. ([7], Satz 7) u(x) est une applica'ion bicontinue de 
X sur lui-même, quand À diffère de 0 et des vdte rs propres de v(x). 

Ce théorème résulte de l'extension du théorème de l'invariance du 
domaine aux espaces convexoïdes ([5], n° 95 et 96 ; théorème 36 et corollaire 
36) ou, plus directement, aux espaces à voisinages convexes: [6] 

R e m a r q u e . Le théorème 7. 1 implique l'alternative de Fredholm: Sup-
posons o u bien l'équation u(x) = 0 possède une solution x=j=0; ou 
bien l'équation u(x) = y possède une solution x unique, quelque soit y Ç X 

8. L'ensemble d e s valeurs propres. T h é o r è m e 8 1. ([7], Satz 12) 
Les valeurs propres de v(x) sont en nombre fini ou consùt ent une suite ayant. 
pour limite 0. ' 

P r e u v e (empruntée à [7]). Soit une suite ? n , . . . , l v , . . . de valeurs 
propres distinctes, étrangères à un voisinage A du point 0 ; soit xv=j=0 tel 
que 
(8. 1) lvxv = v{xv). ; 
Si x,, dépendait linéairement de xu xit... x„_i, on aurait 

a1x1 -f-.. . «„-ixv-\ == xv ; 
d'où, vu (8. 1), en transformant les deux membres par ?.y — v: 

— ^i) Xi - f - . . . «„-i (<?„—iîv_i) Xv-i = 0 ; 
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il existerait donc u<v tel que x„ dépende linéairement de X j , . . . x / t_i; d'où, 
par récurrence, Xj = 0 ; or x ^ O ; donc xlt Xo,... xv sont linéairement indé-
pendants. Soient Xv le sous-espace qu'ils engendrent ; Xv est fermé et 
euclidien (lemme 4. 2) ; . 

=J= Xv+i ', Xx c Xn c . . . c Xv c. Xv+l c . . . ; 
d 'après le lemme 4. 1 il existe yv tel que 

(8 .2 ) yv£XvnW, (8 .3 ) yvTXv.\ + W; 
de (8. 1) et de la définition de Xv résulte, p u i s q u e . y v £ X v , 
(8 .4) lvyv — viyjÇXv-i ; v{yi)£Xv-\ • pour .w <v; • 

de (8. 3) et (8. 4) résulte 

XvyvJ Xvyv—v(yv) +v(y^ + Àv W. 
c'est-à-dire v(y„)"ëv(yH) + XVW. D 'après le lemme 3 .2 , le point 0 a un voisi-
nage V tel que VcZ„W; donc v(yv)Hv{y,ù + V. 

D'autre part, il résulte de (8 .2) et (5. 1) que v(yv)^K. Donc, en vertu 
du lemme 2. 1, la suite h doit être finie. 

IV. VECTEURS PROPRES ET VECTEURS PRINCIPAUX. 

Donnons à /Lune valeur propre de v autre que 0. 

9. Les s o u s - e s p a c e s u ( 0 ) e t uv(X). L e m m e 9 , 1 . ([7], Satz 1) «'(O) 
est un sous-espace fermé et euclidien ; ù(0) n W est dans ce sous espace un 
voisinage comi act du point 0. 

P r e u v e . Y = l i { 0 ) est _fermé car f/(x) est continu. D'après (5.2) , 
x = A~1w(x) sur Y; d 'où YnW=YnÂ~iv(W); vu (5.1) , Kn W est donc 
un voisinage compact du point 0 de Y; d 'après le lemme 4 . 3 , Y est donc 
euclidien. 

L e m m e 9. 2. ([7], Satz 1') u( 0) est est un sous-espace fermé et eucli-
dien; u (O)nVK est dans ce sous-espace un voisinage compact du point 0. 

P r e u v e . On peut dans le lemme 9. 1 remplacer u par. u" car lv — u'l, 
étant un polynome en « . s a n s terme constant, est complètement continu. 

L e m m e 9 . 3 . ([7], Satz 2) Il existe un entier a tel que 
Î / 1 ( 0 ) C « 2 ( 0 ) C . . . C U ( 0 ) = . . . = = « ( 0 ) = ' . . . . (ctîST). 

- 1 - v 

P r e u v e (empruntée à [7]). Soit v > 1 ; ou a u ' (0) a u (0) car u"-1 ( x ) = 0 
entraîne uv(x) = 0. Supposons 
(9 ,1 ) "« ' (OX+u iO) ; . • 
il existe d 'après les lemmes 4. I et 9. 2 un point xv tel que 

—V -t>4*l 
(9 .2 ) xv£u (0) n U/; (9 .3 ) x„~ u (0) + U/. • 
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D'après (9. 2), 'nv(x„) = 0 ; donc / 

(9 .4) u(xv)Ca\0). • 
Pour fi<v il résuite de /.-"(x^ = 0 que 

(9 .5) x ^ ' u ^ O ) , . u(xj£~ÏÏl(0). 
De (9.3), (9 .4) et (9. 5) résuite 

Xx,,~u % ) + / x,( — u (xa) + XW, 
c'est-à-dire, vu (5.2), v(xv)'ëv(xll) + 2W.. 

D'autre part, d 'après (9.2) et (5. 1), v xP)^K. 
En vertu du lemme 2. 1, la suite des v vérifiant (9. 1) est donc f inie; 

. a est le dernier terme de cette suite. 

L e m m e 9 .4 u (0) n-u"(X) = 0, quel q'ie soit v > 0. 
P r e u v e (empruntée à [7]): Soit. x £ u(0) n ua(X) : i l ex i s te . y£ X tel 

que x = ua(y); «"(x) = 0 implique uv+a(y)=0, c'est-à-dire y£ ïia(0) = u(0) 
(lemme 9 . 3 ) ; d'où ua(y) = 0, c'est-à-dire x == 0. 

L e m m e 9 .5 . ([7], Satz 6, 11) uv(X) est un sous-espace fermé ; 

u est une application bicontinue de u"(X) sur lui-même. 
P r e u v e . u(X) est fermé (Femme 6 .2 ) . Soit « > 0 ; supposons prouvé 

que u".(X) est fermé ; le restriction de va uv(X) applique hr{)() en lui-mêrne 
car vuv = uvv; elle est complètement continue (lemme .5. 1) ;. uv+l(X). est 
donc fermé (lemme 6: 2). La restriction de v. à ua(X) n 'a pas A pour valeur 
propre ( l emme.9 .4 où v=\)\ donc (théorème 7 .1) la restriction de. u à 
u°(X) est une application bicontinue de u"(X) sur lui-même; en particulier 
u"A(X) — u"(X). .. ' 

L e m m e 9 . 6 ([7J, Satz 8). X = u (G)-\-ua(X), cette somme étant directe. 
P r e u v e (empruntée à [7]) Soit x£X: d'après le lemme 9 . 5 il existe 

3 ;6X tel que u2a(y) = i,a(x 1; d'où u"(x — ua(y))=0, c'est-à-dire x € u ( 0 ) + u a ( X ) . 
Cette somme est directe d 'après le lem.me 9 .4 , où l'on fait v = o... 

10. Vecteurs propres et principaux. Soit 'X une valeur propre de v ; les 
points x de X tels que u(x) = 0 sont nommés vecteurs propres de v.corres-
pondant ..à la valeur propre À; les points x de X auxquels on peut associer 
un entier v > 0 tel que u"(x)=0 ont été nommés .par GOURSAT vecteurs 
princifa x de v correspondant à ta valeur propre l. 

Soit v x) un endomorphisme d'un espace euclidien E; le déterminant 
de la matrice de l 'endomorphisme (>x—v(x) € >4), par rapport à une base 
de E, est un polynome x(ç), indépendant du choix de cette base; on nomme 
X(Q) fonction caractéristique de v. On a ([9] chapitre XV, § 112): 
(10.1) : - *(>;)=-• 0. , 
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Le m m e 10. 1. Soit u un endoniorpliisme niipotent*) d'un espace euclidien 
E de dimension à; sa fonction caractéristique est x(p) = Qô-

P r e u v e . Si x(s) = 0, il existe x€E tel que ox = u(x^, x4=0; d'où, 
puisque «" = 0, «"x = 0, c'est-à-dire p = 0 ; x(°) se réduit donc à son terme 
de plus haut degré, qui est évidemment o&. 

Le lemme 10. 1 a pour conséquence évidente le lemme que voici: 

L e ni m e 10.2. Soit V un endomorphisme d'un espace euclidien E de 
dimension <t; si // = /.— v est niipotent, la fonction caractéristique de v est 
X(i>> — — 

- Le • le m me 10.2 permet de résumer et compléter comme suit les lemmes 
du n° 9 : • 

T h é o r è m e 10.1. ([7], Satz 1', 2, 6, 8, 9, 10, 11, 13) Soit À une valeur 
propre de. v autre que 0. 

a) L'ensemble des vecteurs principaux de v qui correspondent à À est un 
sous-espace fermé et euclidien Y. de X. La restriction vy de v à Y est un 
endomorphisme de Y ; la fonction caractéristique de vy est 
(10.2) x(q) = (q — ¿y où d ' = d i m Y; 
sa seule valeur propre est 2; 'ses vecteurs principaux et propres*-sont- ceux de 
v qui correspondent à ?.. 

b) Il existe un sous-espace fermé Z de X tel que v(Z) c Z, X== Y+Z, 
cette somme étant directe. La restriction vz de v à Z est un endomorphisme 
complètement continu de Z; les valeurs propres de vx sont les vale rs 'proi res 
de v autres q ie A; ci ces valeurs correspondent, pour vz et v, les mêmes 
vecteurs- principaux et propres. 

R e m a r q u e : On a, vu (10. 1) et (10.2) 
(10.3) w5(Vr) = 0. ' .' 

P r e u v e d e a). Le lemme 9 . 3 prouve que Y—u\0); donc, vu le 
lemme 9 .2 , Y est un sous-espace fermé et euclidien. Soit uY — Z-vr; 

d'où, vu le lemme 10.2, la formule (10.2), qui prouve que là seule 
valeur propre de vy est les vecteurs principaux et propres correspondant 
à l sont les mêmes pour -w .̂ et v, puisque ù (0) c Y quel que soit v > 0. 

P r e u v e d e b). Soit Z=i.a(X); les lemmes 9 . 5 et 9. 6 prouvent que 
Z est fermé et que X=Y-\-Z (somme directe). Le lemme 9 . 5 prouve en 
outre que /1 n'est pas valeur propre de ?;z. Soit W ( X ) = QX — V(X), O Ù ' ( > 4 = ^ 

posons x — y + z, où j>€y, z € Z ; l'équation wv(x) = 0 implique ivv(j') = 0 
donc, vu a), y = = 0 : les vecteurs 'principaux et propres, ne correspondant pas 
à de v et vz sont donc les mêmes. 

2) u est niipotent quand il existe un entier v > 0 tel que uv—0. 
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V. ENDOMORPHISMES TRANSPOSÉS. 

11. Notations. X et X* seront deux espaces vectoriels à voisinages 
convexes"; <x, x*> sera une application bilinéaire de leur produit XXX* dans A. 
Nous dirons que la partie F de X est orthogonale à la partie Z* de X* 
quand 2*> = 0 quels que soient y£Y, z*€Z*. Nous supposerons que Ô 
est le seul élément de X (de X*) orthogonal à X" (à X) : X pourra être 
identifié - à un sous-espace du dual ([1], chapitre II, § 4) de X* et vice-versa ; 
;les sous-espaces Y et Y* de X et X* seront dits duuls quand Y s'identifie 
au dual de Y* et Y* au dual de F. 

v et fv seront deux endomorphismes de. A" et X* complètement continus 
et transposés l'un de l'autre: <v(x), x*> = <x, *v(x')y quels que soient x£X 
et x'tX*. 

Soit À£A, >Î4=0; ' e théorème 10.1 définit des sous-espaces Y et Z de X, 
si Â est valeur propre; sinon, nous définirons: Y= 0, X = Z. À h; et À sont 
attachés de même deux sous-espaces Y* et Z® de X*. 

L e m m e 11.1. Y et Z" (Z et Y*) sont orthogonaux. 

P r e u v e . K = 0, si l n ' e s tpas valeur propre de v. Sinon : uà(Y) — 0, vu 
< 1 0 3 ) ^ Z * = ' U ( Z ; ) = ' Î ^ ( Z * ) vu le théorème 7. 1 ou 1 0 . 1 B ; par suite, si 
yÇY et z*£Z\ 

<yX> = <y,tu5(x*)> = <uô(y),x*y = < 0,x*> = 0. 

L e m m e 11.2. Y et Y* sont duals. 
P r e u v e . Soit Y orthogonal à Y*; d 'après le. lemme 11.1, y est 

orthogonal à Y*-\-.Z* = X'; donc y = 0. Par suite T e s t un sous-espace du 
dual de Y*; donc, vu [ '], ch. II, § 3 . proposition 6 et § 4 , proposition 6: . 
dim F=£ dim F*; F et Y* sont duals, si l'égalité est réalisée. Or c'est le cas, 
car, en intervertissant F et F*, on obtient: dim F ' ^ d i m F. 

L e m m e 11.3. uv(Y) et <uv(Y*) sont'duals (v > 0). 
v.. P r e u v e . [I],. chapitre II. § 4 , n° 9, th. 4. 

L e m m e 11.4. à (0) et 'u( 0) ont même dimension ( ^ > 0 ) . 

P r e u v e . On a ([I], ch. II, § 3 , proposition 10): dim /7(0) + dim uv(Y) = 
= d i m F ; dim fu (0) + dim luv(Y*) = dim F" ; or F et uv(Y) ont mêmes di-
mensions que leurs duals Y" et luv(Y*)\ ([1], ch. II, § 4 , proposition 6). . 

L e m m e 11.5. u{X) est l'ensemble des points de X orthogonaux à 'u (0). 
P r e u v e . D'après le théorème 7. i ou 10. 1, u (Z) = Z e t « (A) = u ( F ) + Z ; 

u(Y) est l 'ensemble des points de F orthogonaux à fu(0) •([!], ch. II, § 4 , 
th. 3 ) ; Z est orthogonal à '¿/(0) (lemme 11. 1). 

Ces cinq lemmes prouvent le théorème suivant: 
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T h é o r è m e 11: 1. Le< valeurs propres non nulles des deux endomor-
phismes v et lv sont les mêmes. Les vecteurs principaux de v et 'v corre pondant 
à l'une de ces valeurs propres constituent deux sous-espaces de X et X*, auals. 
Les vecteurs propres de v et 'v corres ondaut à l'une, de ces valeurs propres 
constituent deux sous-espaces de X et X* ayant même dimension. Pour que 
l'équation d'inconnue x 

. lx—v(x) = x' (¿4=01 
ait au moins une solution, il faut et il suffit que x' soit orthogonal aux 
vecteurs propres de 'v qui correspondent a l . 

12. Problème. Soit 'v le transposé, dans le dual topologique de X, d'un 
endomorphisme com: lètement continu v de X; ¡our que 'v soit complètement 
continu, est il nécessaire et suffisant que v le ±oit? J . S C H A U D E R [8] l'a prouvé ' 
quand X est un espace de Banach. 

N o t a . Le dual topologique de X est l'espace vectoriel à voisinages 
convexes que constituent les applications linéaires et continues de X dans A. 
Par définition 0 est le seul point du dual top''logique de X orthogonal à X', 
0 est le seul point de X orthogonal au dual topologique de X (conséquence 
aisée de [1], ch. II, § 3 , th. 2). Si la réponse à la question posée est affir-
mative, le théurème 11. 1 peut être appliqué, quels que soient X et v, au 
dual topologique X" de X et au transposé lv de v da'ns X*. 
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