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Valeurs propres et vecteurs propres
d’un endomorphisme complétement continu d’un espace
vectoriel a voisinages convexes.

Par JEAN LERAY a Paris.

Dans son célebre Mémoire [7], M. FREDERIC RIESz a étendu la théorie
" de FREDHOLM aux équati‘ons linéaires des espaces de Banach; cette extension
fut si utile qu’on désire Padapter .aux tendances. actuelles: substituer les
espaces topologiques aux espaces . métriques et en - particulier les espaces
~ linéaires 4 voisinages convexes aux espaces de Banach. Clest cette adaptation
que nous allons effectuer. L’ “alternative de Fredholm” résultera d’un théoréme
de topologie, dont la preuve utilise essentiellement des applications non
linéaires: le théoréme de Vinvariance du domaine; BROUWER [I’établit pour
les espaces euclidiens; il a été étendu aux espaces abstraits par le profond
mathématicien polonais ]. SCHAUDER, qui fut victime des massacres nazis;
je P’ai récemment prouvé pour un type d’espaces. englobant les espaces a
voisinages convexes. Les autres théorémes seront obtenus par les raisonne-
_ ments-mémes de F. Rigsz, tels que la connaissance de V’alternative de Fred-

‘holm permet de les simplifier; mais nous devrons ]ustlfler ces raisonnements
par des lemmes autres que ceux de F. Riesz.

I. ESPACE VECTORIEL A VOISINAGES CONVEXES,

1. Définitions. Par espace vectoriel rious entendrons espace vectoriel
sur le corps A des nombres réels ou complexes, au sens de [I]. Soit X un
tel espace. Le segment joignant les points x et y de X est Pensemble des
points ax_+(l—a)_y ou O0=<e=<1 (« réel); une partie de X est dite convexe
quand elle contient le segment joignant deux quelconques de ses points.
Un espace vectoriel a voisinages convexes est un espace vectoriel X muni
d’une topologie possédant les trois- propriétés suivantes: a) cette topologie
est séparée au sens de [2] (elle est méme réguliere, car X est uniforme);
b) les applications x-+y- et ax (a€A) sont continues par rapport a leurs
arguments; ¢) le point O (et par suite tout point de X) posséde un systéme
fondamental de vozsmages convexes.
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Les espaces euclzd:ens c’est-a-dire les produnts d’'un nombre fini-de
droites (réelles ou complexes selon que A est le corps des nombres réels -
ou complexes), constituent un exemple d’espaces vectoriels 4 voisinages
convexes. _ ' . .

Notations. A est le corps des nombres réels ou complexes; X est un espace’
vectoriel 4 voisinages convexes. Soient B une partie de A; Y et Z des parties de X; BY
est I'ensemble des points gy tels que € B, y€Y; Y+ Z est I'ensemble des points y + 2z
tels que y€Y, z€Z Y et V désigneront Padhérence et la frontiére de Y. La négation de
€ est désignée par €. :

2. Parties compactes. Lemme 2.1 Soze/zz‘ un vozsznage V du point O,
une partie compacte -K de X. et une suite X, Xy, . ... de. points de K fels que
Xo€x, -+ V si u<v; cefie suite est fmze.

Preuve. Sinon la réunion des points Xy, X,, ... serdit une partie fermée,
non compacte de K, contrairement a [2],-ch. [, § 10, proposition 4.

. .Lemme 2.2. Soient un espace topologique T, un espace compact K,
une .application continue ¢(t, k) de TX K aans X et une partie fermée F de X
étrangére & ¢(t, K); le point t a un voisinage V_tel que F. soit étranger')
a.p(V,. K). A - ‘

Preuve. Soxt kEK xl existe des voisinages V(k) de t et W(k) de k
tels que F soit étranger a rp(V(k), W(k)); on recouvre K par un nombre
fini de W(k); V est Pintersection des V(k). correspondants..

Lemme 2.3. Etant donnés une partie compacte K de X et un voisinage
V du point- 0, il existe un voisinage 4 du nombre O tel que 4KcV.

Preuve. On applique le lemme 2.2 4 ¢ = ak.

Lemme 2.4 Si F est une partie Jermée et K une partie compacie de
X, alors F--K est ferme

Preuve. Soit XEF 4+ K; F est étranger & \—K d’apres le lemme 2. 2,
X aun vmsmaoe V tel que F.soit étranger & V—K; V est donc étranﬂer.
a F+K.

3. Parties fermées et ouvertes. Lemme 3. 1. Si B est un ensemble
fermé de .nombres ==0 et si F est un ensemble fermé de points de X=0,
alors BF est fermé. '

’ Preuve: Soit 1" la partle ‘compacte de A que constituent le nombre O
et les nombres 47! tels que 2€Bj; soit xTBF; F est étranger & I'x; d’aprés
le‘lemme 2.2,.x posséde un voisinage V tel que ‘Fsoit étranoer alrlv,
V est donc étranger a BF.

Lemme 3.2. Si W est un voisilznge du point O-et' 4 un voisinage du
nombre 0, lintersection des gW tel, que S€4 est un voisinage V du point O.

1) “gtranger a” signifie “sans point commun avec”.
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Preuve. On applique le lemme 3.1 aux complementaxres B et F de
4 et W, supposés ouverts. '
Le lemme suivant et évident:

Lemme 3.3. Si P est une partie quelconque de X et G itne partie
ouverte de X; alors P+G est ouvert, : ‘

4. Sous-espaces. Par sous-espace de X nous entendnns sous—espace
vectoriel : tout sous-espace de X contient le point O et ‘est espace vectoriel
a-voisinages convexes.

Lemme 4.1. (Adaptation de [7] Hilfssatz 1, 2, 3). Supposons que le
point O de X posséde un voisinage ouvert V tel que V soit compact; soit ¥
un sous-espace fermé de X, différent de X, il existe x€ V tel que XY+ V.

Remarque. Dapres le lemme 4.3, X est euclidien; donc fous - ses
sous-espuces sont fermés. : -

-Preuve. Soit z€ X tel que 2€Y; puisque Y est fermé, il existe’ un
voisinage W du point O tel que 2€Y-+ W; le lemme 2.3 donne un nombre
a=0 tel que aVcW; donc 2€¥V+4-aV; a2 Y—]—V
@1n ' XY+ V.

Supposons Ve Y+ V; -on aurait: Y+V Y+ V; Y—I—V est fermé d’apres
le lemme 2.4; Y4V est-ouvert d’aprés le lemme 3. 3; X est connexe; donc,’
contrairement a (4. 1), X=Y-} V.

Lemme 4.2. Soit Y un sous-espace de X ayant une dimension finie,
au seins de la théorie des espaces vectoriels: [1], ch. I, §3, n® 2; a) Y est
euclidien; b) Y est un sous-espace fermé de X. ’

Preuve de a). Soit (3, Vs, ..., Vo) UNe base de Y; soit E un espace’
euclidien de dimension ®; en associant au point de E:de coordonnées.
(M, M2y - - - M) le point my+.. .70y, de Y; on définit une application ¢
linéaire, continue et biunivoque de E sur Y; il s’agit de prouver qu’elle est
bicontinue, c’est-a-dire qu’elle applique toute partie ouverte de E sur une ’
partie ouverte de Y. Soit U/ a boule |2 4. .. |7, 2 < 1; il suffit de prouver
que (p(U) est ‘un voisinage du point 0 de Y. Or U est compact et 0eU;
donc ¢(U) est compact (|2], ch. I, § 10, th. 1) et OErp(U) le point O de Y
a donc un voisinage V convexe et étranger a q> U), go(V) est convexe,
contient le point O et est étranger'a la sphére U dont le centre est ce point 0;
donc ¢ (V) cU; donc Vecg(U): ¢(U) est bien un voisinage du point 0 de Y.

Preuve de b). Supposons qu’il existe z€Y tel que z€Y; soit Z le
sous-espace de X ayant pour base (z, Y1, -+ Yo); Y serait un sous-espace
non fermé de Z, -qui serait euclidien d’aprés a); c ‘est impossible.

Lemme 4.3. Tout sous-espace localement compact 'Y de X est fermé
et euclidien. (er un théoréme plus général: [10] §29.)
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Nota. Y est localement compact quand le point 0 a, dans Y, un voisi-
nage compact.

Preuve. Soit V un voisinage ouvert de O dans Y tel que V soit compact

Définissons par récurrence une suite de sous-espaces fermés et euclidiens V.,
“de V: Y,=0; si Y,.15=V, le lemme 4.1 donne un point y,€V tel que
yw€Yoa+V; Y, sera 'espace vectoriel de dimension # contenant Y.._, et y,;
dapres le lemme 4.2, V, est un sous-espace fermé et euclidien de Y. On
a y.,EV et, si p <2, Y,€y,+V; vu le lemme 2.1, la suite des Y, est donc
finie: son dernier terme est Y; Y est donc sous-espace euclidien de X;
¥ est un sous-espace fermé de X d’aprés le lemme 4.2,

11. ENDOMORPHISME DE X COMPLETEMENT CONTINU.

Adaptons comme suit la définition, due a F. RiEsz, des apphcatxons.
complétement continues ([7] “vollstetig”):

5. Définition. Soit v(x) un endomorphisme de X, c’est-d-dire une appli—
cation linéaire de X en lui-méme ; v(x) est dite complétement continue si elle
est continue et s’il existe un voisinage que v(x) oppliqgue dans un compact:
on a _
6.1y _ v,(W)cK
W étant un voisinage ouvert du point 0 et K un compact.

Notations. Etant donné un endomorphisme de X completement

continu, v(x) nous étudierons I’endomorphisme, dépendant du paramétre
réel ou complexe A€ A,

6.2) - u(x) = Ax—u(x).
Nous noterons parfois cet endomorphisme: u=A—v. Nous poserons
u(x) = u(u(x)), ..., v (x)=u(wx),...; uv( y) sera I'ensemble des points

x tels que u*(x)=J. )
" Nos conclusions’ permettront de dlscuter quand 7—1—0 I'équation d’in-
connue x€ X, de paramétres A€A, yeX: u(x)= ’
Lemme 5.1. Si Y est un sous-espace ferme’ de X que v applique en
lui-méme, la restrzcizon de v a Y est completement continue.
Preuve: vw(¥n W)cYnK Y n K est compact.

6. u(X) est fermé. Lemme 6.1. Si F est une partie fermée de W,
u(F) est fermé. (Voir un théoréme plus général: [5] n® 91, théoréme 29 bis.)
Preuve. Soit yeu(F); il's’agit de construire un voisinage de y étranger
a u(F) Soit V un voisinage fermé de y, étranger au compact u(F n 47 (y + K));

soit F== Fnid (V); il suffit de construire un voisinage V, de y étranger a u(F)).
Or Fyest fermé et étranger & A7 (y+-K); v(F)cK daprées (5.1); donc

t
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YEAF,—K et, vu (5.2), u(F)cAF,—K; d’aprés le lemme 2.4, 1F,—K est
ferme Vl sera son complémentaire. :

Lemme 6.2. ([7], Satz 5) u(X ) est un sous-espace fermé de X.
, Pre‘uve. l:uu(W)~W—{—u (0) est fermé, vu le lemme 6.1;
01=z—zlu(W)'=W+ 171(0) est ouvert, vu le lemme 3.3. Soit F, le complé-
_mentaire de O, dans F,; F, est fermé;. F, cF,. Soit x un point étranger a F;;
le point O est intérieur a F,; le segment joignant 0 a x, étant connexe, contient
au moins un point de F,: en notant- B Vensemble des nombres reels ﬁ>1
_ nous avons x€BF, cBF d’oit X= F,U BF, et par suite )
S (6. 1) . ) u(X)—u(F)UBu(R
u(F,)=u(W) est fermé d’aprés le lemme 6. 1; u(F,) est le complementalre :
de u(W) dans u(W); donc u(F,)=u(F;), F; étant le. complémentaire de
Wn O, dans W3 u(F;) est fermé d’aprés le lemme 6. i; u(F,) estdonc fermé;
OCu!F,) car Fq est étranger a u (0) donc, vu le lemme 3.1, Bu(f;) est
ferme. De (6. 1) resulte donc. que u(X) est fermé. Lo

lll. VALEURS PROPRES.

7. Lalternative de Fredholm. Définition. Les valeurs propres de
v(x) sont les nombres 4 tels que I'équation u(x)=0, c-’est-é-dir‘e Ax ==wv(x)
posséde des solutions x==0. : : :

Théoreme 7.1. ([7], Satz 7) u(x) est une appltca'zon bicontinue de
X sur lui-méme, quand 2 différe de O et des vdle .rs propres de v(x).

Ce théoreme résulte de Vextension du thécréme de. Pinvariance du
. domaine aux espaces convexoides ([5], n® 95 et 96; théoreme 36 et corollaire
36) ou, plus directement, aux espaces & voisinages convexes: [6]
. Remarque. Le théoreme 7.1 impliqué lalternative de Fredholm: Sup-
- posons 2==0; ou bien I’équation u(x)—0 posséde une solution x=0; ou
bien lequahon u(xy==y possedc une solution x unique, quel que soit yéX :

8. L’ensemble des valetirs propres. Théoréme 8 1. ([7], Satz 12)
Les vale:rs propres de ¢(x) sont en nombre fini ou constit ent une suite ayant.
pour limite Q.

Preuve (empruntee a [7]) Soit une suite Y R S de valeurs
propres distinctcs,’ etrangeres a un vonsmaoe 4 du point 0; soit x,=0 tel
que :

(8 l) : - ;VvXu—b(xv). .
Si- X dependalt linéairement de Xp5 Xy« -+ Xo-1, ON aurait
. . X, + av—lxv—l = xv » )
d’ou, vu (8. 1), en transformant les deux membres par Z,—wv:
’ al(ll‘—zl)xl_*‘;- . av—l(zv~lﬁ—l)xv—1i0;
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il existerait donc u < tel que x, dépende linéairement de x,, ... Xu-1; d’ol,
par récurrence, x;==0; or x,==0; donc x;, X,, ... X, sont linéairement indé-
pendants. Soient X, le sous-espace quils engendrent; X, est fermé ‘et
. euchdlen (lemme 4.2);

X=Xy XjcX,c. ‘cX,,chHc.‘..;
d’apres le lemme 4.1 il existe y, tel que :
8.2  peEXnW, (8.3) WEXu+W;
- de (8.1) et de la définition de X, résulte, puisque y,€ X,
(8.4) AYo—0(P) € Xoo1; v(P) €Xoor - pour u<w;
de (8. 3) et (8. 4) résuite
'%vvale’v“‘U(yv)‘*‘T/(yu)‘}"sz

c’est-a-dire v(y,)€v(yu)+ 4, W. D'apres le lemme 3.2, le point O a un voisi-
nage V. tel que Vc 4, W; donc v(y.)€v(y.)+ V.

D’autre part, il résulte de (8. 2) et (5.1) que v(y)eK Donc en vertu
du lemme 2.1, la suite 4, doit étre finie.

IV. VECTEURS PROPRES ET VECTEURS PRINCIPAUX.
Donnons a 4. une valeur propre de v autre que O.

9. Les sous-espaces u(O) et u"(X) Lemme 9.1. ({7], Satz 1) u (0)
est un sous-espace fermé et euclidien; u (0) nW est dans ce sous espace un
vozsmage comy act du . point Q.

Preuve.. Y—u(O) est fermé car 1(x) est continu. D’aprés (5. 2),
Cx=24"v(x) sur ¥; doit YaW=VYni'u(W); vu (5.1), Yn W est donc
un voisirage comnact du point O de V; d'aprés le lemme 4.3, Y est donc
euclidien.

Lemme 9.2. ([7], Satz 1) sz(O) est est un sbus-espace fermé’ et eucli-
dien; 21"(0) nW est duns ce sous-espace un voisinage compact du point O.

 Preuve. On peut dans le lemme 9.1 remplacer u par u” car A—u,
“étant un polynome en v sans terme constant, est complétement continu.

Lemme 9.3. ([7), Satz 2) 1l exlste un entier o tel que

u(O)cu(O)c cu(O)—— —-u(O)— (GbT)

Preuve (empruntée a [7]). Soit»>1;oua i (0) cu (O) car u~! (x)=0
entraine u¥(x) =0. Supposons A - '
. 1) U O)F10);

il existe d’aprés les lemmes 4.1 et 9.2 un point Xy tel que

©.2) xcd@nW; (9.3) %T (0)+w'
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Dapres 9. 2) u”(xv)—O donc

(9. 4) : u(xl)e u (O)
Pour u < il résulte de t(x,) =0 que
(9.5) | X.€ 0 (0), ulx)e i (0).

" De (9.3), (9.4) et (9.5) résulte

' AX, U’ xp)+i,\/,—u(x,¢)+)W
© Cest-a-dire, vu (5. :’2) (X)) Ev(x)+IW..

D’autre part, d’aprés (9.2) et (5. 1) v x)€K.

En vertu du lemme 2.1, la suite des » verlfxant (9. 1) est donc finie;
o est le ‘dernier terme de cette suite.

.Lemme 9.4 1 (O)nu”(X)_O quel que sozt »>0.

Preuve (empruntee a [7]: Soit. x€u (0ynus(X): il existe yeX.tel
que x=u%(y); u’(xy==0 implique u**?(y)-=0, C’est-a- dlre y€ u (0)—u (O)
(lemnie 9. 3);° d’ont u(y)=0, C’est-a-dire x=0.

Lemme 9.5. ([7], Satz 6, 11) u*(X) est un sous-espace ferme

Xou(X)surX)o.. ou'(X)=...=u"(X)=... (o6=<7);
u est une application bicontinue de u°(X) sur lui-méme. '

Preuve. u(X) est fermé (lemme 6. 2). Soit »>0; supposons pi'ouvé
que u”(X) est fermé; le restriction de » 2 u¥(X) applique . (X) en lui-méme
car yu*==u"y; elle est complétement continue (lemme .5.1);. u*+1(X) . est
donc fermé (lemme 6. 2). La restriction de » a u°(X) n’a pas 4 pour valeur
‘propre (lemme 9.4 ot »==1); donc (théoréme 7.1) la -restriction de u a

u°(X) est une application bicontinue de u"(X) sur lu1 méme ; en partlcuher

uﬁ+l (X) — uo‘(X) , .

Lemme 9.6 ([7], Satz 8). X—u (0) - u?(X), cette somme étant directe.

Preuve (empruniée a [7m Soit x€X: daprés le lemme 9.5 il existe
: yEXtel que 12°(y)=u°(x); d’olt u°(x —u°(y)) =0, c’est-a- dlre_xEu (O)j—zz'?(){).
.Cette somme est directe d’aprés le lemme 9.4, ol Pon fait v=o, - ‘

. 10. Vecteurs propres et principaux. Soit 4 une valeur propre de v; les
points x de X tels que u(x)=0 sont nommés vecteurs propres-de u.corres-
pondant..d -la valeur propre 4; les points x de X auxquels on peut associer
un entier » >0 tel que u” (x)—O ont. été nommés par GOURSAT V(_’ctleS
principa x de v correspordant a la valeur propre 2.

~Soit » x) un endomorphisme . d’un espace euclidien E; le determmant
de la matrice de 'endomorphisme ox—u(x) (0€A), par rapport a une base
de E, est un polynome x(¢), indépendant du choix de cette base; on nomme
#(0) fonction caractéristique de v. On a ([9]" chapitre XV, § 112)

(10.1) _ S ,{(1;)——0
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Lemme 10.1. Soit u un ena’omorplusme nilpotent*) d’un espace euclidien
E de dimension 0; sa fonction caractéristique est y(o)=.0°.

Preuve. Si z(0) =0, il existe x€FE tel que ox=u(x), x==0; d'oi,
puisque u"=0, ¢*x=0, c’est-a-dire 0 =0; x(0) se réduit donc a son terme
de plus haut degré, qui est évidemment 0.

Le temme 10.1 a pour conséquence évidente le lemme que voici:

Lemme 10.2. Soit v un - endomorphisme d’un espace euclidien E de
dimension d, si U=7i—y est nzlpotent la fonction caractéristique de v est '
2(0) = (0—2,%. :

-Le:lemme 10.2 permct de résumer et compléter comme suit les lemmes
du n® 9:

Théoréeme 10.1. ([7], Satz 1, 2,6,8,9, 10, 11, 13) Soit % une valeur
propre de v aulre que 0.

" a) L'ensemble des vecteurs prmupaux dev quz correspondent a A est un
sous-espace fermé et euclzdzen Y. de X. La /cstnctton vdevayY est un
endomorphisme de Y; la fonction caracterzsttque de v, esl
(10. 2) (o)=(g—l)" ot d=dimY;
sa seule valeur propre-est 2; ‘ses vecteurs principaux et propres*sont ceux de
v qui correspondent a 2. :

b) Il existe un sous-espace fetme Z de X tel que w(Z)c Z, X = Y—{—Z
cefte somme étant directe. La restriction v, de v a Z est un endomorphisme
complétement continu de Z; les valeurs propres de v, sont les vale rs projres
de v autres qie A; ¢ ces valeurs correspondent pour v, el v, les mémes

vecteurs-principaux et propres. = . N
Remarque: Ona, vu (10.1) et (10.2)
(10. 3) ' w(Y)=0.

"Preuve de. a). Le lemme 9.3 prouve que Y-——Zz"(O), donc, vu le
lemme 9.2, Y est un sous-espace fermé et euclidien. Soit u, =2 -y
uy==0; d’oli, vu le lemme 10.2, la formule (10 2), qui prouve que la seule
valeur propre de v, est 4; les vecteurs principaux et propres correspondant
a 2 sont les mémes pour-ﬁ,.{, et v, puisque Zz"(O)c Y quel que soit »>0.
Preuve de b). Soit Z=19(X); les lemmes 9.5 et-9.6 prouvent que
Z est fermé et que X=Y-+Z (somme directe). Le lemme 9.5 prouve en
outre que 2 n’est pas-valeur propre de v,. Soit w(x) =gx—uv(X), ou'gziwl'
posons x==y-42z, ol y€Y, z€Z; V’équation w’(x)=0 implique w*(y)==
dong, vu a), y==0: les vecteurs principaux et propres, ne corre<pondant pas
a i de v et v, sont donc les mémes. '

?) u est nilpotent quand il existe un entier » > 0 tel que u=
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V. ENDOMORFHISMES TRANSPOSES.

11. Notations. X et X* seront deux espaces vectoriels a "vdisi_nages
convexes; <x, x> sera une application bilinéaire de leur produit XX X* dans A.
Nous dirons que la partie ¥ de X est orthogonale a la partie Z* de X*
quand <y,2*>=0 .quels que soient y€Y, 2°€Z*. Nous supposerons que 0
est le seul élément de X (de X*) orthogonal a X' (a X): X pourra étre
identifié¢ .2 un sous-espace du dual ([1], chapitre II, §4) de X~ et vice-versa;
des sous-espaces Y et ¥* de X et X* seront dits duuls quand Y s’identifie
au dual de Y* et Y* au dual de Y. :

v et v seront deux endomorphismes de. X et X* comple‘temem‘ continus
et transposés lun de Pautre: <{v(x), x*>==<{x,w(x")> quels que soient x€X
et x*eX*. ' ' ‘ ' o
- Soit A€A, 2#0 le théoréme 10.1 définit des sous-espaces Y et Z de X,
si 4 est valeur propre; sinon, nous définirons: ¥=0, X=Z. A ty et 2 sont
attachés de méme deux sous-espaces Y* et Z* de X"

Lemme 11.1. ¥V et Z* (Z et Y*) sont orthogonaux.

Preuve. ¥Y=0, si 4n’estpas valeur propre de v. Sinon : u(Y)=0, vu
- (10.3);-Z =u(Z")y="u¥(Z*) vu le theoreme 7.1 ou 10.1'b; par sulte si
yEY et 2°€Z°,
2> =<y, W)y — <u"(y) ¥y =<0, x">=0.
Lemme 11.2. Y et Y* sont duals. . :
Preuve. Soit y€Y orthogonal a Y*; d’aprés le lemme 11.1, y est
orthogonal a Y*+Z*=X*; donc y=0. Par suite ¥ est un sous-espace du
dual de Y*; donc, vu ['], ch. II, § 3. proposition 6 et § 4, proposition 6:
dim Y=< dim Y*; Y et Y~ sont duals, si I'égalité est réalisée. Or c’est le cas,
car, en interverlissant Y et Y¥,-on obtient: dim Y*<dim Y.
- Lemme 11.3. a*(Y) et 'u"(Y") sont duals (v > 0).
Preuve [1],. chapitre II. § 4, n°9, th. 4. |

Lem me 11.4. u (0) et w \0) ont méme dtmenszon ('v> 0).

Preuve. Onma ({1}, ch.1l, § 3, proposition 10): dnn u (O)—{—dnm a"(Y)—
=dim-Y; dlm’u (0) +dim ‘u”(Y')-d1m Y or Y et u"(Y) ont mémes di-
mensions que leurs duals Y® et tur(Y): ([1] ch. I, §4, proposmon 6).

Lemme 1. 5._u(X) est Uensemble des points de X orthogonaux da o (O).

Preuve. D'aprés le théoreme 7. 1 ou 10. 1, u(Z)=Zetu(X)=u(Y)+Z;
u(Y) est Pensemble - des points de Y orthogonaux a ‘BI(O) (1], ch. 1, §4,

th. 3); Z est orthogonal & 'u' (0) (lemme 11.1).
Ces cing lemmes prouvent le théoréme suivant:




186 ]. Leray : Endomorphisme complétement continu.

Théoreme 11.1. Les valeurs propres non nulles des deux endomor-
phismes v et v sont les mémes. Les vecteurs principaux de v et 'v corre pondant
G lune de ces valeurs propres constituent deux sous-espaces de X et X*, vuals.
Les vecteurs propres de v et ' corres ondant @ Uune. de ces valeurs propres
constituent. deux sous- espaces de X et X* ayant méme dlmen rion. Pour que
Péquation d’inconnue x :

Ax—u(xX)=Xx (40
" oit qu moins une solution, il faut et il suffit que x' soit orthoaonal aux
vecteurs propres de ‘v qui correspondent a 2.

12, Probléme. Sozt v le transposé, dans le dual topologique de X, d’un
endomorphisme com: létement continu v de X; jour que ‘v soit “complétement
. continu, est il nécessaire et suffisant que v le soit? }. SCHAUDER [8 I’a prouvé’
quand X est un espace de Banach.

Nota. Le dual topologique de X est I’espace vectoriel & voisinages
convexes que constituent les applications linéaires et continues de X dans A.
Par définition O est le seul point du dual top:logique de X orthogonal a X;
0 est le seul point de X orthogonal au dual topologique de X (conséquence
aisée de [1], ch. II, §3, th. 2). Si la réponse a- la_qixestion posée est affir-
mative, le théoréme 11.1 peut étre appliqué, quels que soient.X et », au
dual topologique X* de X et au transposé % de v dans X*.
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