204

Méthodes de sommation des séries de Fourier. I.

Par BELA Sz.-NAGY a Szeged.

§ 1. Matrices de type F.

Etant donnée une matrice triangulaire infinie .

‘ A=) (n=0,1,...; k=0,1,...,n)
de nombres réels ou complexes dont 4,,=1, attachons a chaque fonction
périodique f(x) de période 27, intégrable!) et ayant la série de Fourier

Fx) ~ X e(x), c.(x)=a,cos kx4 b,sinkx,
fe=() .

{es sommes

o, (x)=0,(A,f; x)= g'lnkck(x).

Nous dirons que la matrice A est de type F lorsque les sommes o,(x)
tendent vers f(x) en tout point de Lebesgue de f(x) et cela uniformément dans
Pintérieur de tout infervalle oir f(x) est continue. -

Le prototype .d’'une telle matrice est celle qui correspond a la méthode

classique de FEJER de sommer la série de Fourier par le procédé de la moyenne
arithmétique : A=(I—— Il en est de méme pour toutes les matrices

(")

1)
n+1J°
de CEsiro d’ordre r>0, A=(A",[A") ot AV =
En généralisant ces résultats classiques, HILLE et TAMARKIN®) ont montré

que toute matrice de NORLUND A= ( ,,'_L/P)» formée a partir d’'une suite
{p.} de nombres’ reels ou complexes en posant P,,I—th, est de type F,

a condition qu'il ex1ste une constante C telle que

1) Dans un intervalle de période et dané le sens de‘ Lebesgue.
?2) E. HiuLe—J. D. Tamargin, On-the summability of Fourier series. I, Transactions
American Math. Society, 34 (1932), p. 757 - 783.
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Ces conditions sont d’ailleurs seulement suffisantes et non pas nécessaires.

Les conditions (1)—(3) sont vérifiées en particulier lorsque p, > p,;, >0
(n=0,1,...) (ce qui est le cas par exemple pour les matrices de CESARO
d’ordre 7 tel que O <r<1 ou Von a p,==A""). La condition (4) se trouve
alors méme nécessaire pour que A soit du type F.

En généralisant ce dernier résultat, NIKOLSKY?®) vient de montrer que,
A=(4,,) étant une matrice de nombres réels tels que la suite 4y, 4,5,...,4,,, O
est convexe ou concave pour toute valeur fixée de n,- les conditions

(5) | lim2, =1 (k=1,2,..),

H—> 00

(6) : » ’ Ilnkl < Ca

n /‘
“nk
—_— < C
;szz; n—k--1 ]
sont suffisantes et.nécessaires pour que A soit de type F.%)

Malgré sa généralité, le theoreme de NIKOLSKY n’embrasse évidemment
pas celui de HiLLE et TAMARKIN, les matrices envisagées par ces auteurs ne
satisfaisant pas en général & I’hypothése d’etre convexes.

Voici un théoréme embrassant, en tant que conditions suffisantes, tous
ces théorémes comme cas particuliers: :

Théoréme. Pour que la matrice A= (2,;) soit de type F, il ézszit
quon ait

(A) imi,—1  (k=1,2,...)
et o
n-1 n
_ . SYRTI
®) 3 (2 imi<cy
oil ' ‘ '

Aik=z‘nk_zz’n,k+1+.ln,k+2 (k=07 ce = I); Z’noz ]1 )"n, n+1 =O'

3) S. M. NigoLsKY, Sur des méthodes linéaires de sommation des senes de Fourier,
Izvestiya Akad. Nauk SSSR série math., 12 (1948), p. 259 —278 (en russe).

9) La nécessité résulte d’'une part du fait quune suite convergente d’operatxons
linéaires est bornée dans la sphére unité de lespace fonctionnel en question, et d’autre

k=1
restent inférieures--en module a une méme constante.

5) On désignera par C, Cy,... des constantes ne dépendant pas de n.

part de ce queles fonctions cosnx et »,(x)= Z [cos kx—cos (2n-}-2—k) x]/(n - k1)
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La condition (B) est évidemment équivalente a '
i ﬂ*l
- (B) ' 2 (n—=kK log
. Dans le cas ou, pour chaque 7 f1xe, les 42, 'sont de méme sncrne le
premier membre de (B) se réduit par deux transformations abéliennes a

n .

I‘dnkl < C. :

(/"u()_/"'nn)— ;Zi.}v"k/(n_k%_ 1) N

la condition (B) est donc das ce cas une conséqucnce de celle (6) de NIKOLSKY.
" Dans le cas des matrices de NORLUND nos conditions prennent la forme

‘(A.\) , A ]”“ pn—-m/Pn - 0 (ﬂl = 07 ]’ M ‘)‘ ‘ - ‘
) <[~ m '
'(Bx) . mz—ll [1% l ) |pm pm 1! < CI nl

Elles sont moins restrictives que celles de HILLE et TAMARKIN citées plus
haut, (Ay) étant une’ consequence de (2), (3) et (By) une consequence de
(3), (4). En effet, (3) entraine que

n

x &k
n_Z"; |pi— Pl = /_'?_1 T:;n"p —Ds. 1i< lP]
donc | puom—"Luemisl/|P,l >0 (n>oc), et cela pour -m=0,'l,.... Comme

Do P~ 0 par (2), il en résulte-de proche en proche que p, \/P,~0, p,_/P,~0
.etc. ‘D’autre part, (3) et (4) entrainent que .

Z’l m Ipm.-pm—li < C|Pl|)

M

ClPIfi< C2iP,], |

m=

-
i
o

-donc

/1<C |P,:,

N’

Z ( /_ﬁ m Ipm _pm—l‘
=1

=z l

e qui est eqmvalent a (By). .

n

Pour la matrice: A= ((P,— P,.,)|P,) ot P,—= >X'p,, P_,=0, qu'on
[})

appelle aussi matrice “progressive” pour la distinguer de celle “rétrograde”
e NORLUND, nos conditions prennent la forme

(Al‘) - hm {Pnizoo’

e O on—k
(Br) 2 ( )!p,fpml <C|P,
Comme

f=n-k l
n

'Z”l <k+1,

f=n-K

{Bp) .est vérifiée en. particulier si 'on a (3).%) -

6) Le fait que les conditions (Ap), (3) et (2) assurent que.la matrice “progressive’;
A soit du type F, est connu; cf. E. Hine, Summaticn of Founer series, Bulletm Amertcan_
Math. Soczety, 38 (1932), p. 505 — 528, en partlcuhel p. 513,
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(—_l_—l) ol Z(u) (O=u=1) est une
~ fonction absolument continue telle que 4(0)=1, /‘J(1)=0, la condition (B)
se réduit a ce que lintégrale :

1 .
(1 —u)log
G 1

Observons enfin que si 2

|di (u)]
existe.”)
§ 2. Quelques conséquences immédiates des hypothéses (A), (B)..

Désignons par », dans tout ce qui suit,- le plus grand. entier compris
dans n/2.-Au lieu de 4,,, 4 et a1y A=, —4d, .., nous écrirons,
pour abréger, aussi-4,, &, et AZ.

Observons d’abord que

K ‘L k+1) pour 0= k£v
(n—)zi;m—k)"“xf |
o n-. [—2 —k) - pour v_gkgn;
donc Phypotheése (B) entraine-. L
-1 -1
m - Zk+nlap<2c Z(n—k>14|<2c
k=0

On obtient par deux transformations abéliennes : *

-t
—

2=l

-

g

(8) Ry =ty— () = | — > A —=1— > (k+1) £2— 4,
=0 . =i
ou encore
. . n . n_;I‘ ‘
(9) ;'1’:7' _;'n+1 VA =(n—q}+l)di’— ‘2{ (n_A)AI_:‘
"I_v . k=v -
On déduit de (8) et (9) la relatxon
) v—{-l
/v,,= y -v=
_ n+1 Ry n+l
=41l n—w1 &0 ; o X
. T on41 n--1 kéu(k+])J "}‘1];..-1! k) 4.
Grace a (7), cela donne .
(10) &plg1+4C=C1.

) Nous avons étudié des procedes de sommatlon engendrées par de teiles fonctions
“‘sommatoires” Z(u) (et méme par d’autres plus Generales) dans un Mémoire précédent:
Sur uné classe générale de procédés de sommation pour les séries de Fourier, Hungarica
Acta Math., 1, n* 3 (1948), p. 14 —52. Nous avons- déterminé les constantes de Lebesgué
et les constantes d'approximation correspondantes. '
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Ecrivons (8) sous la forme

vd, =112, _Z (/<+1)412
I en résulte par (7) et (10), que
(11) pd,|<14+C+2C=C,.
Montrons enfin que

(12) 3= Z|A -0 lorsque 11 oo,

Pour le voir, commengons par observer que, quel que soit Ientier
r=1, on peut déterminer n,==n,(r) de fagon qu’on ait
n

'Z'—l.—>r pour tout n=n, et pour tout m=r.

H

On a alors pour ri=n,:

1 |

_g’;wp,% (k-+1) |43 +
Nn~r n-1 n
RS {IE R S b =i [P}

k=n-r+1 \i=n-k

. En vertu de Phypothése (B) et de ses conséquences (7), il en vient que

.._~Z|4’I+ (n=ny).

Etant donné £ >0 arbitraire, on détermine r de facon que 5C/r < ¢/2;
grice & I’hypothese (A), on peut déterminer ensuite n, (=n,) de facon que
pour n=n, et pour k=0,1,...,r—1 on ait |4%,|<&/2r. On aura alors
3 < ¢ ce qui prouve (12).

§ 3. Démonstration du théoréme.

Partons de'la formule ‘

(13) o aM—f)=

oit

] T
7 & 0 P.(0)df
P.() =F(x+O+flx—0—2f() et K()=-y+ 2 hcoskt.
On obtient par deux transformations abéliennes :
n-1
K,(t)= 2 M(t) 4 + M,(6) 4,
ou encore -

v-1 n-1

(14 K= 3 M) 4+ 3 N 25+ Mo(t) 4o
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ou
sin® (k1) #/2
‘2sin? 2
Envisageons un intervalle (d, =), 6>0. Les fonctions IM, (1) et IN,‘(t)l

y restant inférieures 4 w(d) _sm'°d/2 on a

Kilzo) (1w +1al)  ostzn,

d’ot il s’ensuit par (11) et (12) que
(15) m,(d) = max |K,(f)| >0 (n>ox).
(4, )

M () = —F—— N (t) = N,( t)=M,(t)—M,,(t);

Montrons que |K,(t)|] admet dans (0,7) une majorante décroissante
K. (t) telle que '

(16) ' fK:(t)dt< C..

Pour |M,(¢)| on a évidemment la majorénte décroissante

(e 2] [2( L) =t 18 (Oété 2.‘)

M,:(t)=< £ 2 e
lllz(;)~n/ztz (T tgn)
et : . o
an, : OfM (t)dtsC(k—H) .
D’autre part, : '
Ny = |cos(n +1)t— cos(k+1)#| _ |sin(n+k+2)t/2. sm(n—k)t/2[
Al 2sin%t/2 sin®/2
admet la majorante décroissante
k242 . (n—k t/2 ’ 2
f g O ek a0 (0t
) (n——A)t/2 Jn—k 2 2
Nk (t) \ (f/ﬂ) =7 2t (n—{—k—|—z ét_tl—k')
l ] — 2 ! ( 2 <t< n)
(R 2 n—k= ="J0
et on a, pour 0<k<n, -
T 2 ' k+2
Oj Nk(t)dt=—7;—(n—k)[2‘_—}—logn_:—‘}“‘_]_n< e
' k)[2+log2+long;{];
donc ’ ‘ . |
(18) JNL(f)dt<(n—k)(Ca+C., Zh ,)
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Pour |K,(t)| on obtient ainsi la majorante decroxssante

n-1

K.:(t)—ZML t) |AQ|+2 N; <t>142| 4+ M) |4,
Par (17) et (18),

v-1 n-1 2

J Kit)at< C4Z(k+ DI+ 2 (n—k)(cs+c 2 )lzﬂ|+c4(v+ D4,

d’ou il résulte par (B) et par ses consequences (7), (11), linégalité (16).
Or les proprlétés

m©)+0 @-o),  [IKOld<C

suffisent 4 établir la convergence uniforme de o,(x) vers f(x) dans l'intérieur
de tout intervalle (@, b) olt f(x) est continue, on n’a qu’'a se servir de (13)
et de I’évaluation

f K.(t) 9.(t) dt| < max iqol(t)lj |K.|dt + m, (3) (’|w,<t)ldt-

Pour montrer que o (x) tend vers f(x) en tout pomt de Lebesgue, ou
- d’une maniére plus précise, en tout point x tel que

@,(¢) :_'—dﬁ @.(s)|ds=o0(t) pour -0,

on fera usage aussi des majorantes décroissantes et de (16). Pour un tel x,
on aura @ (f) < et dés que 0<t<d=20(¢) et par conséquent

' o, ' '3 o
JEMo.0df < [KIO)|o.0]di=[2.0) KR+ [ 0.0 d[—K @B <

0 d
<[t K +01' etd[—K; ()] = sﬁi'K:«) dt < Ce.

.~ D'autre part, pour n assez élevés,

ﬂK,,(t) ¢.(t) dt(émn(d)fl%(t)]dk .
On a donc
frwe.0d<a+Ce,

Comme ¢ était arbitraire, cela achéve la démonstration du théoréme.
Dans une seconde communication on traitera des probiémes analogues
pour la sommation des séries conjuguées.

(Regu le 25 juin 1949)




