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Elementarer Beweis und Veraligemeinerung
einer Reziprozitdtsformel von Dedekind.

Von L. REDEI in Szeged.

Wir setzen :
. m | '
M) Fm(x)=?;-_1 —xmlg . dxbl (m> ).
Nachher bezeichnen ﬁ1,n(> 1) téilerfremde natiirliche, Zahlen und m’, n eine
ganzzahlige Lésung von : :
(03] : o mm’ 4+nn =1.

Auch die Polynome F,(x), F,(x) sind teilerfremd, und so ist die Gleichung
3) F(%) X, (%) A+ Fo(x) X () = 1

il Polynomen X,,,(x), X,..(x) 16sbar. Der Grad dieser Polynome kann man
kleiner als n—1 bzw. m—1 wihlen, was wir im folgenden tun wollen, und
dann ist die Losung von (3) eindeutig definiert. Meines Wissens hat man
sich mit der expliziten Auflosung von (3) bisher noch nicht beschiftigt, ob- -
wohl die Wichtigkeit dieser Aufgabe nicht abzusprechen ist. Ich habe vor
einigen Jahren die gesagte Losung von (3) bestimmt, sie aber noch nicht
veroffentlicht. Sie fautet:

“@ X,,,,,(x)—-_-’g(_ k,fzn +; (k—n1)m'(Jr —m _.i_lzlm; )Xk’
wobei
CHE. ) —2—l1—+

und [2] die grofite ganze Zahl <2z bezeichnet. Der Grad von (4) ist wirklich
kleiner als n—1, denn der Summand verschwindet fiir k=n—1. Selbst-
verstdndlich hat man X, (x) so zu bilden, daf man in (4) nicht nur m und n
miteinander sondern auch /m’ mit n’ vertauscht.)

Es wiare unschwer die Richtigkeit der Losungsformel (4). durch Ein-
sefzung in (5) auszuweisen. Ich nehme hier davon Abstand und fiihre den
Beweis in einer-anderen -Arbeit aus.-((4) bleibt-giiltig und wird etwas ver-
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einfacht, wenn man [ ] fiir { } schreibt und rechts mit — 1 multipliziert, aber wir -
behalten (4) in der angeschriebenen Form.) '

Aus der durch (3), (4) angegebene Rezxproz1tatsbeznehung lassen sich
verschleden_e weitere Folgerungen ziehen. Insbesondere entsteht aus ihr der
quadratische Reziprozititssatz (flir Primzahlen m, n), so daf man x=—1
einsetzt, was ich hier ebenfalls nicht ausfiihre.

Eine Reziprozititsformel von DEDEKIND?) lautet so:

1

(6) Sm"+Snm=m-‘m2—3mn+n2+l),
wobei

. ‘ Skl mk
) ' S"":,g n n {

AuBer dem Originalbeweis von Dedekind hat RADEMACHERZ)3) frither zwei .
Beweise fiir (6) mitgeteilt?), ferner teilte er in diesem Band einen weiteren
recht kurzen Beweis mit®). Ich beweise hier (6) ebenfalls sehr leicht und
elementar.  Mein Verfahren besteht im wesentlichen daraus, daf ich in (3)

=1-}-f einsetze und beiderseits die Koeffizienten von #2 miteinander ver-
gleiche. (Auf dhnlichem Wege liefie sich eine Fiille von Reziprozitdtsformeln
von der Art (6) gewinnen, weshelb wir (3) eine Verallgemeinerung von (6)
ansehen kdnnen.)

Wir bemerken zunichst, daf3 3 bei festem n nur von der Restklasse

k (mod n) abhangt Deshaib darf im Summand von (7) k durch m'k ersetzt
werden, und so geht (7) bei Beriicksichtigung von (2) in

n-1

' : ' mi|\k
(8) : N Smn —k%l’ n 7
tiber. Ferner bemerken wir, daf§ aus (5) wegen
' Y- k 1 o
9) - 37 —‘;——2— k=1,...,n—1)
sofort

n-1
(10) : ,; il .
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-folgt. Hier darf der Zahler k durch m’k ersetzt werden, und so folgt aus (8), (9)

n-1

an . —Z m/c
. =1 !

"Endlich schicken wir noch die Forr_neln

V—m] | | —n ]
(12) n +: m =—7_n—.’
—2m'|  y—2n'| 2
'_(13) n ~ mn
-voran. Um diese zu zeigen, schreiben wir (2) in der Form
: m n 1
(14 TR T m T T ma

:Hieraus folgt zundchst

0 B I —om ] [ —2n _
) [

-woraus und aus (5), (14) sofort (12), (13) entsteht.

Um nunmehr (6) zu beweisen, fiihren wir den Operator G deflmert
durch '

Sf(m, n,.m',n"y=f(m, n,m’, n')4-f(n, m, n’ m)
.ein. Mit dieser Symbolik schreibt sich (3) so:
SF. (%) X,n(x)=1.
:Setzt man hier (4) ein, so -folgt aus (i2), (13) wegen (1)

km'| SN k—1)m’
n x+7%; n

‘Die zweite Summe schreibt sich (wegen (5)) so:

(15) SF,(x) (_—Z

x")= I—H]EFm(x) F.(%).

km' | k! Am_ —m’g .
k.__-ls .—.‘k—O n - n .x
-und so folgt aus (15) (12) (l)
SYICYCSmY of L.l PR By ey S By T ®)-

“Wieder nach (1) gilt also

n-1 ’
@(xm___ ]) Z m k
k=1

‘wobei man das zu k=0 gehérigé Glied auf die rechte. Seite geschafft hat.
:Setze man hier x=1+1 ein (beachte (1)) und vergleiche die Koeffizienten

S 1 | 1
Xt — 2 F(0) Fy(0) 4 (" — 1)k (= 1),
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. von t? miteinander:
mk

o n

s(n 3

: i=1 : -
== (n 3+ &) ) (8] 3 (B + (3] 45 )
Die zweite Summe verschwindet, und so gilt nach (1 I.)
e
el

Die rechte Seite berechnet sich zu

-%(mz'—an—}—n‘z—{— .

‘Das beendet den - Beweis von (6).

(Eingegangen. am 20. Januar 1950.)




