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Sur la convergence ‘d’une classe de séries
- orthonormales.

Par GEORGES ‘Am-zx-m*s a Budapest.

_ 1. Nous nous occuperons dans les'suivants, des séries ortho-
normales R

oo Zcrpn(x) _
dont les coefficients sont soumis  la condition Ic |>|C..+x| et démontre-

rons’ le théoréme': |
Si [6,]=C0u1] ‘et, pour un >0 quelconque,

o _ .1
’ 2 o Cn = O T o - i |
o o)
la série (1) converge presque partout. - :
2. Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer notre proposmon

- sous ’hypothése restrictive ¢,=¢,,,=0. En effet, soient ¢y ¢, . « . les: '

- coefficients posmfs de la _séne_. (1). Les hypothéses de notre theorémei
e . .
0 et a = O(n 7 (logn)-'-%). Si-nous démontrons- le
théoreme pour des séries orthonormales dont les coefficients sont posi- -
tifs et forment une stite décroissante, alors, en posant ¢, (x) = ¢x,(x) )
et a,==c,, la série Za,y,(x) doit-&tre convergente presque partout.”
La méme chose . est valable pour la série Zb,x.(x) ou b, est le
n-ieme coefficient négatif. de la série (1) -et "%, (%) la fonction @ (%)
,correspondante 4 ce coefficient. La série (1), étant da somme des séries
Ja,y,(x) et Zb,x,(x),” converge aussi presque partout. Nous pouvons
donc suppos€r, sans restnctlon de la generallté que ¢, =€, =0.
3 Désxgnons par :

entralnent Cr, = =" c,.

S.(x)= > c'm(x)
k=1 . ’
la n-ieme somme partxelle de la série (1) et ‘posons-

S @@—zwm

k=1
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Alors, en'supposant c, >'CHHEO on a

sne@—sels ¥ <ck_—ck+x>|@k<x>|+cmn|@ )]+ ol Lo OO

k=n+1
MM GAL et. KOKSMA ont demontre‘) que @ (x) —o(l/Tz (logn)m) presque N
| partout par consequent les deux derniers termes de Tinégalité précé-
- dente sont =o0(1) presque partout en vertu de 'ordre de grandeur (2)
des coefficierits ¢,. Notre théoréme séra donc démontté, dés” que nous -
réussrssons a établir la vahdrté presque partout de la relation ' :

e N (Ck'_ck+1)|®/(x)[_0(l)

o | :k'n+l | | o
J.]d')k(x)[de{deJ@k(x\)dx\r ~VG=ak, a)k
J

et par Lonaequenr,
o S

Z (ck—ck“)lmr(x)ldxsvb—a Z (Ck'—Ck+1)Vk§

k= n+l' . Lo k~n+l

- a

scm V(b—a)(n+1>+Vb—a P Z (Vk+1—Vk)c,,ﬂ .
L —a mA. Cre1
.‘ k%l VE

Vu Pordre de grandeur (2) des coffxcrents ck, on en tire pour un indice 3
N suffrsamment grand ' :

- <c,,+11/(b a)(n+1>+

j > (C:q4ck+1)|4?é(5<)|dx<n’
) k=N+1 . / )
quelque petlt que soit'n >0 donné d’ avance. Desrgnons par A r ensemble. K
des points x auxquels '
Z (c,.—c,,+1)](I>k(x)|>r7

k=N+l1 -
et par [A{ la mesure de l’ensemble A, alors ‘

njA] < j ;_N-l<ck—ck+x)|%_(x-)'ldx-<‘ﬁ?, |

 clest-a-dire: A| <"17' Mais .
| Z (ck—ck+1)|<15k(x)| 2 (Ck—Ck+1)|@k(x)|

k= n+l R k—n+2

l).‘je: tiens cette'conlm_unication de M., GAL. La publication’ p'araitra Sous peue - -
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donc

> @ —an)| )| < -

k=n+1
pour tout n= N et en tout point X exceptés les points de I'ensemble A
de mesure <17, ¢e qui équivaut a la relation (3) et la demonstrat:on '
de notre théoréme est achevée. .

" 4. Notre critere de convergence peut @étre, en certdins cas, le

meilleur des critéres connus, méme s'il sag:t spécialement d’une série
de Fourier - :

+ Z (a,cos nx—l—b sin nx)

En effet, soient ao=0, b,=0et a, le n-iéme. coefﬁment 0, = 0. Posons
i,==[n"%"] et o o
o a, = .
- " Vn(logny+* _

D’apres le théoreme que nous venons de démontrer, cette série est
. convergente presque partout. Les autres cr:teres auxquels on pourrait’
.encore penser, sont les suivants: : 7

10 Zazlogn < oo 2)

; . n =l o .
. 2% Za (logn) <oo 3)
. n=1
30 Z aZ(log 4, )2< oo.‘)

N . "=1 N
1l est évident que les critéres 1° et 2° ne sont pas apphcablea ila série”
considérée. Quant a 3% on voit qu'ayant posé i,= [n‘°“"] on a‘)
logn = O(log 4;,), -par conséquent .

Z‘ a’(log4, )2 = const Z ai(logn)s.

n=1 . n=I1

Cette série {:tant divergente, le critere 3° n’est apphcable non plus.

(Regu le 23 novernbre 1948)
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4) Voir 1a note precédente
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