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Sur la convergence d'une classe de séries 

orthonormales. 

P a r GEORGES ALEXITS À B u d a p e s t . 

• Í. Nous nous occuperons, dans les suivants, .des séries ortho-

normales • -
* ° ° 

(1) '¿'«VP-to • ' 
tt —1 ' : . 

dont les coefficients sont soumis à la.condition |c„[è|c„+i| et démontre-

rons' le théorème 

Si |c„|^|cn+1| et, pour un e> 0 quelconque, 
<2>- • . 

la série (1) converge presque partout. ' 
2. Rémarquons d'abord qu'il suffit de démontrer notre proposition 

sous l'hypothèse restrictive c„^c„+là0.. En effet, soient cfcl,-ct. . . les-

coefficients positifs de la série (1). Les hypothèses de notre théorème 
_ JL ' 

entraînent ck ^'ckn+l, et ckn^=0{n 2 (log/j)"1"®). Si nous démontrons-le 

théorème pour des séries orthonormales dont les coefficients sont posi-

tifs et forment une suite décroissante., alors, en posant </>„(x) = fpk„(x) 
et an = Ch„, la série 2a„ip„(x) doit être convergente presque partout. 

La même chose est valable pour la série Zb„%n(x) où b„ est le 

n-ième coefficient négatif, de la série (1) et %„(x) la fonction <p '(x) 

.correspondante à ce coefficient. La'série (1), étant Àa somme des séries 

2anrpn{x) et Zb„x„(x), ~ converge aussi presque partout. Nous pouvons 

donc supposer, sans restriction de là généralité, que c„ à c„+1 ¡à 0. 

3. Désignons par 
' n • 

s'Áx)=^ck(fk(x) 
k — 1 

la n-ième somme partielle de la série (1) et posons-

- : • • <r>Ax).-z '<pk(x). : • • 
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Alors, en supposant cngc„+1^0, on a 
m 

j sm (x)-s„(x)|^ X (ck-ck+1)11>k(x)I + c„ , I® M(x)| + cn+111>m(X)|. 
* = n + 1 • . ' 

M M . GÂL et KQKSMA ont démontré1) que ®„(X) =^o(fn (log/I)1+£). presque 

' partout ; par Conséquent, les deux derniers termes de .l'inégalité p.récé-

dente sont = .0(1) presque partout en vertu de l'ordre de. grandeur (2) 
des coefficients c„. Notre théorème séra donc démontré, dès que nous 

réussissons à établir la validité presque partout de la relation 

( 3> • • ' ¿ (c/£-c,+1)|'®, :(x)[ = 0 ( 1 ) . • •• 

Or . . 
b • | b i, • | 1 ' 

' | |û>k(x) |dx^{ ' J. dx }2 = Y(b—a)k, . 
a • l a • ' a ) 

et par conséquent, . 
. . b ' * ' • . 
. f y (ck — c,£+1)|(x)|dx^VtT^a - j r (<v-c*+,)Yk-g'\ . _ \; 

J fc = n+l • • ' * . - . • - b—n +1 • 
.a ' „ ' . • . % ' ' . 

: ' s S c „ + ; Y ( b - a ) ( n + 1) + }fb^a Z ' ( f Â + ï - U ) c M ^ 
.•••-;•• 7t = n f l '. .. • 

. '•-sc„+1 Y(b-a)(n+\) + ïEEË % 4 
2 - fc—«+i ] [ k 

Vu l'ordre de grandeur .(2) des cofficients ck, on en tire pour un indice 

N suffisamment grand: " . • . • ' 
b • ' • . 

(' Z {ck^ckil)\<l>k(x)\dx<if . 

quelque petit que soit ?? > 0 donné d'avance. Désignons par .A l'ensemble 

des points x auxquels 

' Z (ck-ck+l)\$k(x)\^v 

et par |i4| la mesure de l'ensemble A, alors 

' . ( Z (ck-ckii)yt>k(x):dx<?f, 
. J ii—N+i. . ' .. .. : 

. ' . •
 A

 ' „ '• . . . . 
c'est-à-dire: \A\<ri. Mais . . • . . . . ' ' 

. . . . . * = n + l • . • k = n + 2 . •• 

>) Je tiens cette communication de M. GÁL. Là publication paraîtra sous peu» 
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donc 

, jp (ck — ck+1)\S>k(x)\<i] 
J t = n + 1 

pour tout n^ N et en tout point x exceptés les points de l'ensemble A 
de mesure < çe qui équivaut à la relation Ç3) et la démonstration 

de notre théorème est achevée. 

4. Notre critère de convergence peut être, en certains cas, le 

meilleur des critères connus, même s'il s'agit spécialement d'une série 

de ïrourier. • 

o 00 

+• 2 (o„ cos n x bn sin nx). 
* n=I . ' 

En effet, soient <70 = 0, b„ = 0etain le n-ième coefficient av 4= 0. Posons 

/n = [n,08"] et 

' a , ' n _ J/n (logn)1+£ ' 

D'après le théorème que nous venons de démontrer, cette série est 

convergente presque partout.. Les autres critères auxquels.on pourrait' 

encore penser, sont les suivants: 

1° ¿ f l 2 > g n < o o , * ) ' \ 
n =1 • ' 

2VZ«„( logn)2<co,3) 

n = l 

n = 1 

Il est évident que les critères 1° et 2° ne sont pas applicables à la série 

considérée. Quant- à 3°, on voit qu'ayant posé /'„ = [nlog"], on a4) 

logn = 0(log-îin), par conséquent ¿o^( log/ i f l )
2èconst .^^( logn) 2 . 

n — 1 - n = l 

Cette série étant divergente, le critère 3° n'est applicable non plus. 

(Reçu le 23 novembre 1948) 
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