Uber den Mischalgorithmus- der Mxttelwerte. ,'

Von STEFAN FENYO in Budapest

-~

1. . M(x,, - . . X,).. ist ein Mittelwer't.‘ (oder"_eine . Mittelwertfunktion,'v -

kurz ein Mittel), definiert im Bereich a<x=<b (i=1,2, .. .,‘ 1), wenn
er den folgenden Bedingungen geniigt:

a) M(xl,.. , X;) ist stetig und streng monaton in samthchen Va-
‘riabeln, d: h. es ist_ S ,
lM(x,,...,.xk_l,gk, xk+1, x ) M(xl) , X )l<£ fa”S iE —-Xk|<6

und , L.
M(x,,..ﬁ,x,,_l,E,;,x,,;l,'...',x,_,)<M(x1,...,x,,,.,l,x,,)‘falls :E,,<x,, o
' S ' A k=1,2:..,n);
b) M(x,x,...,x)=Xx; - R
. ¢)-M ist symmetnsch in- seinen Vanabeln
d) minx,<M(xy, ..., %) <maxXx. .

Im folgenden soll die Existenz -der partlellen Ableltungen erster ’
und zweiter Ordnung vorausgesetzt werden. T

Ein Mittelwert wird . quasiarithmetisch genannt, falls eine stetlge
und monotone Funktlon @(x)- existiert, so daf die Beznehung

M(x x )_____ Q)—l gD(xl)'}'- "+@(xn) ’c,l
13 o0y Aa) . -~ n - K

ftr. simtliche Werte x, aus (a, b) zutrifft. Hier bedeutet @' die" Um- .
kehrfunktion von @(x). Diese Funktion ®(x) wird die zu dem Mittel
M gehorige K-N (KOLMOGOROFF—NAGUMO-) Funktion genannt‘).
- 2, Die Mittelwerte . L -
M("(xl,.. X,), M(z’(xl,.. ix), ... M"”(x,,.. L x.)
seien gegeben und wir- betrachten den folgenden Algonthmus wobei

- / .

. 1) A, KOLMOGOROFF, Sur-la nogion de. Ia znoyenne, Atti dell;Accademza dei

Lincei, Rendiconti, 12 (1930), pp. 388—301 ; M. Nacumo, Uber eine Klasse der Mxttel-
_werte, japanese journal of Math., 7 (1930), Pp. 71—79
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xlo;xl,'xgo—xg,..., x,,'o—x,,,- beliebige Ausgangswerte bezeicﬁnen'
'(asx,osb i=1,2,...,n): ' . -
T T Y (f{z}:'z e
'Es 1aBt sich lelcht bewelsen daf die- Grenzwerte
lim X

. koo
fiir i=1,2,.. .', n existieren alle den gleichen Wert X haben, und daB '
" die durch M(x,,..:; x )—X definierte . Funktion eine Mxttelwertfunktlon

der Variabeln xl,xg,...,x im Berelche a<x,<b. ist. Dieser Algo- .

rithmus wird als Mischalgorithmus -der Mittelwerte MO My

bezeichnet. Die durch den stchalgonthmus gewonnene Funktlon M
ist offenbar die einzige Mlttelwertfunktlon dle eine Losung der Funk—
tlonalglexchungz) . :

'(1)_M(xl,..,x) . , o : : :
M(M(”(xl,.L,.,x,,); MPG, . x);. o MPx, %),
3. Nun w1rd dle Frage gestellt' welchen Bedmg‘unge’n'dle ‘Mittel- -
" werte M® unterworfen sein miissen, damit M quaswnthmetxsch ist?
Ist M qua51ar1thmetlsch $0° gllt deflmtlonsgemaﬁ

(ORI LA S
n -

fT’[M(xl, Ch X)) =

Andererselts gxlt nach Glelchung (1)

DM DU
- _

 OM(x, .. x)] =

Wir differenzieren die Glelchung ’ .
@ oMUt +MMW—@WJ+ +wa>
beiderseits zuerst nach x,, dann nach X; (1:}=/) W1r setzen zur Ab-' .
kiirzung - .
amM¢ (xl,...,x,,')_

ox, o

62M(""(x ‘. . .,'x,, k) . 13
o) ), )= WY
0RO -

2‘1

G k=1,2,...,n)

M®x,, ..., x,,)4= M"";

ﬁg‘)(xlf DR ] xﬂ)=M£:‘)’

-2) Fiir analytiéche Mittelwerte s. G. Aumanx, Uber- d_en Mischalgorithmus - - -

analytischer Mittelwerten, Math, Zeitschrift, 39 (1935), ‘pp. 625—629. Fiir nichtanaly-
tische Mittelwerte: I. FENYG, #A,' kozépértékek . elméletérdl (Inaugural-Dissertation,
- Budapest, 1945). D Co :

o
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und gewmnen SO
Q"[M(U]M(UM(])—{- A Q;rl[M("llM(")M(ﬂ)+
| ' + @' [MUIMEL + D UM, =0,

- Es sei nun x,=x,==...=Xx,=X, dann besteht wegen?) "
. - 1-
Mi?(x,x,...,x):; .

die Relation o

3) as"(x)+n[M“’ (5 X) o MEL(x, L, D] O (X) =0,

- Wenn also die Funktion @ ex1s'uert dann soll sie der D1fferent1al-
- gleichung (3) geniigen, d. h. soll

@(x)—fexp{ nJ[M“’ .,t)+...’+M£:‘lj(t, t)]dt}d';__
o =@ A®-. e
- sein, wo R | |

@ f=epl—n M., 0dt] (k=120

..Setzen wir zur Abkﬁrzung

S E(x)—Vfl(x)fz(x) yAEN
" Da @’ () = E(x), so folgt aus (2). offenbar -
) E(M“’)M“’+E(M_‘”) MS,?+_...+E,(M‘"’)M‘"’ E(x)

tir 1=l 2,.. : - ' /
‘ - Wir behaupten “daB dle Bedmgungen '(5). zugleich hinreichend
sind dafiir, daf die Integralfunktlon @(x) von E(x) d1e K-N Funkhon

-des’ Mlttelwertes M ist. ,
- Es folgt namlich -aus (3). fiir- die Funktnon

d(x, . .., X,)= w_(M“’)+. DU — D5 ... — D),

dafl .
od C :
A L a—x—o (f—])2)t'\’:n)! )
also ist -d(xi; e x,) konstant. Setzt man . x,=x,=...=Xx,, so folgt

%) Denn aus’ MP(x,..., x) =x folgt, dab
M D FME X D) +M£’,‘,’ (x,... V=1,
: und wegen der Symmetrie st . .
MO, ..., %)= M,‘,ﬁ'.)(x,a. X
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" aus b), _daﬁ diese . Konstante gleich Null ist. Also hat man’

QM)+ .+ M) = D(x)+. . .+ D(x,).
Die quasxanthmetlsche Mlttelwertfunktlon
’ ! [— @)+ o, ))]
geniigt also der Funktlona]glelchungen (1), folgllch ist 51e glexch'
M(xy, ..., X,). ) ‘
Damit haben wir ‘unsere Behauptung bewxesen

Wir bermerken noch, daB, wenn M®,...; M™" quasmnthmetlsche' '

Mittelwerte sind, so sind die unter (3) aggegebenen Funktionen die
Ableitungen der K-N Funktionen der Mittelwerte M®, M@, ..., M™, %)
- Also ist in diesem Falle die Ableitung .der- K-N Funktion des.. Resul- °
~_tates des Mischalgorithmus, das geome'tnsché Mittel der Ableitungen
der. K-N.Funktionen der Mittelwerte M“) ., M7, Wir erliielten_also
- den folgenden

Satz. Dafur -dap das Resultat des. Mischalgorithmus der Mittel-
werte M“) M2, M(") ein quaszarzthmetzsches Mittel sei, ist noz‘wendtg
-und huzrezchend daﬁ o 3 -

_ E(M“’)M "+ +E(M‘"’)M‘"> E(x)
fiir i% L,2,...,n gllt Dabet 1st

. :
E(x)=exp{ f s +M<: q(t L0jdr]

o (p,q—l 2,...5n belzebtg, pPF9)-

Zusatz Smd MY, ., M quasiarithmetische Mittelwerte, ‘sind .

weiter die Ableitungen ihrer monoton wachsenden K-N Funktionen gleich

F{(x),..., F;(x), so ist die Ableztung der K- N Funktzon von M (falls
sie exzsttert) glezc/z

v

E(x) VF’(x) F,f(x)'._:_‘ o

. 4. Wir miissen noch eine Frage klaren. Bei der Bildung der Funk-
tion E(x) betrachteten .wir die zweiten. partiellen ‘Ableitungen der ge-.
gebénen Mittelwerte nach x, und x, und wir bezéichneten mit pund ¢q
beliebige ganze Zahlen (D={=q) zwischen ‘1 und 2. Es wire nun denk-
bar, dab die $0 defmlerte Funktion E(x) nicht emdeutng ‘bestimmt iSt,

4)] ACZEL-——S'I‘ FENYO, Uber die Theorle der Mlttelwerte d:ese Acta, 11
(1948), pp. 239-=245. . :



40 E ©  St. Fenyé

Dieser Fall ist mit unseren Annahmen unvertraghch Aus der Symmetne
der gegebenen Mittelwerte folgt namlich '

' M,E';’(xl,.v. x)——M”"(x Koy oo Xuy oy X,)
anferenzneren wir belderselts nach X, " (q<£p), so ergibt snch

3
,ﬁllq(x‘, cey X)) —Mim (xp, R S :g,,).

- Ist hier ,xl%x2=.;.=x =t SO nst '
'Uf)a?q(f 5 1) —Méﬁ’z,,(t )k pg= 1,2,...,n0).
Aus b) erhilt man ‘

° - ' O . l
_ . Mﬁ(:lx‘)(f)-‘- "Jt):—ﬁ_). .
" woraus sich S ' ,
ML D MO O MO D=0
erglbt Nun ist nach der vongen Feststellung ' .
| MO D= (=) MO ..ot
und éihnlich gilt ’ : ’
| ML) = =1 ML )
u:s.w. Also ist ' : o
MUt e ) = (a—= V)M (s . ., 1)

‘von i,p und ¢ unabhingig, womit unseére. Behauptung' bewiesén ist.

-5. Schlieflich betrachten wir einige typlschen Beispiele, welche" '

auf manche" mteressante Erschemungen hmwelsen ' - : -
L Es sei

M )(xnxa)——A(x,, xg)_; xl‘l'xz . MO(x,, Xz)——H(x,, %)= 2$§2 :
A und H smd quasxarlthmetlsch ihre K-N Funktlonen smd -

| Fy(x)=x und 'F,(x): —
und es gllt CoL

CF)= ﬁ(x)—l Fg(x)—fg(x)—.—xl (x)z,]/

Nun st E(A)Axl—}-E(H)HIL'———E(xl), also ist das: Resultat»..des
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-Mischalgorithmus .von A und H quasiarithmetisch; seine K-N Funk- -
tion ist - : '

D(x) = JE(x)dx—logx a

Die Umkehrfunktlon von @(x) ist e, also ist
' Jogarlogs, - -
Mt 1) =Gt x)=e ° =Jxxn
Der cesuchte Mittelwert ist -also das geometrlsche Mittel von x, und x,.

In diesem Falle waren die urspriinglich angenommenen Mittelwerte und
auch des Resultat quasmnthmetlsch -

II. Es sei
C2X,%y

1—|-X2’

L0 - . . 2.'_ . .
M (5 3) = H(s, 30) — MO (e, 1) = K, %) = 215
. . S X, - Xy

. Hier 1st

i _fl(x') —_—;5; fo(x) =exp [—4J Kxxxg(t,:.:,t) dt]=_x2; E(x)=——1/%.x2‘= l..
Also gilt . - ' SR ' S

Coxrc o ax2 Lo
2 == =1=E(x).
oty T T gmy, T B

Das. mit . dem Mlschalgorlthmus ‘gewonnene - Mittel - ist also auch
,quasmnthmetlsch und zwar ‘ist es’eben das anthmetnsche Mlttel von

X, und. X;. Denn es 1st

E(H)Hxl—}—E(K) le _

Xy X
20 7
Das merkwurdxge an dlesem Beispiele 1st daB obzwar einer der
gegebenen Mittel — das antiharmonische — mcht quasmnthmetlsch ist,”
das Resultat doch quasiarithmetisch wird. . .- 7
IlI. Es kann auch vorkommen, daf obzwar keiner der gegebenen,
Mxttelwerte quasnarxthmehsch ist, das durch den Mlschalgorlthmus ge-.

(D(x) = JE(x) dx—x also M(xl, xg)—

" wonnene Mittel doch quasmnthmetlsch ist.” Z. B.

ilx—;—gx_ll_-—i_—iﬂ M(Z)(xli xﬁ) - xli§2 ) M(xU x?) l: Vxl xZ'

IV. Als letztes Belsplel zeigen wir die Umkehrung dleser letzten,
Behauptung. Das durch den Mnschalgonthmus gewonnene Mittel kann
namlich auch ein mchtquasmnthmetxsches seif, selbst werin dle Aus- -
gangsmlttel quasiarithmetisch sind. Z. B -

m(-xu Xy)=

X X ’ )
M(I')(xl’xﬂ)=,*4-(xux2)~ ‘+ 2, M‘z’(xl,xs)——G(xI,xa)—Vﬁ;
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Dann ist f,'(x)=1,f2(x)=—;c—, E(x)=—l—, und

Vx

V2 1 1 X,
EA)A,+E(G)G,, = e =
. ( ) Vx, 4+ x 2 ]}R 2Vx2

_ist von x, nicht unabhdngig, also ist das aus A und G gewonnene

Mittel nicht quasiarithmetisch. Da -aber -dieser Mittelwert eben das

Gaussische Medium arithmetico-geometricum ist, so erkennen wir die

- bekannte interessante Tatsache, das dieses wichtige Mittel nicht quasiarith-
metisch ist. : T

(Eingegangen am 21. januar 1948.)



