Dne Abelschen Gruppen ohne engenthche
Homomorphlsmen. o

Voq L. S,ZELP_AL‘ in Szeged.

~ Im folgenden bestimmen - wir -alle- Abélschen Gruppen!) @, .die" f
keine eigentlichen homomorp'hen Abblldungen gestatten d. h folgende
Exg\.ns\.haf‘ E, haben:

-E.: Jedes howomorphe Bild U#{O} 2) von .G tst zsomorph 2u .
v Dlese Bedingung ist offenbar gle1c11wert1g damit, daB jede Faktor—
gruppe (it mehr als einem Element)-von @ isomorph zu @ ist.

Fiir endliche . (nicht . notwendig kommutatlve) Gruppen ® ist E,
-'aquwalent mit der Einfachheit von &: Daher kann eine Gruppe @ von
der Elgenschaft E1 auch. halbemfach“ genannt werden o

"Unter den: endhchen ‘Abelschen Gruppen sind bekanntlich nur die
(zyklischen) Gruppen 3(p) vor - Prxmzahlordnung P einfach, . also atich
‘halbeinfach. Dage,qen gibt es unter den unendlicher” Abelschen Gruppen
auch halbeinfache Gruppen,-.cie nicht’ einfach sind. ‘Ein Beispiel fur
_ eine solche” Gruppe liefert die multiplikative. Gruppe samtlicher p-ter,’

o p- ter, p3-ter, . komplexe1 Einheitswurzeln (p Primzahl), dié-offenbar
Aauch als dxe durch die Elemente Ay, Ay, A, .. von dex Eigénschgft-
(]) o Alz‘:o pA =0, pAz—An pAs—‘Az;--- .

erzeuate (addmve) Abelschie Gruppe.definiert werden kann. Dxese Gruppe
"bezelchnen wir mlt S(p )3) Man sieht unmlttelbar daf die Gruppe

1) Dlese schrelben wir addmv - o - ’
‘ 2) {'} bezeichnet die durch die emgeklammerten Elemente erzeugte Gruppe.
Insbesondere soll {0} d1e aus dem Nullelement allein béstehende ‘Gruppe bezeichnen.
'8) Diese Bezelchnung rechtfertlgt sich duich folgende interessante Eigenschaft: -
" ‘von 8(p ), die Herr Prof. L. REper bemerkt hat: B3(p%) ist dze einzige Abelsche
Gruappe, die, aber keine echfe Untergruppe von inr, aile- zykllschen (;ruppen 3¢ p°) der
Ordnung pﬂ (e==1,2,3;...) als Untergruppen enthdlt. (Es ist. keineswegs trivial,
~ daB die Gruppe 3%y auch in dieser Weise definiert werden kann, denn es gxbt
Abelsche Gruppen, z. B. die unendliche _direkte Summe 3(p)-r—3(p9)—|—8(p3)+
die alle 3( ) enthalten ohne auch 8(p°°) zu enthalten) Die Richtigkeit -der. Be-
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3(p”) die Eigenschaft E, hat, denn die echten Untergruppen dieser
~Gruppe sind mit den zyklischen Gruppen {A,} von der Ordnung p”
n=1,23,..) erschopft und es gilt-3(p%)/{A.} 2 3(p°). ,

Nun zeigen wir, daf die angegebenen Beispiele schon alle halb-
einfache Abelschen Gruppen sind. Es gilt namlich der

Satz: 3(p) und 3(p°) (p=2,3, 5 7 .) sind -alle Abelschen
Gruppen von der Etgensclzaft E,.
- Diesen Satz werden wir sehr einfach, mlt Hilfe des foigenden
Satzes von BAERY) beweisen: Gilt fiir die Untergruppe  einer Abelschen
Gruppe & die Gleichung n9==9 mit jeder natiirlichen Zahl n, so. ist
.9 ein’ direkter Summand von &. Nach diesem Satz ist 3(p”) ein direkter
Summand von ®, falls.3(p") €@ gilt. Es ist namlich: n3(p*)=23(p").
Die Richtigkeit dieser Gleichung ist nach (1) fiir n= p® klar. Da alle Ele-
“mente von 3(p”) von p-Potenzordnung sind, so.ist auch m3(p”) =3(p") "
mit p A m offenbar richtig. Fiir ein ‘beliebiges n=p°m,_ (p*m) folgt

hieraus in der Tat: n8(p~ )—mp 3(p°‘)——m3(p )—S(p ).

Sei nun @ eine Abelsche Gruppe mit der Eigenschaft E,. ' Belm ,
“Beweis des Satzes unterscheiden wir folgende zwei Félle: o
. Erster Fall: Es gebe eine " natiirliche Zah! -n mit n®=+®. Dann -

.gibt es offenbar :auch eine Primzahl p mit der Eigenschaft p@==®. In
diesem Fall hat die Faktorgruppe ®/p® mehr als ein Element, folglich”
“muf sie isomorph zu & sein. Da.aber in der- Faktorgruppe ®/pG alle -

Elemente #%0 von der Ordnung p’sind, so zerfallt ® in die direkte.
Summe von Gruppen 3(p). Es kann aber nicht ® = 3(p)+ &, & +{0}
sein,. denn ‘daraus folgte &~ 3(p) im Widerspruch mit der voraus- -
. _gesetzten Eigenschaft E,. Folglich erhalten wir in diesem Fall: & = 3(p).
Zweiter- Fall: Es gelfe fiir alle n die Gleichung n®— . Sex F
die. Untergruppe von & bestehénd aus samtlichen Element endhcher
Ordnung. Zuerst ze1gen wir, daff F=1{0} ist. Wiirde namllch & aus
lauter Elementen von unendhcher Ordnung bestehen so folgte fiir ein
Element B0 aus (CRN . S

G~® {23}

merkung vori REDEI laBt sich nach einer freundhchen mundllchen Mlttenlung vonHerrn T
SzELE so zeigen: Enthilt die Abelsche Gruppe ® simtliche Gruppen B3p)e=123,..),
- so gilt dasselbe. offenbar -auch fiir die Untergruppe p® (bestehend ~aus alleri Ele-
- menten pX mit X e ®). Ist auBerdem-noch & eine minimale, Gruppe .dieser Elgen- .
schaft, so muB p® =6 gelten. Das besagt aber, dal jedes Element von ® in der
" Form PX (X €@) erscheint. ‘Folglich 1458t sich eine ‘Folge Ay, As, As,... von Ele-
menten in ©. bestimmen, die die Eigenschaft (1) hat.- Wieder wegen der Miriimal-
eigenschaft von & muB "dann @& mlt der~ Untergruppe {AI,A&),A3, . }_B(p“)
iibereinstimmen, w. z..b. w. ‘
T *’4) R. BAER, The subgroup of the-elements of finite order of an abehan group,-
Annals of Math 37 (1936), S. 766 —1781 (Theorem 1.1, S. 766)
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was ein Wlderspruch mxt E, ist; denn” @/{ZB} hat ein Element 2-ter -
Ordnung, mithin "kann diese Gruppe nicht isomorph zu @& sein. Nun °
* folgt aus der Eigenschaft n@—=® auch nF—=g fiir alle n.. Denn
n® =@ besagt, dab jede Gleichung nX=G€® in ® eine Losung X
hat: Fiir ein. GE%S muﬁ diese. Losung X auch in.§ liegen, so daB -
“n§—=F gilt. - Sei nun A; ein Element von Primzahlordning p aus §.-
‘Dann folgt aus. pF=g die Existenz einef Foige von Elementen A,,
Az, . .. in§ mitder Elgenschaft(l) Diese Elemente erzeugen eine Unter-
. gruppe 8(p ) von § d. h.-auch von @, die- nach- obxgem ein direkter
" Summand Von @ ist. In & =3(p®)+G" mub aber nach E, der Sum-
mand & (wie oben) verschwmden womit & =3(p”) also auch der.
Satz bew1esen ist. : S : "

To

(Eingegengen am'.29.. Oktober 1948) - >'



