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Die Abelschen Gruppen ohne eigenthche :
‘ Endomorphlsmen. :

Von T SZELE in Debrecen (Ungarn)

In der v‘orangeh_enden Arbeit von Herrn l'.. SZELPAL‘) wurden alle
- Abelschen Gruppen bestimmt, die keine eigentlichen homomorphen Ab-
bildungen gestatten Ein analoges- Problem ist, sdmtliche Abelsche
Gruppen®) & zu bestimmen, die keine eigentlichen Endomorphismen
“(d. h, homomorphe Abbildungen in sich) gestatten d1e also folgende A
Elgenschaft E, haben: h

E,: Jeder vom szlloperator verschledene Ena’omorplusmus von G
1st ein Automorphismus. ' -
: Unter den endlichen - Abelschen Gruppen sind offenbar nur. die

Gruppen 3(p) . der Ordnung. p (= Primzahl) ven -dieser Eigenschaft.
(Ich spreche iibrigens . die Vermutung aus, dafi die Eigenschaft E, fur -
endliche Gruppen mit der Emfachhent gleichwertig ist®):)

Ein Beispiel fiir eine ‘unendliche -Abelsche Gruppe, die nicht ein--
fach, aber von der Eigenschaft E, .ist, wird durch die additive Gruppe
- Rt samthcher rationaler Zahlen angegeben Man swht namlich unmittel-
‘bar, dab die ,multiplikativen® Endomorphismen von $* (die also jedes
Element auf sein r-faches abbilden, wobei r eine feste rationale Zahl
bezeictinet) alle Endomorphismen erschopfen. Wir beweisen den folgenden

Satz: 3(p) und R* sind alle Abelschen Gruppen von der Elgen-
’ sclzaft E,.

HIL SZELPAL, ‘Die Abelschen Gruppen ohne elgenthche Homomorphlsmen,
diese Acta, 12 (1949), S. 51—53. .
?) Diese schreiben wir additiv.
8) Aus der Einfachheit von ® folgt offenbar E,. Dle Moghchkext der Umthrung
macht die folgende Uber]egung sehr wahrscheinlich. Ist -eine endliche Gruppe &
nicht-einfach, fillt sie sogar mit ihrer "'Kommutatorgruppe nicht zusammen, so gilt

auch E, nicht fiir ®. Denn ® hat dann einen Normaiteiler von einem Primzahlindex . -

p und zugléich auch eine Untergruppe der Ordnung p, worauf sich & homomorph
abbilden 146t. Folghch kann : die obige Vermutung nur durch eine endliche nicht-
“einfache Gruppe, die ihre eigene Kommutatorgruppe ist, mderlegt werden.
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‘Bemerkung. Auf'Grund der Analogie beider Probleme kann
-dieser Satz -als der ,dual- entsprechende“ des Satzes von SzELPAL in' |
" der vorangehenden Arbeit betrachtet werden: Die Gruppen 3(p”) und- .
R+ erscheinen in. der Gruppentheorle oftals-.,Zwillinge*. Z. B. B(p) .
und R+ sind alle maxnmalen Abelschen Gruppen ersten Ranges?). )

'Sei nun. @ eine Abelsche Gruppe von der Eigenschait E,. Da die -
Abblldung X>mX (X€®) - fir jede (feste) 'ganze Zahl' n' ein Endo-
. morphismus von & ist, muB wegen E, fiit’ jedes -n entweder n® = ¢,
'oder n@={0} gelten Demnach unterschelden wir zwei Félle,

.Erster Fall: Es. gebe ein n mit n@~—{0} Dann muf die kleinste

" solche- positive: ganze Zahl-n=p eine.Primzahl sein, denn aus n—uv“_ X

(w,v<n), 1@ =vG— (ijolgtn(Sj—_uv(Sj——u@ ®. Wegen p(S}—{O}" _
‘hat aber jedes Element +0 von © die Ordnung 2 folglich zerfallt &
in die direkte Summe von Gruppen 3(p).” Aus. ©= B(p)—}—@‘ folgt nun .

"nach E, G = {0}, dehn gegenfalls. hitte ) einen ezgentllchen Endo-

* morphismis, der namiich jedem Element von @) seine - 3(1)) Kompo—
nente (gemaB der Zerlégiing ¢ = S(p)—{—@*) zuordnet In dlesem Falle
" haben wir. also & =23(p) bekommen. - ‘
_ Zweiter Fall; - Es -gelfe fur Jedes n die Gletchung n(S 6. Zuerst_
zeigen. wir, daB in diesem Fall die Gruppe ® rein-unendlich ist, d.-h.
kein Element :l:O von- endlicher  Qrdnung. enthilt. Aus n® =@ und A
. E, folgt namlich, daf die Abblldung X->nX (X€B®) ein- Automorphls-_ _
mus von & ‘ist, so daﬁ nX=0 nur fiir X=0 gelten kann.

. Sei riun A==0 ein festes Element der rein- unendlxchen Grippe &, -

fiir die nach der - Voraussetzu'lg nG=— (S (n—l 2,3,.:) gilt. Dann
st die Glexchung E SR ‘
(1 T nX=mA~ o

ftir ]edes Paar , n#O von ganzen Zahlen in @ Iosbar und zwar hat
" diese Gleichung’ ‘genau ‘eine Losung. X-in G, da diese Gruppe rein-
unendlich ist.. Aus- demselben Grunde sieht man, dab X in (1) nur von

der ratlonalen Zahl —n— abhangt Ordnet man also- dem Element Xin’

(/(1) von @5 dxe Zahl T’ zu, SO entsteht offenbar eme ememdeut:ge-

: 'Abbxldung einer Teilmenge von (8 auf die addmve Gruppe R+ samth-
_cher ratlona]er Zahlen Diese Abbxldung st ein Isomorphxsmus denn

"4) Unter_einer Abelschen Gruppé ersten Ranges versteht man eine -kommu-
tative Gruppe, in‘der .jedes Paar.von Untergruppen = {0} einen Durchschnitt {Oa :
~ besitzt.” ,Maximal“ soll bezeichnen, da8 die angegebene Elgenschaft kemer echten
-Obergruppe der betrachteten Gruppe zuknmmt S -
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aus (l)_.'und:r;',X’=m'A folgt
Jnn' (X4 X')=(mn"+-m'n) A,

) coomn’'4+m'n . .om

[

nn’
® eine zu R+ isomorphe Untergruppe enthalt,. die also mit Rt be-
zeichnet werden kanr. Dann folgt aber aus dem in der vorangehenden
Arbeit zitierten Satz von BAER®) (im Falle §=%R): '
S G =Rt46", o o

da namlich offenbar ARt =R+ (n=1,2,3,...) gilt. Hier mub "(wie
‘oben) nach E, der Summand & verschwmden womnt &= §R+ also
_auch der Satz bewiesen ist:

7. Wir haben damit bewiesen, da

(thgegangen am 29. Oktobéer 1948.)

T

5) Siehe die Bemerkuné 4) in der vorangehenden Arbeit.



