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Uber die ebenen Bogen der lmearen Ordnung Drel.
Herm HEeINrIiCcH. Tm'rzm zum 70, Geburtstag am 31. Vlll 1950 gew1dmet

. Von OTTQ HavupT 1q ,Erlangen (Deutschland).

S

s Emleltung

" Die Gestalten‘) der (nicht notwendlg algebraischen) k'urven2) vom
linearen. Ordnungswert®). Drei in der pro;ektxven Ebene P, hat zuerst
C. JUEL%) bestimmt unter der Voratissetrung, daB es sich um Vereini-
~ gungen von endlich vielen (stetlg) differenzierbaren®) Bogen vom linezren -
- Ordnungswert Zwei. (also von Konvexhogen) handelt. -Andererseits hat-
Herr- A. MARCHAUDG) gezeigt, -dab jeder Bogen (n Py -vom linearen
- Ordnungswert Drei und vom linearen /ndexwert Nulil Vereinigung von
. 2 oder. von 3 ‘oder von 4 Konvexbigen ist,-deren jeder (bei gkeigneter
- Reihenfolge) " mit dém. vorhergehenden einen Endpunkt gemeinsam hat;

1) Der Begriff der Gestalt kann dabei auf v.rschiedene Weise definiert werden.’
Im Text oben liegt zunichst der frither (Monasshefte fiir Math. und Phys. 43 (1936,
S.2611f. eingefiihrte Gestaitsbegriff zu Grunde ;- vgl. auch oben im Text (Einleitung
“weiter unten-. Die in §§2, '3 oben im Text besprochene Kiassifikation der Bogen 3.
Ordnung de-kt sich nicht vollsta d1g mit diesem Gestaltsbegnff :

2) Unter einem Bogen bzw einfuchen Bogm wird. ein " eindeutiges, stetlges
bzw. ein topo,log:scl;es Streckenbild verstanden. ‘Handelt es.'sich speziell) um ein
eindeutiges stetiges bzw, topologisches .Kreisbild,” so sprechen wir von eine' Kurve
" bzw. einfachen Kurve. Besit:t de- Bogen B die Endpunk e A und.C, so schreiben
wir auch “8.= AC, ferner. AC fiir di: Verbindungsgerade von A und C, sowie AC
bzw. AC fii- eine offene bzw. abgeschlossene Strecke mit den Endpunkten Aund C..
Soweit nicht anders bemerkt, kann ein Bogen cffen oder abgeschlossen d. h Bnld )
einer offerien.oder abgeschlossenen Strecke sein.

' 3) Unter dem linearen Ordnangswerl bzw. Indexwert eines Bogens B, abgekurzl )
A.LO(%) bzw. LJ:%B , sei das in den oben ‘m Text betrachteten Fillen stets vorhandene)
‘Maximum bzw Mmlm ;m der Michtigk it des Durcmchmttes von B mit den Geraden
des Pz verstanden. 1st LO{B endlich, so kann B insbesondere keine Strecken (und
erst ‘recht keine Geradem enth lten. Unter dem linearen Ordnungswert eines einfachen
.Bogens in einem Punkt Q€S, in Zeichen LO Q) genater LO Q; B -ist das Minimum
der .LO(Ul) zu verstehen fiir alle Umgebungei 1l von Q auf.B; es heiBt B linear
ordnungssinguldr in Q€8 und Q ordnungssinguldr (auf B), wenn -L0:Q >2 s
- Befr eine Klassxkaatl n der ordnungssinguliren Punkte -vgl. FuBnote 11). Is - T_ein
- mehrfacher Punkt von B, d.h. Bild mindes:ens zweier Punkte der Usbildst ecke, so -

- _haben wir LO(T') jeweils auf einen bestimmten Zweig, d h. auf die Bilder der

Umgebungen eines (festen) Urbildpunkleé von T, .u beziehen. Ein (singuldrer oder.
' ' A10
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-dabei wird Diffekenz_ierbarkeit (und stiickweise Konvexitit)?) des Bogens -

nicht vorausgesetzt. Der Marchaudsche Satz ist keineswegs eine Folge . .-

" oder naheliegende Veraligemeinerung des Juelschen; es gibt namlich®)”
Bogen vam linearen Ordnungswert Dréi, die nicht ordnungsfest zu Kurven
. erweiterbar, d. h. mcht Teilbogen von Kurven des linearen Ordnungs-
wertes Drei sind. -

 ‘Wihrend JUEL?) ‘sein Korrespondenzprmzxp als Bewelsmxttel heran-
zieht, gelangt Herr MARCHAUD®) durch eine Diskussion der moglichen

- nicht-singuldrer) Punkt Q des ebenen Bogens %, in dem zwei -Konvexe Teilbogen
. von B zusammenstoBen, heiBe -glaff, wenn in @ genau eine fréie Tangente
(Paratingente) ¢ an B existiert, d.h. wenn alle - Geraden durch 2, beliebig gegen Q
konvergierende- Punkte P/, P” ‘von B den gleichen Limes ¢ besitzen. (Dabel sollen
P’ und P” dem -gleichen Zweig von B angehdren; vgl. Nr. 2. 1.) Ein ordnungs-
singuldrer Punkt. .S von B-ist dann und nur dann glatt,; wenn S ein Wendepunkt 11)
" iSt (Vgl. aligemein fir Bogen'im E, bei I. SAUTER, Math. Zeitschrift,- 42 (1937),
S. 539 ff.). DaB B den’ Indexwert Null ‘besitit, kann (vermoge passender Wahl der
* uneigentlichen Geraden) als g]exchbedeutend angesehen werden-damit, das B in der °
euklidischen Ebene E innerhalb eines Kreises liegt (beschridnkt - 1st) DemgemaB
wird Jeder Bogen B mit LJ(B)=0 als in E, und beschrankt angenommen dann hat
auch der Begriff ,Seite“ einer Geraden einen Sinn.
4) C. Juer, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4.

Ordnung, Danske Vidensk. Selskab Skrifter, 1. R., Naturv. og Math. Afd, 11, 2.
) (Kopenhagen, 1914), S. 113 ff. Vgl auch C. JurL; Einige Sitze iiber ein- und mehr-
-teilige Elementarkutven 4. Ordnung, Math. Annalen, 76 (1915), S. 343 ff.

* 8) D.h, es soll in jedem  Punkt R des Konvexbogens & die (stets eindeutig
bestlmmte) vordere Halbtangente an & komplementir (d. h. entgegengésetzt ‘gerichtet)
'sein zur hinteren Halbtangente, ihre gemeinsame. Trigergerade st die Tangente an’
R in R; diese Tangente ist stetxge Funktion von R (die Geraden als Elemente eines
topologlschen Raumes betrachtet). Uberdies ist B in jedem seiner ‘Pupkte glatt (vgl. 3))-

8) A: MarcHAUD, Sur les continus d’ordre borné, Actd math., 55 (1930), -S. 67 ff.

Bei Herrn MARCHAUD, ist stets . LJ(B) =0, vgl. a. a. O.; S.-69. Ziif. 1., 3. Absatz

‘oder: S. 83 unten.” — Die Indexwerte 0 und 1 sind bei LO(.‘B)—S die einzig -

.- moglichen;- denn es ist LJ(B) <1, weil lede Stutzgerade an B in QEY hochstens' :
einen weiteren “Punkt von B enthit.

7) DaB jeder Bogen B mit' LO(B)==3 Veremlgung endlzch vieler Kvonvexbogen
. ist, wurde gezéigt in ‘Math: Annalen, 92 (1924), S. 88 ff.; kiirzerer Beweis aiich in

den Sitzungsberichtertd. Bayenschen Akad. d. Wtssenschaften, math, naturw Abt.,'
1925, S. 6.

8) MARCHAUD, a.a.0.9), S.89. Der Bogen des Marchaudschen Belsplels hat
der Indexwert Null; es gibt aber auch nicht ordnungsfest erweiterbare Bogen 8 mit
. LO®B)=3 und LJ (‘8)'—1 Die Nichterweiterbarkeit ist bedingt durch die Definition
des Ordnungswertes, demzufolge B bei endlichem LO(B) keine Strecken enthalten
kann; vgl.3). Bei antderer Definition (vgl.z.B. Sifzungsberichté d. Bayerischen’ Akad
d, Wissenschaften, math.-naturw. Abt,- 1941, S. 57 ff,,. Nr. 2.2.) ist ordnungafeste
" ‘Erweiterung zu einer Kurve immer méglich, nidmlich durch Hmzufugen einer Strecke
(,triviale* Erweiterung). (Vgl. Math. Zeitschrift, 52 (1950), S. 527 fi., wo auch gezeigt
wird, -daB ein -Bogen,” wenn: uberhaupt nicht-trivial zu einen Bogen dann sogleich -

- . nicht-trivial: zu ‘einer Kurve ordnungsfest erwex(erbar ist (a. a, 0., S. 542, Zusatz))
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gegensextlgen Lagen dreier Maxnmalsekanten”) bzw. ihrer Schmttpunkte '

mit dem Bogen zum Ziel. Im Folgeniden soll demgegentiber auf ein’ der- o '

Juelschien_Methode naherhegendes ‘Verfahren hingewiesen werden; ‘das
einen, wie uns scheint, gedanklich einfachen ‘Beweis des' Marchaudschen':
Satzes “liefert. Daruber hinaus fiihrt das in Rede stehende Verfahrén
ganz von selbst zu einer . ubersmhthchen, gestaltltdzen Klasszﬂkatron aller
" Bogen B vom linearén Ordnungswert Drei und von beliebigem Index- "
* . wert; man. erhiit dabei Kriterien, denen- zufolge die ,Gestalt* von B8 |
- bestimmt ist- durch . Erstens die Anzahl ‘der Punkte:von B, welche auf

der Verbmdungsgeraden g der Endpunkte von- B liegen, sowie ‘durch _ -

- die gegensextlge Lage dieser ‘Punkte auf g;- Zweitens durch die- ‘Lage
von B relativ zu g in der Umgebung- eines jeden der Endpunkte von - .
B. Die ,Gestalt“ von B ist dabei!) im. wesentlichen festgelegt durch

die Anzahl und Art der ordnungssinguldren®), Punkte von 3 sowie durch

" die Mindestanzahlen der Konvexbogen, als _deren Veremlgungen- sich .
+ die ;ewuls sroﬁten c1r1g',1'arxtatenfrplen Tellbngen von - B darstellen
lassén. Die oben erwihnte (und in §§-2,3 mitgeteilte) gestalthche‘

Klassmkatlon ‘der Bogen % vom linearen- Ordnungswert Drei ist dabe1 B L

. insofern- etwas scharfer als die blofie. Aufzihlung der- verschxedenen',
Gestaltén von- 8, -als in-ihr Bogen glelcher Gestalt durch weltere Merk- .
male ‘unterschieden werden. !

Die vorhin erwilnte Herleltung des Satzes ‘von Herm MARCHAUD
wnrd ‘nachstehend (§1) gebracht.. Sodann wird (§§ 2, 3) die angedeutete
" Kiassifikation der’ Bogen vom . lmearen Ordnungswert Drei angegeben,

- wobei in Riicksicht. auf den zur Verfiigung stehenden Raum_auf die
Wiedergabe der Beweise verzichtet. -werden musste; diese sollen in einer )

spﬁteren Note nachgetragen werden. Ferner soll spater die Aufzah]ung o

“

* “aller nicht -ordnungsfest erweiterbaren Bogen vom linearen Ordnungs-

 wert Drei mitgeteilt werden. Auch hoffen wir, bei dieser Gelegenheit '

auf die’ Gesfalten der Kontinta vom linearen Ordnungswert Drei niher -
- einziigehen sowie auf die Frage nach einer Ergdnzung unserer notwendigen
Bedmgungen zu hmrelchenden Bedmgungen dafiir, -daB eine Vereinigung
von hdochstens vier Konvexbogen den linearen Ordnungswert Drei besitzt.

Unser. Verfahren zur Bestimmung der Gestalten der Bogen in der” . '

~ Ebene vom linearen’ Ordnungswert Drei hat allgemeinen Charakter,
insofern es nimlich bei anderen Ordnungsproblemen fir Bogen (z.B.
fur ebene Bogen bei anderen Ordnungscharakterlstlken) anwendbar ist,

9) .Unter eiher Maxzmalsekante von 55 xst eine Gerade zu versrenen die Sekante -
ist, d.h. mit B nur Schnittpunkte gemeinsam hat und.zwar genau soviele Schnitt-
punkte, als der Ordmingswert betrigt, also Drei. GemiB des .sogen. Reduktlons-
- satzes (Monatshefte fiir Math. und Phys., 40 (1933), S.18) folgt aus der Endhchkelt, :
von LO(23) die Existenz von Max1malsekanten ’ . . -
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falls Kntenen fiir die Zerlegung ,nicht-normaler* Bogen in ,normale*
(vgl. §1) bekannt sind und falls jede ordnungsgeometrische Singularitit
ordnungsfest ‘geglittet d. h. falls der betrachtete Bogen gleichmaBig
- approximiert werden kann durch Bogen des . glelchen Ordnungswertes
mit nur glatten Smgulantaten .

§l Mmimalzahl ) der konvexen Tenlbogen bei Bogen
dritter Ordnung vom Index Null.

1. 1. Es sei & ein Bogen mit LO(®)=3 und L](®B)=0 in
P,, also 0.B.d.A.3) ein beschrinkter Bogen in der euklidischen Etene
E,. Es-besitzt ¥ hochstens einen mehrfachen Punkt!®). Es -ist %' .
Vereinigung endlich vieler Konvexbogen7), bésiizt also nur endllch viele
ordnungssmgulare Punkte S. :

1.2, Es.sei B zunichst emfach und es sei' S’E%’ ordnungs-

. singuldr auf- B’ aber kein’ Wendepunkt!).. Dann _kann B’ in.beliebig
~ kleiner 2-dimensionaler, ausser 'S’ keine ordriungssinguldren Punkte vom
B enthaltender, Umgebung" B’ von §" so abgedndert (»abgerundet*)
- werden,” dab durch die Abrundung wieder “ein einfacher Bogen B mit
- LO(B)=3 und Lj(?B)—O entsteht, der nur in einer 2-dimensionalen
"~ Umgebung ' von S’ mit uc%' nicht mit B’ identisch ist und der
~in ¥’ genau einen oder genau zwei Wendepunkte besitzt, je nachdem
S’ ein ‘Schnabel oder eiri Dorn war. Somit ist ¥ gleichmébiger Limes
‘von ‘einfachen Bogen B,, deren ordnungssmgulare Punkte samtlich
Wendepunkte sind. Gilt daher der Marchaudsche Satz fiir diese Bogen
B, so auch fiir B’; denn der Limes eines in 23 enthaltenen Konvex-
bogens & ist konvexer Texlbogen vonr B’ oder ein Punkt von B,

Demgemi8 werden wir von-jetzt an-alle ordnungssmgularen Punkte
" als Wendepunkte voraussetzen
1.3. Es sei B emfach mit Lj(FB)——O er sagen, es liege B
' normal zur. Maxnmalsekante m, wenn bei geengneter Orient-

- 93y Vgl. die Defmmdn im Text Nr, 2.2.
10) MARCHAUD, a.a, O %), Ziff..15,, S. 87-88. :
11)'Es seien &', 8" Konvexhogen, ‘welche einen Endpunkt Q gememsam haben
und sonst fremd sind. Die Vereinigung von & und 8 ist ein *einfacher Bogen R,
Es seien h’,h"” die Halbtangenten in Q an & bzw. & und es seien g’,g" die:
. -Trigergeraden von f’ bzw. h". Ist g’s- g"” so bezeichnen wir Q als Dorn oder als.
Schnabel auf &, wenn in einer Umgebung von Q folgendes gilt: & und 8” liegen:

*  beide " auBerhalb des von k', h"” begrenzten Winkelraumes 1 (mit 0<m<n) oder-

der eine liegt auBerhalb, der andere innerhalb von 1v. Ist aber g’=g", so haben .

* wir in @ einen zu den Dornen bzw. Schnibeln zu rechnenden Grenzfall, nimlich
eine Dornspitze bzw. einen Wendepunkt, je nachdem h'=h" oder h’ 4 h”, voraus-
gesetzt, daB & und - &” auf verschiedenen Seiten von g’ liegen. Falls g'=g" und
&, 8" beide auf der gleichen Seite von g’ hegen _ist LO(Q; 8)=2 oder gleich 4,
je nachdem R 4R oder B =#H". . N .
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ierung von B und m dxe Relhenfolge der 3 Punkte von m§8 auf B und
~auf m (in Eg) die gleiche ist. Liegt B normal . zu- jeder Maximal- "
sekante, so helﬁe B normal (schlechthin). Liegt B nicht normal um,.’
- s0 sagen wir, es liege ¥ anormal zu m uiid, falls mmdestens eme.
solche -Maximalsekante existiert, es sei-B anormal

1.3.1. Ist dann 58 normal so besitzt B hochstens 3 ordnungs- ’
singuldre Punkte und ist Veremlgung von (hochstens) 4 Konvexbogen“)

1.3.2. Es sei ]etzt B anormal gelegen etwa zur Maxxmalsekante -.
m. Sind dann S;,j=1,2,3, die ‘Schnittpunkte von m ‘mit B in natlir-
licher Relhenfolge -auf B, so llegt S, auf m zw1$chen S; und S,. Daher

liegt der eine Endpunkt etwa C, von 8= AC. innerhalb des’ vom

Teilbogen A = SS2 von B und von der Strecke 882 begrenzten :

beschrankten Gebietes. Die Verbindungsgerade g— AC der Endpunkte
von B hat daher einen Schnittpunkt Q mit B gemeinsam derart, daf -
"€ auf g zwischen -A.und Q- liegt. .Ftir Anormalitdt von B ist daher
'notwendxg (und auchr hmrelchend) dafy dle Verbindungsgerade der .
. beiden Endpunkté A und C von B noch einen Schnittpunkt- Q trigt,
der aufiethalb der Verbmdungsstrecke der Boorenendpunkte ‘liegt; dabei

lst LO®)=3 wund L](B)=0 angenommen ferner C als zwischen A

) und Q gelegen. Demgemif _ist €= QCU CQ eine emfache (geschlos- :

sene, beschrankte) Kurve dle auf der entgegegengesetzten Seite .von . -

g= AC liegt: wie’ der. Bogen 9 = AQ Auﬁerdem ist LO((S)=2 fiir *

€= CQ, andernfalls namlich wiirde eine Gerade ' existieren?), die mit _ j o

¢ genau 3 Schmitpunkte gemeinsam hatte also " mit der Strecke QC
~-genau ginen und folglich mit-9 mindestens einen Schmttpunkt
Widerspruch mit- LO(8)=3. Ganz entsprechend ergibt sich, daB,
LO(Q)=2 auf $ ist; ‘man kann zum Beweise die Tatsache beniitzen,
"daB im Falle LO(Q)—3 Geraden existieren, welche mit B drei Schnitt-.
punkte gemeinsam -haben, von denén mindestens -einer innerhalb A
und mindestens einer innerhalb € (in belleblgen Nihe von Q) llegt ’
Schlieflich ist 9 nicht anormal, also normal; denn.die Verbmdungsgerade
- AQ seiner Endpunkte schneidet 2 nicht. Nun kann aber % nicht mehr
* als einen ordnungssinguldren Punkt en{halten denn andernfalls wurden”‘)
Stiitzgerade 't an A ‘existieren, die durch Q gehen, und zu ¢ wiirde es
eine benachbarte Gerade geben die mindestens 4 Punkte mit B
gemeinsam hatte.. Damit ist der Marchaudsche Satz fur den Fall ein-
facher Bogen -bewiesen. - : : g

12) a.a.0.9) und Annalt di mat pura ed appltcata, 27 (1948), S 301 (B) 2).
oy zufolge des sogen. Expansxonssatzes a.a. 0. 9), S 37.
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) "-1.4. Es sei 1etzt 58 mcht emfach aber wxeder sei LO(%)—B
LJ(B)=0. Dann. exnstlert“) genau ein zweifacher Punkt D auf 9.
Zunichst falle D mit dem Endpunkt C von B -zusammen. Dann ist 8
wieder anormal und es gelten im wesentlichen unverindert die ein-
"schligigen Uberlegungen von Nr. 1.3.2. Nunmehr sei D verschieden
“von den beiden Endpunkten A, C von 8. Es sei % — AD bzw. 6 =CD
der einfache Teilbogen von B mit den Endpunkten A,D bzw. C,D.
Dann ist (B—%X—C)u(D) eine ‘Kurve & mit LO(R)=<3, also mit
LO(R) =2 (weil LO(R)=0. mod 2). Es ist ferner LO(D)=2 (gemiB -
Nr.1.3.2) auf demjenigen Bogen, *der dadurch entsteht, daB man die
_ Bogen-¥% und (R—(D)) bzw. € und (8—(D)) in D aneinandersétzt,
und der, abgesehen von D nur einfache Punkte enthalt ‘Daher bildén
9% und € in D einen Dorn. Somit ist $ Limes von Veteinigungen B, .
dus "dem Oval & und. aus einem einfachen Bogen R, mit LO(B,)=
- =LO(R,)=3, wobei R, durch Abrunden (in D) desjenigen Bogens
~erhalten wird, der durch Zusammensetzen von 2 und € in D entsteht
_und einfach’ ist. Folglich besitzt %, mindestens zwei Schnibel und zwar-
Wendepunkte. Fiir n—co konvergieren diese zwei Wendepunkte gegen
D. Nun ist R, gemdB Nr..1.3 ff. Vereinigung von nicht-mehr als 4
Konvexbogen; und :unter diesen Konvexbogen konvergiert nach dem -

- ‘eben Bemerkten derjenige gegen einen Punkt, nimlich gegen D, welcher

" durch die in Rede stehenden zwei Wendepunkte von %, begrenzt ist.
Dieser Konvexbogen geht daher beim Grenziibergang ,verloren®. Daraus
" folgt die Giltigkeit des Marchaudschen Satzes duch fiir Bogen mit

. Doppelpunkt (wenn man eiwa & ‘als emen Konvexbogen zahlt)

-Anmerkung Auch die Bogen ‘vom- Index Eins liefien sich ]etzt
noch ein beznehen (vgl dazu §3) ’

§ 2 Klassiﬁkahon der Bogen dritter Ordnung
vom Index Null.

2 l Zwecks ﬁberswhthcher Formuherung der ins” Auge gefaBten
Klassmkatlon fihren wir zunichst folgende Unterscheidung ein hinsicht-
lich .des Verhaltens des Bogens B in je einem seiner. Endpunkte AC.
Es sei ndmlich s dxe offene- (beschrankte) Verbindungsstrecke dieser
Endpunkte; dann’ setzen wir LO(A)=23 .oder LO(A)=2 je nachdem -
es. Geraden f durch zwei _zu A beliebig benachbarte Punkte von B
gibt oder -nicht gibt, fiir dle der Durchschnilt von f und s nicht leer -
ist. (Um auch den Fall emzubeznehen, daB A Doppelpunkt von B ist,

" haben wir festzusetzen: Die erwihnten Nachbarpunkte von A‘gehdren'

" 14 MARCHAUD, a.2a.0.9), S. 87 unten. )



s

Ebene Bogen der Ordnung Drei. e ' 159

- +zu demjenigen Zweig A von B, dessen Urbild eine Umgebung desjenigen -
* Endpunktes der Urbildstrecke' ist, der A entspricht. Im Falle LO(A)=3
- bzw. LO(A)=2 bezeichnen wir A als einen Quasis¢hnabel bzw.
" als einen Quasihut. Diese' Bezeichnung wird durch die Tatsachie
nahegelegt, dafi im Falle eines'.Quasihutes bzw. Quasischnabels in A
der Bogen B in der Nihe von A innerhalb bzw. auferhalb desjenigen
. Winkelfaumes verlduft, welcher von der ‘Halbtangente an ¥ in A und

B von. der, C enthaltenden ‘Halbgeraden - mit A als Anfangspunkt gebildet ..

wird: “Und"dié Bezexchnung LO(A)=2 usw. ist. motiviert durch die
'Bemerkung, daf A auf dem aus ¥-und der Strecke AC zusammen-

',gesetzten Bogen' den linearen Ordnungswert 2 usw. besxtzt wenn bei -

. der-Bestinimung des Ordnungswertés die Tragergerade.von AC als
- Ordnungscharakteristik auBer Betracht bleibt. -

- Wir bemerker ferney: "Die Verbmdungsgerade g der Endpunkte
von B 1st““) entweder fremd zu 9B oder ‘hat mit B genau einen Schmtt- '
punkt S geémeinsam. Ist B .einfach und liegt S auf g zwischen den '
beiden Endpunkten A und C, so ist B normal, andernfalls anormal. .
(Vgl. .Nr. 1.3.2) Bei anormalem B konnen und wolen wir die Bezeich-'
nung der Endpunkte stets so wihlen; daB C 2wischen A und S ‘liegt.,
.Schliefilich . fiihren .wir, ebenfalls der- grofieren . Ubersichtlichkeit -
wegen nachstehende Abkiirzungen .ein. Die’ Tatsache daf Bein
einfacher oder nicht-einfdcher Bogen vom Index O 1st werde durch ,
das.Zeichen E, bzw. D, angedeutet. Ist der Bogen P einfach und hat -

B.mit der Verbindungsgeraden seiner Endpunkte keinen bzw. -einen-- L

weiteren Punkt gemeinsam, so soll dies "durch. das. Zelchen E;(0)j)
“bzw.” E,(1]n]/)-und E,(1 lal/) angedeutet werden, wobei i bzw.. a besagt,

. dab % normal bzw. anormal ist, und wobei j die -Anzahl der. auf B-
gelegenen: Schnibel bezeichnet (em Dorn hlerbel als aquxvalent mit |
- zwei Schndbeln gerechnet)

2.2, Mit Benutzung der in Nr 2:1 angegebenen Bezelchnungen
Alaﬁt sich jetzt - unsere Klassnflkatlon zunachst der emfachen Bogen so
formulieren: _
.. Jeder eznfache Bogen .58 vom, Imearen Ordnungswert Dret und vomv
Indexwert ‘Null besitzt eine der folgenden Gestalten:

" - 'Erstens. Die Verbindungsgerade g der beiden Endpunkte A, C
- von B ist fremd zu B bis auf A und C (Typus EO(O)) '
‘ Es. enthiit B ' : S

- genau einen Schnabel (aber keinen Dorn) wenn einer der Endpunkte o
ein Quasxschnaucl, der andcre aber ein Quasihut ist (Typus E;0{1));
. genau zwei Schndbel oder genau einen Dorn, wenn beide Endpunkte
Quasxschnabel sind. (Typus- E,(0]2).) ‘ .

J148) Unter B wxrd hier der affene Bogen verstanden (vgl. FuBnote ).
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. Zweitens. Die Verbindungsgerade g der beiden Endpunkte A, C
von B enthilt, aufer A und C, genau einen Punkt S; dieser ist stets
- Schnittpunkt (Typus E,(1)). Es sind zwei Unterfille zu unterscheiden

Unterfall (n): Die beiden Endpunkte werden auf g getrennt
durch S. Dann ist B normal (Typus E,,(l]n)) und es enthilt B

-genau einen Schnabel (aber keinen Dorn), wenn beide Endpunkte
Quasihiite sind (Typus E,(1{n|1);

. genau 2wei Schridbel oder genau einen Dorn, wenn einer- der

Endpunkte ein Quasihut, der andere ein Quasxschnabel ist (Typus

Ey(t{n,2))

genau drei Schndbel oder genau einen Schnabel und genau einen

Dorn, wenn beide Endpurikte Quasischnibel sind (Typus Ey(1|n13)).

Unterfall (a): Die beiden Endpunkte werden aufgmcht durch
S getrennt. Dann ist B anormal’ (Typus E,(1]a)). :
Liegt etwa C auf g zwischen A und S, -so enthdlt &

keinen Schnabel und kemen Dorn, wenn A ein Quasmut ist (Typus’

~ E(1]alo))

genau einen Schabel (aber keinen Dorn), wenn A ein Qua51schna- ,

bel ist (Typus Ey(1]al1))-7*) -
C . Wir bezeichnen jetzt als Minimalzahl der Konvexbogen von B
die Anzahl k von Konvexbogen derart, dal ¥ als Vereinigung von k
. aber von nicht weniger Kenvexbogen. darstellbar ist. Dann gilt weiter:
Fir Typus E,(®) und E,(1|n) ist die Minimalzahl der Konvex-
bogen vone B stets um Eins grofer als die Anzahl der ordnungs-
singuldren Punkte von B.

Fir Typus Ey(l|a 0) ist die Mlmmalzahl der. Konvexbogen von“'

B gleich Zwei (also um Zwei groBer als die Anzahl der Ordnungs-
" singuliren Punkte). :

Fir Typus Ey(1lall) ist die- Mlmmalzahl der Konvexbogen von -
© B gleich Zwei oder gleich Drei, je nachdem die zur Halbtangente an.
~ B in C komplementire Halbgerade nicht fremd oder fremd ist zum

abgeschlossenen Teilbogen AR von -8B, wo R der Schnabel von 9 (je

_nachdem ist also .die Minimalzahl um Eins oder um Zwei grofler als

" die Anzahl der ordnurgssinguldren Punkte).

2, 3. Ist B nicht einfach, so schreiben wir Dy statt E und DO(O)
bzw. Do(l), je nachdem auf der Verbmdungsgeraden g der Endpunkte
A,C von 3 kein oder ein weiterer Punkt (aufier A und C) liegt (der
..dann notwendig Schmttpunkt ist). Es gxlt nun:

1-”) Fiir die- Unterschexdung zweier wenterer Unterfdlle bei Typus Eo (l[a[l)'-

vgl. die Bemerkung betr. dle Mlmmalzahl welter unten im Text. -

K



" ‘Ebene Bogen der Ordnung Drei. . 161

Jeder nicht-einfache Bogen B vom linearen Ofdnuhgéwert Drei un_d- :

vom Indexwert Null besitzt (genau einen- mehrfachen und zwar. zwei-
fachen Punkt.-und) keinen Dorn. Folgende Fiille sind zu unlerscheiden:

Erstens: Enthidlt g aufier ‘A, C keinen Punkt von B. (Typus -
-D,(0)), so besitzt- 23 keinen Schnabel. ~Beide. Endpunkte sind Quasi- '

. schnibel.

Zweitens: Enthalt g auﬁer A C noch genau einen Schnitt- -

" punkt!®), so besitzt B

keinen Schnabel, wenn der eine Endpunkt ein Quas;schnabel der

andere ein Quasihut ist (Typus Dy(1]0));
. genau einen Schnabel, wenn beide Endpunkte Quas:schnabel sind

{Typus Do(l“)) - SR

Die Minimalzahl der Konvexbogen von % ist fiir alle dlese Typen-

um Zwei groBer als die der Schnibel.

2.4. Bei der Klassmkatxon in Nr. 2. 2 und 2 3 besitzen Bogen -

verschledener Typen gleiche Gestalt im Sinne der. Em]eltung 1) Es sind
namlich in diesem Sinne gestaltsgleich: Die Bogen der Typen E,(0|1),

"E,(1|n|1) und Ey(1}alt), soweit die Bogen des letzteren Typus die Minimal- .

zahl Zwei besitzen; ferner die Bogen der Typen E0(0|2) und E0(1|n|2),
soweit die Boaen je zwei Schndbel oder je einen Dorn besitzen;

schliefilich die Bogen der Typen D ,(0]0).-und Do(l[O) soweit bei den -

- Bogen des ‘Typus DO(IIO) der eine. Endpunkt nichit zug]elch Doppel—
punkt ist. .

§3 Klassnflkatxon der Bogen dritter- Ordnung
vom Index ‘Eins. - -

Es sei B ein Bogen vom linearen Ordnungswert Dre1 und vom

Indexwert. Eins: Zeichen E, bzw. D,. Ferner.sei g=AC die Verbin--
dungsgerade der Endpunkte von 3. _leder solche Bogen éBgehort dann . .

- zu einem’ der folgenden Typen .

Erstens: Es hat g (auffer A und C) mit éBgenau (einen Punkt‘

und zwar) ‘einen - Stutzpunkt gememsam (Fall (s1)); des Naheren

“gilt-hier: .

Entweder ist EB einfach und besitat dann genau zwei Schnabel
oder genau einen. Dorn (Typus E;(st|2);

Oder. ' es ist B nicht einfach und besitzt kemen Schnabel }

(und keinen Dotn) (Typus D,(st|0));

Zweitens: Es hat g (aufer A und C) mlt EB genau (einen

~Punkt und zWar) einen - Schmttpunkt gemelmsam (Fall (s)). Dann

el

16) Hm51cht11ch ihrer Gestaltl) sind noch zu unterschelden die Bogen bei'denen

 kein oder ein Endpunkt mit dem Doppelpunkt zusammenfallt (vgl. im Text Nr.2.4).’
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ist § nicht-emfach und besitzt genau einen Schnabel (und kemen Dorn)
(Typus Dy(s{1)). - = -

.Die Minimalzahl ist- fur -Typus E, (stl2) um Ems grﬁﬁer als die
- Anzahl der ordnungssmgularen Punkte, fiir Typus D,(st|0) ist sie
~ gleich ‘Zwei, fiir Typus D, (s|1) ist sie gleich Zwei oder Drei, je nach-
dem_keine oder eine Stiitzgerade an B durch ‘den ordnungssinguldren
Punkt von B geht. '

. Zusatz. Die Bogen vom Typus Ei(st|2) bzw. D(stIO) sind -
Limiten von Bogen des . Typus E,(0|2) bzw. D,(0). Beim Typus E,(st[2)
kann man..noch die Unterfille untérscheiden, daf der Stiitzpunkt auf
“der Geraden g entweder nicht singuldr oder daB er ein Schnabel ‘oder-
ein Dorn ist. : .o

-Anmerkung. Die Juelsche Klassifikation der Kurven dritter
Ordnung ergibt sich mit Hilfe entsprechender- Uberlegungen (man erhalt
" je einen Typus E, mit 3 Schnibeln bzw. einem Schnabel und emem
Dorn und emen Typus D mit (genau) einem Schnabel)

(Eingegangeﬁ- am. 8 August 1949.)



