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Uber eme Unglelchung der Wahrschemhchkelfs-
rechnung.

"HEINRICH Tm'rzm zu- seinem 70. Geburtstag gewxdmet

Von "GEORG AUMANN in Wurzburg (Deutschland)

1. 1.. Hat man ein Kolleéktiv von n emander ausschheﬁenden und
' erganzenden Merkmalen MI,MQ, ..., M, irgend welcher Art, mit den

_Wahrschemhchkelten wl,wg, e w, Z w,=1, so -ergibt’ sich e'ine"b,v'

zweckma%we Anthmetnslerung der- Merkmale M., wenn matt- M,, den 1" o

_k-ten Grundvektor e, = (e,;), &, =0 oderl, je nactidem 1+k‘odpr i=k,
- eines n- dlmensmnalen Raumes R der Vektoren g-(xl,xz, .. x) Zu-

" - ordnet. Als. Erwartungswert erhilt man dann = Z w,,e,,_(wl, Wy,.. W ¥)

v undals Streuung (g—g)2—02——g3—-g2—2w,, Zwk—l—‘l?, WO,

.'p die sogenannte Paschwahrschemhchkext bedeutet Es gnlt also d1e Be-
Azlehung . o , . ’
(1) . ' ’ 2+p_~1 IR 0 g
welche dahm gedeutet werden kamn, daB bei - einem Wahrschemhch-
keltsproblem mit Merkmalen, fiir welche. sich-nicht in naturllcher Weise
. eine zahlenmiBige Ordnung darbietet, bei Verzicht auf die obige Arith-
metxsxerung die Paschwahrschemllchkelt die Rolle der Streuung zu-
ubemehmen hat. Es sei hier nut nebenbei bemerkt,-daf dieser Umstand
- einen Aufbau der Korrelatxonstheone ermdglicht, bei. welchem der Begriff
der, Paschwahrschemllchkelt die Grundlage blldet

1.2, In der’ kontmuxerhchen Wahrschemllchkeltsrechnung etwa

einer zufilligen Variablen x, wo eine Vertellung in’ der Gestalt” der '
*Wahrscheinlichkeitsdichte w(x), — oo <x <o, gegeben ist, besteht .

- kein: Bedurfms die Stréeuung durch -eine andere. Mafizahl zu ersetzen.

Es glbt aber "duch hier eine der * Gleichung (1) verwandte Beznehung,'

_allerdmgs nur _noch m Form einer- Unglexchung Setzen wu' voraus,
) . +m

- daB w(x) in_ (—oo +oo) mtegnerbar ist. m1t _[w(x) dx—l femer,"

-

daB fxw(x) dx=x und- j(x—x)2w(x) dx_o2 dxe Streuung, unc'i, o
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jw2(x) dx=1_p, d1e Paschdlchte‘) exnstleren so gilt dne Ungleichung

. | 3
(2) , ,ﬁés

Sie ist mnt dem Gleichheitszeichen erfullt fiir die Vertenlung

=0,268.
5

w(x)'::z(l—ﬁ)'_ﬂir [x|<1, w(x =0 sonst

. Eine Beschrankung’ von 8o nach oben besteht nicht, wie schon éinfac.he
monotone Verteilungen lehren. Immerhin hélt sich fir die gebréuch-

.lichsten Verteilungen go in beachtlicher Nédhe des obigen Minimalwertes,’

was die- Verwandtschaft “von .(2) mit der Gleichung (1) unterstreicht.

Z. B. ist fiir Gleichverteilung ' (Rechteckverteilung) -6 =0,285, fiir die i
- syminetrische Drelecksvertellung fo=10,272, und fiir die Gaufische -

Normalvertenlung fo=0,282. :
1.3, In Verallgememerung von (2) gilt fir eine Verteilung

w(xl, .. x) im n- dxmensxonalen Raum R-mit wdm=l (in erlaubter

R -

Veremfachung) frwdm—o = fw%lm und 02=fr wdm die Un-
glelchung Coe -

i , 1 " (n(4+2n) \3
o) e L[ S5 ’)

= V‘+ GilFn)

worin ¢,_; den (n—l) -dimensionalen Inhalt der (n—1)- dxmenswnalen
Sphire- vom Radius 1 bezeichnet (c,=2, ¢, ==2n; &, ==4s,...). Das
Glexchheltszelchen wird *fiir-eine Zhnlich einfache Vertexlung, wie im
Falle n=1, angenommen. :

1.4. Die _vorausgehenden Ungleichungen sind im wesenthchen
Speualfalle einer allgemeinen Minimumsaufgabe : Es sei A>0 vorge-

geben. Es ist fiir alle nicht negativen, . samt ihrem Quadrat fiir x> 0

mtegrlerbaren Funktlonen W(x) mit- den’ Nor'merungen

@ jW(x)dx—l - (5) jW’(x)dx_l

- das Inflmum B, der Zahlen Py —fx’z W(x) a’x zu bestimmen. Hier lautet

die Losung P, —(22.—1—2)‘(21—1—1) ("+‘>—PW mit-

--1) Auch als Nachbarschaftswahrschemhchkextsdlchte zu bezeléhnen Die
Wahrschemhchkelt dafiir, daB bei kleinem posmven r zwei’ Ereignisse Xy, und x2
einen Abstand kleiner als r haben ist gr.

/3
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W) = = 2“, (xo x") fiir 0<x<x°, Wo(x)—O fiir x>x°,
- 2a4-2 ' '
wob Xo=
e =37 I

2. 1. er zewen zunachst daf sich dle mit den in’1. 2 und 1 3

' genannten Urwlelchung verbundenen -Minimnamsaufgaben auf 1.4 ziu-

riickfiinren lassen. Betrachten wir den Fall 1.3. Gehen wir mit einem

9>0 von w(r) uher zu w' (g)—g w(gg),.so ist wieder Jw dm——l

. dagegen ﬂ’ _[w’zdm——g fw dm—g"ﬁ, ferner a'2~—Jg w dm——g-%2 .

. l 1. : .
sodal ﬂ’"a —,é’"o Dtese Invananzergenschaft erlaubt neben der Be- '. S

_‘ dmgung jwdm—-—l auch noch jw2dm—l emzufuhren Die Aufgabe—, '

ist dann fiir in solcher Welse normlerte Vertellungen das Inhmum
~von o zu-ermitteln. . ' <

S, 2 Ferner durfen “wir uns auf die Betrachtung symmetnscher :
. Verteilungen w(g) {d."h. so]cher m1t w(r)=w(t)) fiir- [r[—[r)i) be-‘,
schranken Um dies zu zeigen setzen ‘wir

(2 (W(g)+W(—x)) fir n=1,
l c"' : Jw(z))df mr n><1,2)' _
v T RN ETEE i . -

wobei a’f das (n—l) dimensionale Volumelement auf der (n—1)- -di--
;"mgnsmnalen Sphédre vom Radius 1 bezeichnet und fiir- w(y) die entspre-
~ chenden Werte auf der Sphire |p|==[r| vom Radius |¢| zu nehmen sind.

‘Bei dieser Symmetnslerung 1st fwsdm—l o}= 0. Dagegen ...f.o‘lg"t .

| .nach der thwarzschen Ung]enchung fwdf (J‘ivzdf).(fdf) ‘die Be- | ° ‘

ziehung c,,_lws(r szdf, sodaB -
o =

ﬂs—fwsdm—fr" ! Jwﬁdf)dr—jr" lc_lwg’(r)dr< : .'

: Isl—r .
b ) -

.<Jr”‘ fw2df dr——ﬂ,
Lo o |:|—r-,
Aalso‘ﬂ;‘as"sﬂ”o ‘ ) e

2y Ws't) ist nach. bekannten Sitzen fiir Lebesguesche lntegrale in mehrererx
Dimensionen fast iiberall vorhanden - . . -~

S
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2 3. Es sei r>0. Fiir die normierte und symme{nsche Vertellung'
w(g) setzen wir q(r)—w(g) mit |g|_r Dann ist .’

’

. . BT
1= c,,_,_[r""q(r) dr, 1=‘c,_i-fr""q?(r) dr, 02=cn_1frf+‘q(r)' dar.
0 : 0 ‘ :

Mit der Transforma'fion _c,,__’;_r"= x und- q (( Cnx

n—1

) : . . )
)7)= W(x) ergibt sich

JW(x)dx—l JWZ(x)dx-—l und ( ) o’f:[)jx‘W_(x)dx mit -

‘ 2——”2—: Damlt ist der gewunschte Zusammenhang von 1.4 m1t ‘1.3

“(und damit auch 1. 2) hergestellt.

o 3.1. Bei det Behandlung des Problems 1 4 durfen wir uns- auf
.monotone (nicht steigende) Funktionen W(x) beschranken. In der Tat

" . kann man zu jedem W(x) die ,monotone Umordnung® W(x) bilden,

erklar;_ ‘als- die. Umkehrung der. Funktion x=F1(), wo () das.
‘Lebesgtesche’ MaB aller- positiven & mit W(§) =y bedeutet. Es ist- -
v-augenschemhch aber es ist- auch nicht schwer zu bewelsen, .daf

+oo -~

. f W(x) dx— f(W(x))2 dx— l hmgegen Py §PW, well namllch x’I eine

wachsende Funktnon 1st

3. 2._Be1 der unten vorzunehmenden Variation von W(J&) ist fol- "
' gender. Normierungsprozeﬁ von 'Bedéutunor ‘Hat ‘'man “eine Funkhon' :

-‘V(x) m1t dex——l jvzdx—ﬁ und flea’x—P‘, so gelten fur .
+o

' -W(x)'=—— (ﬂ) die Glelchungeandx— fngx—l und PW—;S’ P‘
: 0
: Dnes erglbt sich analog ‘wie in 2. 1 '

- 3. 3. Fr'die spezxelle Funktion W(x) =1fir0< x< < 1 (x)—O-fijr

x>1 ist PW ﬁMan braucht also bei der Bestlmmung von P,

,H—l
nur solche W zu untersuchen fur die PW_ Z-:-l Dies hat aber be1

monotonem W zur Folge, daﬁ x’~+1_-(l-[— 1)E gesetzt

IW<[<1+1)§1“‘)d§=1+1

also gew15 W([(2+1)§]‘+')§< !

i ' |
l-{-l , sodaB W(x) S Ganz ana-

<
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v

'log erglbt snch aus der Glexchung (5) d1e Unglenchung W(x V_
: Damlt haben wir W(x)< Mm (Vl— , x:“ ), sodaB dxe noch zur Kon-

kurrenz zugelassenen-. W(x) . alle eine gememsame im. Berelch x>0

. integrierbate Majorante haben. Es glbt nun eine mmxmahsxerende Folge -

Wi(x), Wp(x), ..., .welche" die’ Gleichungen'. (4) “und (5) erfiillt, und
-.fur welche llm PW,,—P0 ist: Fiir jedes x>Osmd dle W, (x) beschrankt

: “Wir konnen m1t Hilfe des Dlagonalverfahrens und ‘mit Benutzung der o
- Monotonie der W, eine “konvergente Teilfolge ausgreifen®). ‘Sei der

- Einfachheit- ‘halber bereits die urspriingliche Folge: konvergent zum Limes

W*(x). Da die W; eine mtegnerbare Ma]orante gememsam haben, 1st :

ghedwexse Integratlon erlaubt
- 1_-dex-»fW*dx
o T i 0 )

sodafB fW‘dx_l -Da wir aber fur W"(x) und x‘W(x) keine solchen '

Ma]oranten zur, Verfugung haben, bewelsen wir, das Bestehen von (5) .-
fir W* und die- Gleichung PW.—P., folgendermaﬁen Jedenfalls ist -

RO} g ~jw*2dx<1 P’—fx"W‘(x)dx<P

b

Ware etwa " >.1, so fUr passende posmve a and b auch J W‘“dx> l .

was wegen der beschrankten Konvergenz im- Intervall a<x<b mit der-
- Normierung der W, in ‘Widerspruch -stéht. Analog ergibt sxch dxe zwelte
: Unglexchung Fiir. W**(x)— W‘(x/ﬂ )[8" ist dann :

(%) - o w—ﬂ*‘P‘<Po

Ware eme der Ungleichungen (*) mit dem Klemerzelchen erfdllt S0

- auch (x*);, was der memalexgenschaft von P, w1dersprlcht Daher ist
‘_ﬁv-lundP-Po : : -

4.1. Nun haben wir- die Aufgabe die M:mmalfunktxon w* (x), d1e

wir jetzt einfach mit W(x) bézeichnen,, durch. ein geeignetes Varlatlons- .

verfahren zu bestimmen und- den zugehongen Wert ‘P zu ‘ermitteln.:.
"~ Wir betrachten zwei. verschiedene Stellen x, und x,, in deren

.U...geh"""n"' Wi(x) p_osxtw, ist. Wir' nehmen mit W(x) folgende Variation ~
_vor: Sen £>0; im- Intervall X <x< X, + € setzen- wir ‘V_(x) ‘_=4W‘(x)g+ f -

3) Siehe HAUPT—AUMAN:;-PAUG Differential- und Integralrecﬁnung, Bd. l
(Berlin, 1948), S 150, Satz 2.

~
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in x, < x<x,+¢ setzen wir V(x) = W(x) é‘i auBerhalb béider Inte}\)alle

sei V(x)=W(x). £ und ¢ seien dem Betrag nach so klein, daf die
+oo

obigen lntervalle fremd und.,daﬁ V(x)=0..Es ist f V(x)dx=1.- Weiter
. ' 0 . . .
‘wird g= jV“(x)dx——l-l—u mnt ‘
@ .
’ z|+s ZateE o
j(ztw;x)+t2)dx+j( 2UW(x) + %) dx = At -+ BE.
| xz48 . :rz+e

Ferner ergnbt sich PV=P+v mit v—-J x‘ldx—J‘xitdx—-Ct Gehen

~ wir nun gemaﬁ 3. 2 iiber zu Wi(x) = V(x/ﬂ)/p’, sodaB W, den Normie-
rungen (4) und (5) geniigt, so wird Py, =(1 +u)*(P+v), also

: Py —P=v+AuP+...=(C+2AP)t+.. ' .
wo die letzten Punkte Glieder hoherer Ordnung in ¢ bezelchnen Da t
-im Rahmen der obigen Bemerkung frei ist, so muB. wegen der Mlmmal— :

R elgenschaft von P.die Gleichung C+ ZAP O bestehen

j[(xl+§>2—<xz+§>11d§+2zp j Wk B — W xg+§>1d§ 0.

Selen nun x, und x; Stetlgkeltspunkte von W(x) Dann kdnnen wir-die
_ letzte Gleichung entwickeln: .~ |
o [x}—xi+ 21P(W(x1)—W(xa))] 8+0(€) =
wobe1 o(e)[e~0 fiir £-0. Dies fiihrt auf
X} 4 24 PW(x,)= x} + 22PW(x2) |
" Fir - alle Stetlgkeltspunkte x, wo W(x)>0, hat x4 ZZPW(x) einen
konstanten Wert a, soda8 filr diese Stellen :
. xd.
W) =a—55 |
Da .diese Stellen (als Stetlgkeltsstellen einer monotonen Funktion) uberall ‘
dicht liegen; " gilt nach dem bekannten Erweiterungssatz fiir monotone
Funkfionen die letzte Glexchung sogar fiir alle x, wo. W(x)>0 Dxes :
fdhrt zur Darstellung o

W(x)—. P (x}—x* fiir 0<x<xo, ‘ W(x) 0 fur Jc>x0

. Die’ Nbrmierungsglenchungen (4) . und (5) fuhren zu den in 1.4 ange-
+o T
gebenen Werlen fiir X, und P= Po, dxe Glexchung P0 _[x‘Wd'x 'ist

0
. 'dann .von selbst erfillt.

(Emgegangen am 2. ]anuar 1950 )



