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Uber den algebraischen Funktionenkdrper -
der Fermatschen Gleichung:
. LszLO REpEr zum ‘50 GeAbqrts.‘tag.' '

"Von HELMUT HASSE: in Berlin.

o Einleitung :

Im Hinblick auf die oroﬁe Fermatsche Vermutung erschemt ess. -
: m1r von lnteresse den durch d1e homogene Glexchung
o x“+y"+z"-0

definierten algebraischen- Funktlonenkorper vom . Standpunkt der allge~ -

: meinen Theorie der aIUebralschen Funktlonenkorper einer Unbesfinimter

aus zu-betrachten. In den zahlrmchen bisher zugrunde gelegten Anﬂatzem

. zur Behandlung der Fermatschen Gle1chung, angefangen von der. descente

infinie iber  elementare Konvruenzbetrachtunﬁen bis zum Emsat7 der- °
Idealtheorie und des allgemeinen Reziprozititsgesetzes,” steckt namlich -~
jedesmal- ein rein-alg‘ebraisc}igk Kein, auf :den sich dann die spezifisch-

arithmetischen Schliifie ‘aufbauen: Ebenso nun, wie etwa fiir den Aufbau

der Arithmetik- der Algebren die rein-aigebraische Strukturiheorie der-

Algebren grundlegend und ‘methodisch richtuhggebend ist,. schemt es mir .

auch beim Fermatschen: Problem naturgemaﬁ zu seéin, sich “fiir denv -
rein- algebralschen Kern.dn den invarianten’ Begrxffsbxldungen und Strok-

. tursitzen hier def Theorie. -der algébraischen Funkhonenkorper einer - '
Unbestimmten zi onentleren Sowelt ich sehe, 1st dds bisher mrgendS'
geschehen. A : :

Die nachstehenden Betrachtungen sollen ein erster Beltraa in dleser '
Richtung- sein’. Ich lege dabei die Theorie der algebraischen Funktionen- -
koérper einer Unbestimmten: in ihrer arithmetischén Gestalt zugrunde?)s .
Zunichst . zeige ich, wie sich die trivialen Losungen der Fermatschen
"Glenchung d h die, in denen eine KonrdmafP Null, ist, in jene: Theorie

‘ 1 Lnsb‘esqndere,verwende." ich ohue -nachmahge Erklarung einige Beg;iffe und’
. Ergebnisse aus meiner- Arbeit: Zur arithmetischen Theorfe der algebraischen Funk-.
" * tionskorper, Jahresbericht der Deéntschen Math.-Vereiniging, 52 (1942;, S. 1- 48.
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-einordnen. Ferner bestimmte ich explizit den -Modul der ganzen Diffe-
‘rentiale, berechne ‘mit seiner Hilfe einige fiir die algebraische Behandlung
‘wichtige Dimensionszahlen und zeige, daB die durch die homogene

“~Grundgleichung gegebenen Koordinaten die algebraischen Punkte des
zugeordneten Funktionenkorpers eindeutig beschreiben. Weiter gehe ich
-auf die'Frage nach den WeierstraBpunkten dieses Funktionenkdrpers ein.
Hier stellt sich 'die iiberraschende Tatsache heraus, dafl neben den’
Punkten, die den trivialen Grundgleichungiosungen entsprechen, fiir
.n>4 noch weitere WeierstraBpunkte existieren. Eine explizite Angabe
dieser Punkte ist m1r leider nicht gelungen ;’sie wiirde deswegen von'
Interesse sein;. weil. es sich ja dabei um algebraisch-ausgezeichnete
_algebraische Losunoen der Fermatschen Gleichung handelt. Schiieflich
mache ich noch einige' Angaben zu einer weiteren wichtigen Frage-
stellung, namlich der expliziten Bestimmung des additiven Rechenschemas

. der rationalen g-gliedrigen. Punktgruppen, wo g=1-+2+-. .4+ (n—2)
-das Geschlecht des Funktionenikdrpers ist, und ‘damit des Rechnens in -
- der Divisorenklassengruppe nullten Grades. Daf dieses. mit der Fermat- -
~schen Gleichung invariant verbundene Rechenschema sich in den bis-
herigen rein- algebralcchen Ansidtzen zur Behandlung des Fermatschen
"Problems noch ™ niemals "eingestelif hat, -ist im .Hinblick -auf die Fiille
:solcher mehr oder weniger weittragenden Ansitze elmgermaﬁen erstaun-
- lich. Allerdings ist es. ja erst-durch die in neuerer Zeit von A. WEIL?)
bewiesene Endlichkeit des Ranges der Addltlonsoruppe der ‘rationalen
g-Ohedrlgen Punktgruppen nahegelegt worden, die rationalen Losungen ..
" der Fermatschen . Gleichung unter den rationalen g-gliedrigen’ Punkt-
gruppen vermdge Temer Ba51sdarstellung als d1e1en1gen mlt g glelchen
: Punkten’ aufzusuchen

. S 1 Erzeugung

Geveben seien eine natiirliche Zahl n> 1 (spéter sogar n>2 und

" -ein Korper Q, von dem einfachheitshalber voramgeset?t sei, daB seine

- Chadrakteristik - sz),l/n (spater sogar % (@:=0) ist?). AuBerdem soll @
die'2n-ten Einheitswurzeln enthalten’) Betrachtet werde der durch d1e

.2) Al WEm, L’arithmétique sur fes courbes algebrlques Acta Math 52 (1928),
S. 281—315. '
. 3) Der hier ausoeschlossene Fall einer Primzahicharakteristik /(P)|n wurde
weitere algebralsche Invarianten liefern, wie sie etwa im Falle eines Primzahlgrades
.-n der vielfach herangezogenen B .trachtung ‘der Fermatschen Gleichung .als'Kongruenz
mod. n entspreche*l Der Kii ze des zur Verfugung stehenden Raumes -halber muB

~wich hier.von der Betrachtung dieses Failes absehen.

4) E$ wire keine ‘wesentliche Einschrdnkung, wenn man &£ von vornherein
.mit dem Korper dieser Emheltswurzeln iiber dem ankorper einer Charakteristik
4 ,I' n 1dent|fmert ’ :
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ho'mpgcné:_ 'Gru‘ndgleichung _
| | X7y 2 =0 -
dehmerte algebralsche F'unktxonenkorper einer Unbestlmm(en : o
K=Q(x:y:2). > | K ' Vo
Wegen ,4( -,,{/n ist die' Gruadgleichung' tiber @ absolut 1rredusze1 50-

"daff Q der genaue ‘Konstantenkorper von K ist.

'homogenen Erzeugung hat man

Die homogenen Erzeugerd-n x,y, 2 selen in K selbst gewahlt
sie hegen dann bis auf Homocomtatssubshtutloren

X X yz
. _ SRR
mit willkiirlichem 70 aus -K feSt. Nach der allgememen Theone der*

- X, }’, T

9 B Nis'.

= Y=E

- wo.der Divisor.ll von K,’Q durchi die grome uememsame 1eueroe21ehung

‘1 L .
(Yy,Z)—-—'_-—-.A - . o

bestimmt 1st und 9, Q) 6" ganze teilerfremde Divisoren von K/D smd

~ die im Hinblick-auf die Grundgleichung sogar paariveise teilerfremd-sind. -

- Die Klasse U von 1 liegt dutch die gegebene” Erzeuoung ein-

‘deutig fest. Bei. Anwendunor der Homogemtatssubsututlonen -auf x, y, 2

durchlduft 11 alle Divisoren aus U, wihrend die ebenfalls zu- Ugehongen
Divisoren .9, B,.G - ungeandert bleiben. Wegen' (2, B, €)=1 ist die .
Klasse U primitiv,. und wegen n > 1..sind die ganzen Dnvxsoren A B, €.
aus 11 iiber 2 linear unabhidngig, so daf} ]edenfalls I -

B R N _»'mmU>3

'is,_t. ' S

Durch einé HomOfremtatssubst1tut10n auf - x, y, 2 kann U als ganzer
Dmsor aus U normiert werden, also so, daf " der Hauptnenner von,
x, y,z ist. Dies sei im folgenden durchweg vorausgesetzt; ‘es sind dann
nur noch Homogen1tatssubst1tutlonen mit Faktoren. der Form .

_ : . . t=ax+by—l—cz © (1,:0,¢0,0,0 aus Q).
zulassng Durch eine Solche kann rman auch noch 1 so normieren, daB-

cetwa A prim zu U ist (etwa indem - man- =@, also zo2'l wihlt),.

oder auch dab_ein vorgeoebener algebraischer Punkte P von K/ prim

"zuxll ist (so daf§ x, y, z -primitiv.fiir p sind). Hietvon wird im folgenden,. -
~wo nolig, ‘Gebrauch gemacht. Die Zahlerdwnsoren 9 B, € und die

Verhaltmsse X:)y:z werden, wie gesagt von diesen Normlerungen nicht
betroffen, so daB die iiber sxe herzuleitenden Aussagen unabhangxg vom: '
solchen Normxerunaen sind. .
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Die Permutatlonen von X, ¥ 2 und dle Multlphkatxonen der x, y, z

~mit (voraussetzungsaemaﬁ in £ enthaltenen) n- fen Einheitswurzeln liefern

“Automorphismen von K[, die zusasmen eine endliche Automorphxs-

N “mengruppe & von K[8 erzeugen. Der D1v1sor 1t und damlt auch seine.

‘Klasse U ist bei @5 mvanant

2 Primzerlegung der Zahierdivnsoren. "
Weg [K .Q(y z)]=n und y: zwd G mit (3, L)—l ist

. . GradU==n.
Demnach besitzt der Zanlerdivisor. A von x eme Zerlegung -
A S)[ - ﬂl i ﬂ,,' 4‘

' in n algebralsche Punkte a, von K/[Q. Es ist dann

9[11 n . ‘n

o sa, ..
nr\; nes Tt 2, -
y—{—z xﬂ_u ST 11 N

"Nun besteht die Lmearfaktorzerlegunor -
=) (Y- 82), -

“wo &,y .. .y8 flir 2fn die entoecenvesetzten zu den 11 ten Einheiis-.
wurzeln und fiir 2ln dle]emgen 2n-ten Emlleltswurzeln sind,. die nicht

“-schon - -te’ Einheitswurzeln sind; sie liegen- voraussetzungsgemdl in
.und sind .wegen x(Sf’),rn unteremander verschieden. Fur, die ihnen
ent~prechenden Linearfaktoren hat man daher - - ’

. . . [ ) .-'.,~' ) . .
CyT ez II ' (w.'—:l,....,n)

‘mit’ unteremander verschiedenen, ‘also paarweise texlerfremden an-
‘ -divisoren . ersten _Grades U, des rahonalen Korpers R(y:2)[Q. Nach ;
" .dem zuvor Gesagten hat deren Produkt in K/Q dxe Prlmzerlegung '

n

. . ‘9[ --[=a1‘_a,,
Be1 passender Relhenfolge der q, ist somlt notwendlg

S, =d, und d, = A (v:t, Ln).

' 'Wegen der letz‘eren Bezxehungen sind die a, unteremander verschxeden :
" sund rationale. Punkte (Primdivisoren ersten Grades) von K[&; sie ent-

sprecher dén tnv1alen Grundglelchungslosungen .

o @) y@) @) =0:g:1 (=i,
mlt ‘erster Koordinate 0. Wegen der ersteren Beznehungen smd d1e A,

" fir K|[2(y:2) von der Ordnung n verzweigt.

Entsprechendes gilt " fiir d1e anzerlegung “der beiden - anderen -

.Zahlerdlvxsoren . - .
.. %;Bl‘...[)"z, _-‘@:cl...c",.

o
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In:bﬂsondere ist damit festgestellt: . -
Den 3n durch die: Automorphzsmenoruppe ® von 1{/ transttzv
- verbundenen trivialen Grundtrlezdzunoslosunﬂen entspreclzen 3n, ebenso ver-
' 'J)undene rationale Punkta von K [2; namltch die je n Prtmfaktoren Qo Bu, Oy -
der Zahlerdzwsoren A, B, € von x, y, . -

3 Geschlecht, Dxfferentlalklasse, ganze anferentlale

Wle aus der Grundclelchung ersmhthch smd dle Zahlerdlwsoren'
U, der y — &,z auch die einzigen fiir K/2(y:2) verzwexgten Primdivi- -
_soren von 2(y: z)/Q Wegen X(Q)*n hat daher K /Q(y z) 'den Diffe-
rrentendxvxsor L } - . _

, ‘ s aﬂ‘_ . .
" De z: yfv@ d den Nennerdmsor % hat, 1st somlt das leferentlal
- : _y’ z, ‘ :_.'
2 ‘.‘dy dz! __a s
S HCT A ~
A:Hneraus bestimmen smh das Geschlecht g und d1e leferenhalklasse W
- von KR zu , L
o 2g i n(n—l) 2/z—n(n—3)
also (—’L_—l)—z(lﬁ '1+2+ +(n—2)
and, - . L
P W U” 3

:,4'Um den trivialen Fall n—2 mit g 0 auszuschheﬁen sei fortan n> 2
~und damlt g>0 vorausaesetzt :

Aus dem Gle1chungssystem T v R R
- Xt x g ‘y —}—z" 17 —0 e L _/f"», -
. . - ‘dx—l—y“‘dy—!—Z” 1d2——0 . N
letzteres: unter Beachtung von x(Q),kn folgt '
LA
.. ‘Hiernach -und nach obxger leferentlalformel ist das. Dxfferentlal .
- 'y oz |, ‘ < a7 “
el legl lasl o ol

‘von K/Q bel der Automocphlsmengruppe ® mvanant und gsmz.“ Maﬁ_
~ erhilt. dann in der’ Gestalt T : ~
C xApeav d r\z S %‘it:Cv L (2 “ 7’>0 ) '
A t - ~ ") . .
.xyz RS 1+M+v—n—3
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© iiber @ linear uﬂabhénome ganze anferemlale von K/Q in der Anzah?

. n-3 . -3
)
L2 =2 Z'~,>_(/+l)—-
> A, 1, v=0 x=0 2. uz=0 xz
. ﬂ-};}l+v=!|~3 . - ;+/¢ E ’

also eine Bésis des £- Moduls der ganzen leferentnale von K/D
Daraus folgt:-
“D'e ganzen leferentzale von K|Q sind dle Gesamfhezt der Ausdrucke

) f —o{x, y, 2)du,
wo du die angegebene Bedeuiung hat und f,_, alle homogenen Iernaren
,Polynome iiber 2 vom Grade /1—3 aurchlduft.

4. Dlmenswnsformeln, homogene Koordmaten

Die ganzen Differentiale von K| lassen swh unter Hervorhebung
der oblgen Lmearfaktoren . - . . _
. ° - yv=.y'—e.,z oo ~(‘IJ="].,..'.,II)\ -
als L o , - -
s (1, DX (3, D) A X go(y, D) du
- _schreiben; wo die homocrenen Polynome ol(y, 2) m der. Form -~

£V ) =Cao? + i 27 o CadiBn2 P s i o D (#=0, n—3),
. mit Koeffizienten _c_,o,.:. Cir Aus € angesetzt sind. Unter Bea;htung von
| S AR A | '
AN=aq,..-
XNL‘I ’ y”—— 1‘[ H [ ul . 1n!

; und .indem” man ohne Emechrankung u pnm zu 9 normiert, fo*gert—

man hieraus durch Abzdhling dér ber & linear-unabhingigen, durch.

. den jeweiligefn’ Nenner texlbaren .ganzen leferennale ven K/Q dle Di=-
. mensionsformein : :

dim~u£=g—_—li, ’ dnn W, ~—g (n ;2)—1,
a - 7 - Aq, ) ) . - :
d1m m—g—(ll—2)—(n-3), e

W L
dll]]m#g—(ll—Q),
dim RL: o — (11— 2),

1"'.(Il°~1

: dun —H[/—-—;g-—(n-—z), ‘ - dim %‘g;g'—(zsz)%(/z—3),.“,"

) _‘““‘5@”{?%3—(/1—2)—@—3)._'.._._2_;1’_'
-.iund dann natiirlich - , o .



.Funktionenkérper der Fermatschen Gleichung. - ' 201

‘Nach dem Rlemann Rochschen Satz ergibt sich daraus

dima, =1, . dim¥Ag=142, ...... e
e dim e = L2,
dima,---a,,=1,  dimfa;---q, ,=14241,..... e
dima,...q,, =141, dimAa,...q,,=14+242,. ... ... ... I

dim¥=1+2, = dimWP=142+3, ... .. SR ’

o . mma[” ‘ 1+2+ +(n—2)==g,
und dann natiirlich-

. dim ™ x 6—1—|—un Tur alle n> 1,
wahrend die vorhergehenden Schluﬁformeln sxch zu .
dlmﬂf;(v_gz)i ' fl_l__r.a/=0,.‘..,n—_'3_ N

zusammenfaﬁen lassen

Da % in U liegt, darf in dlesen Formeln 91 durch’ H ersetzt werden
lnsbesondere steht damit jetzt fest, daf genau - :

. : dimU=3 - :
ist. Demnach bxlden dxe Erzeugenden X, y, z ‘eine Basw des Q- Moduls

der Vielfachen von 1 in K. Hieraus folgt daB bei ]eder festen Nor- ,

v
‘mierung von U als ganzer Dwxsor aus U eine bestxmmte mhomogene
lineare Relation -

o aX+ﬂy+7z—l . (wByin Q)
zwxschen den zugehdngen Erzeugenden x, y,z besteht entsprechend
der Ba51sdarstellung des Vlelfachen 1 von }

v42

1.
s . o
Well ferner( '2.) g]eich der Anzahl der Potenzprodukte aus

X, yL z vom Grade » ist, bilden dlese Potenzprodukte fir »=0,...,n—3

]ewells eine’ Basis des 9 Moduls der. Vxelfachen von ui in K. Dles gllt
auch noch fiir v—n-z n—1; denn es ist g
dlmU” 24g—l—(n—l)-—( )—l—(n"-é—l):(n) )
n-1 ‘n n+ 1\
dimU =0-L(n._l).J. ={z} \ 5

Und es gilt auch noch fur alle vz denn emerselts ist nach dem,
Gezelgten T o

~dim U™ dim U"“ 4n- fiir alle 2=>0;
: ) A3
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andererseits ‘ist mit Riicksicht auf die Grundgleichung x*+yr+2r=0
-die Aniahl de‘r ﬁber @ linear-unabhingigen .Potenzprodukte aus x, y, z
(=%,
druck mmmt bei #—x+Tumnzu. <

. Zusammengenommen ist damit gezeigt:
" Die homogenen Polynome iiber Q in x; ¥, z ersdzopfen den Integrt-

z‘a!sbereldz der hodzs!ens fur U=

vom Grade n+/ nur noch ~und auch- dieser. Aus-

( 37 gebrochenen Elemente. aus K.

Hmsnchthch der Embettung der Vlelfachen von ~u]—m die von ul

: beachte ‘man h1erbe1 die oben erwahnte mhomogene lmeare Relahon-'
- zwischen x, y, 2 : )
, Indem man bei gegebenem algebra,lschem Punkt p. -von K[D den'
“'Nennerdivisor 1 prirh “zu p normiert, so daB die. Erzeugenden x, »nz

- primitiv- fir p werden und- somit- durch konstante Restbildung mod. p

_zur Definition der homogénen Koordinaten x@):ym): z(p)-von.p ver- .
. wendet werden konnen, ergibt sich aus dem vorstehendem Sachverhalt
" . die- fiir die Anwendung auf das Fermatsche Problem wichtige Tatsache

.Die algebraischen Runkfe p von K /9 entsprechen - vermdige ihrer
homogenen Koordinaten- x(p) : y(v) : z(p) umkehrbar eindeutig den’ iiber
algebraischen Grundgleichungslosungen, und speztell die: ratzonalen Punkte
von K /D den Grundgletdzungslosangen in 2.

5. Welerstraﬁpunkte

Es seien zunichst ‘kuiz die Grundtatsachen iiber Welerstraﬁpunkte
- fiir einen_beliebigen’ algebralschen Funkhonenkorper K |2 -mit, Konstan- .
tenkbrper £ der Charakteristik %(£2)=0 zusammengestellts). Ohne Ein-
schrankung sei das Geschlecht .g>0 m1t W sei die Dxfferentlalklasse'
© von K[Q bezeichnet.

Zu Jedem algebralschen Punkt p .von K[ glbt es,’ entsprechend '

dem schrlttwelsen Abnehmen der d]m—:‘—/ fiir o—O, 1,2 c .eme ein>

: deutlg bestlmmte Folge von.g Luckenzahlen
' . I—_gl<@2 <o<2g—1

S 5) Im Falle %(2)0 wiire dle von F. K SCHMIDT (Zur anthmetlschen Theorie
_der algebraisctien Funktionen. 'II. *Allgemeine Theorie-der WeierstraBpunkte. Math.
Zéitschrift, 45 (1939), S. 75—C6) gegebene Modifikation der geldufigen Theorie der
WeéierstraBpunkfe zu beriicksichtigen, eine an sich 1ohnende Aufgabe, von' deren:’
Durchfiihrung aber hler mnt Rucksncht auf den beschrankten Raum abgeschen wer- -
den; muB.; . : - '

o
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dégayi;», daBp .. | .also- nach dem Rlemann Rochs;:hen Satz
| N R . . G
dim ¥ Jdim———=g — 1, dlm p"‘ dlm p"a ~gl, g -.—1,.‘
ope p?z‘l, R . f
dim == ). dim ——— = g = 2, dim p®,...,dim p03'1=93—1,...,93—2, o
oD pos! ; - - Lo
T T 0 et o
cdim =, L =0,__~ dlmpﬂ‘dlmw —g —(g 1) gg—(g—l)—{—l..» s
AT R = : ' ‘
~'so dab. also genau "zt den Nennern pt’l ,p% keme "Eleménte “in. K .

exnstleren Man nennt :
R ' 1
y(v)— Z (0,‘—1)"‘29, ‘g§g+ )

‘ ‘das Gewncht von p. Es ist y(p)—O dann und nur dann, wenn dxe.
. minimale LuckenzahIVertellung gl,.‘ y0,=1,110 ., gvorhegt Ist 7(p)>0 :
", . so heiBt p ein WeierstraBpunkt von K/.Q Da die maxifnale Liickenzahl-
'vertellung 01y vy Qg =g,:." . 28—1 wegen. 0= l nur. fLr =1 vorliegt, .
nat man die obere Gew:chtsabschatzung : - ’ :
‘ +l o |
1< S gt —LED (g ig .t s

Durch Bé_trachtung der leferentlaldetermmant'e -

e sgs1)

| | i = 71?
wo du; eine Basis des .Q Moduls der ganzen- leferentlale von K/[&

und t ein nicht-konstantes Element aus K ist, zeigt man, daB die iiber
alle algebraxschen Punkte p von K/Q erstreckte Gewichtsummie

y = Z 7(p)=(g— ‘)g(g+ )

V. Alst Fiir g-l gibt es daher keine We}erstraﬁpunkte von K/.Q wahrend
_es fiir g> 1. stets “solche glbt und zwar m einer Anzah] N, d1e den
: ‘Unglexchungen o :

(g—l)g(g+1)>N>g+1
‘genugt :
: Fir den Funkhonenkorper K82 der Fermatschen Glexchung, wobei
jetzt n> 3, somit g> 1, und’ x(22)=0 vorausgesetzt sei, bestlmmen
sich dle Liickenzahlen  eines der Punkte ay;-by, ¢y, etwa von a,,. wie
folgt. D1e ganzen Differentiale von K/SE lassen sich unter Hervorhebung
“des aL ‘entsprechanden Linearfaktors y,—y— ¢z, etwas anders als oben, .
durch die Q-Basis’ . S :
C R w v - ';“’:.””.’>0”
S xy‘Zd” ' (1+M+V=ﬂ—'3)
- darstellen. Normxert man wxeder ohne Emschrankung U prim zu A

(dt) : ,' (ij"='f o ,g),“ .
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und beachtet, daB dann diese Basiselemente die Ordnungszahlen A+ um
in a, haben, so erkennt man durch Abzihlung der iiber @ linear-un-
abhingigen, durch di€ einzelnen Potenzen von a, teilbaren ganzen’
Differentiale v'qn K|, daf die-Liickenzahlen ¢; von q, die Zahlen 44 un -1
sind, die ja wegen 0< 4, u<n—3 alle untereinander verschieden sind
und wegen A4u<n—3 -die richtige Anzahl 1+4+2+4+...4+(n—2)=g
haben. Der GroBe nach geordnet-lauten diese Liickenzahlen
L,2,...,n—=2;n4+1,n+2,...,n4+(@n—=3); 2n+1,.. .,2n+(n—v4);

' .._.,(n--—3)n+l
und 1hre Nummern i sind den n—2 Abschnitten entsprechend um

0,2 24+3,...,243+-. +(n—2)
. klemer Demnach ist das Gewncht :

y(al)—Z(a—z)——<n—2)o+<n—3)2+(n—4)(z+3)+ +
+1(2+3+ +(f1 2),
- oder also nach lelchter Rechnung

— 4
oy = £lr=Deth

I;'Ur die 3n Punkte Ay, [),,, ¢, zusammen erglbt ‘sich . daraus durch
' Multiplikation mit 3n unter Beachtung von n(n— )—2(g—l) die
Gewwhtsumme

. Z‘(r(au)Jr}'(ﬁv)—Hf(C ))—
. Verglexch m:t der vollen Ge\mchtsumme,
' y—(g—l)g(g+l)

(ge—Ngn+4)
2 -

erglbt
- "Unler den Voraussetzungen n > 3 und. z(Q) —-0 sind die- den 3n
trzvzalen Grundglezdwngslosungen entsprechenden Punkte von K /9 sdmtlich
Weterstraﬁpunkte gletdzen ‘Gewichts mit der Gewidchtsumme :
. (g— 1)g(n+4)
2
~Im Falle n=4, wo g= 3 ist, sind damit alle Wezerstraﬁpunkte
von ‘K|Q erschipft. Im Falle n >4 beszlzt K /9 noch weztere Weterstraﬁ-
punkte mit der Gew:dztsumme )

(e— 1)'g (g -—2)

7=



‘Funktionenkijrper der Fermatschen Gleichung. . 205

- 6. Zum Addltionsschema der rationalen g-gliedngen
Punktgruppen

Um dleses Schema aufzustellen muf man eine rahonale g-gllednge'

" Punktgruppe, d. h. einen ganzeén Divisor g-ten Grades O von K/ als
- Bezugsdivisor auszeichnen. Dann stellt sich jenes Schema in multlph-

kativer Form durch die Aquwalenzbezxehung

BB

- ~ dar, wo B, ¥, gegebene gén‘z_e Divisbren g-ten Grades von K /Q sind

und P als ebensoicher, zu bestimmen ist; in additiver Form entsprlcht
dem dann die Bezxehung PB4 P+ P~ 0 (in bezug auf ,53)
Aus Griinden der Einfachheit und Eleganz sollte man versuchen

den auszuzeichenden Bezugsdivisor O, entspechend wie den Nenner-

* divisor U-im vorhergehenden, mvariant'bei der Automorphismengruppe

. & von K[ zu wihlen.. Wie leicht zu sehen,. 146t sich aber jedenfalls

_aus den ‘bisher allein .explizit aufgewiesenen 3 Primdivisoren.a,, b., ¢

kein- dieser Invarianzforderung geniigender ganzer Divisor g-ten Grades. -

. zusammenseétzen.- Im Hinblick auf den additiven Aufbau g=1+2+

in. K angeben Dlese Aufgabe und auch die. beabsichtigte Anwendung“_' '

‘ zugrundelegt Die Vnelfachen von

T +(n—2) des Geschlechts erschemt be1 dxeser Sachlage dxe Wahl'

n-2
0= 0,02 Qs

“mnoch am melsten naturgemaﬁ » - o
Man muf darm eme Basis des. Q-Moduls der Vxelfachen von —5;

vereinfachen sich, wenn man. statt O den aqulvalenten (gebrochenen)

'D1v1sor : - . .

. . 2
O — o - N A
y*y,, .. y"-7, . ﬂ’f 1. a;; 2 N GE_Q )

D"3 in, Ksmd dlelemgen homogenen
Polynome in x, y, z uber Q vom. Grade 3(n—2), welche (be1 zu -

" prim normiertem 11) an- den Punkten q,,-0,...,0a,, Nullstellen von

" mindestens den Ordnungen n—1,n—2,...,2 haben Indem man die

-zwischen .den’ Potenzprodukten des Grades 3(n——2) auf "Grund .der
‘Glelchung x"+y"42z*=0 bestehenden linéaren Abhangxgkelten durch

entsprechende Reduktion mod. n der Exponenten von x eliminiert, ergibt
sich daraus, analog wie oben bei den gaﬁzen leferentxalen als’ Basxs :

des 9 Moduls der Vxelfachen von D'ﬁ in K das System der Potenz- )
produkte : o
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- ;%Cly;u’;_!].’”.y.u:z)zn_zyl;a v I {_LZ,Q':—B—-I: K ] ' o= ],:. ,]1—2). l’ .
) . T : n-2

., -_ = . lu ,,,>0 ﬂ+1’—*3(n-—2)_,{ Z ‘u;(,iJj;l':-

- wo‘aﬂlso fir A=0,. n—l und g-—-l n7-2 ]ewells Mi o dle-klemsteA
* ‘ganze Zahl mit 2+nmo 3(n——g) 1st und wo — den Bedingungen
fir u, v entsprechend — nur dxe]emgen solchen Systeme 4, a0 ‘in

. =2
'Befracht zn zxehen smd fiir welche die Summe ,l-i—Zu,z o= 3(n—2) '

'1st Auf Grund ‘des Rlemann Rochschen Satzes ‘sind das 2g+1 Bas:s-- )
’ elemente wié man auch durch dlrekte Abzahlung bestatlgen kann sie
. seien zur. Abkurzung mit -w,, . .. wgm bezelchnet ’ .
Es selen nun. R , Lo O

L P = p(n p;n7 %__p(z) pf,"’, 35an pg : »
. dle Zerlegungen der in-die allgemeine Additionsrelation emgehenden

- rationalen Punktgruppen in algebraische Punkte von 'K/Q, und es’ sei

- einfachheitshalber angenommen, daB der allgemeine . Fall vorliegt,”in
dém die 3¢ Punkte:p, p?, p. (i=1,...,g) untereinander verschieden-
" sind und iiberdies B. regular (dim P=1) ist; letzteres bedeutet, -daB P

selbst (nicht nur die Klasse von B) durch die Addltlonsrelatlon emdeutlg
bestlmmt ist. Sind dann : : ‘

Wl(p 1)) w2g+1(p D) Wl(p 2)) /w2g+1(3’. ), ]Vl(p) ’W2g+1(p)
‘dxe mnttels der Basis wi, .. wwl geblldeten homogenen Koordmaten

der ‘Punkte p®, p@; Diy- SO druckt sich die zu betrachtende Additions--
relatxon durch die Determmantenolelchungen ‘

Wl(pm e ng+l(pl
: Wl(?’m . . Waya (p)) ’ T
_ Wl(p(?) e el W2a+1(p1) :0 : ("'= ]:'-'~ :g)
w.(p(” SR WQ,H(p,
Wip) v W (W)

aus,. d h d1e mit- der Basxs wl,;. , Wy, ‘gebildeten homogenen KOOI‘dl-.
- naten der’ %B zusammensetzenden g Punkte »; bestimmen sich, geometnsch
ausgedruckt als die Schnittpunkte dér dieser Basis zugeordneten 2g-di-
mensmnalen Raumkurve (die zur gegebenen ebenen Kurve x» +y*-42"==0

- birational 4quivalent ist) mit’ einer durch”die homogenen Koordinaten

© der PO, PA zusammensetzenden Punkte P, p@. gegebenen. (2g— 1)-di-
' .’mensnonalen Hyperebene : : : R
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Dieses letztere Rechenschgma und auch die an ihm fiir ,spezielle“
- Fille anzubringenden Modifikationen' sind aus der allgemeinen- Theorie
der algebraischen Funktionenkdrper wohlbekannt. Hier kames nur auf
die bisher  nirgends gemachte explizite Angabe einer zur Darstellung
“dieses Rechenschemas geeigneten  Basis .wy,.. ., Wy, im . Falle des
_ Funktxonenkérpers der Fermatschen Gleichung an. DaB diese Basis recht -
kompliziert gebautist, scheint in der. Natur der Sache. zu liegen und
" sollte, nicht von einer weiteren Verfolgung. der in dleser Note ange-
' schmttenen Fragestellungen abschrecken. . :

o

e -

* (Eingegangen am '10. August 1950,)



