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Neue Integralrelationen fiir Eikg’irperpaar_é.

Von H. HADWIGER in Bern.

Unter den sehr zahlreichen Formeln und Sitzen, welche die Integral-.
geometrie hervorbrachte, finden sich viele reizvolle Integralbeziehungen,
welche in irgend eirer Form eine Wechse]wxrkung zwischen'zwei kon-
vexen Korpern ausdrucken‘) : ,

Eine neuartige Relation d1e<er Art haben kiirzlich L REDEI und
B. Sz.-NAGY?) im zweidimensionalen Fail gefunden die durch Grenz-

iibergang aus einer Produkiformel fiir die Flicheninhalte ebener Polygone
‘- gewonnen wurde. Die erwiahnte Integralformel laBt sich nun — zunéchst

fiir konvexe Korper — in ihrer k-dimensionalen Erwelterung auf éine
vollig andere und einfache Weise wiedergewinnen. .
Sie gehort zu. emer umfassenderen Gruppe ahnlich~ gebauter

~ Integralrelationen, weélche in dieser Note genannt und kurz ,begriindet

werden sollen. Es handelt sich hierbei um - die Anwendung.eines Funk-

" tionalprinzips, -die darin besteht, ein in Frage stehendes Funktional im
" ‘wesentlichen -unmittelbar aus gewissen Invarianz- und Additivitatseigen-
-schaften zu folgern. Aligemeinere Funktionalsitze, welche die Anwéndung

- des erwihnten Prinzips ermoglichen, sind vom Verf. untersucht worden®).

Wir stellen nun zunichst die nachher zu beweisenden Integral-
relationen zusammen. Diese beziehen sich auf zwei Eikorper ‘A und ‘A,
des k-dimensionalen euklidischen Raumes mit den Volumen’ V und Vo

‘und lauten : ‘
o fr?cosydEdFoz—-zkvy/(,;
@ | cosacos, d'F'dFoz——k(k—f—l) Vs

1) Vgl. W. BLASCHKE, Vorlesuntren uber Integralgeometrte (Lelpzw und Berlin,

- 1936), Hefte I-II.

?) L. Réper—B. Sz.-Nagy, Eine VerallgememerunU der lnhaltsformel von

k Heron, Publicqtiones Math. Debrecen, 1 (1949), S. 42 50.

3) Ein- Beweis eines solchen Funktlonalsatzes fiilr k=3 erschemf demnachst :
in den Abhandlungen des. Math. Seminars der Univ. Hamburg
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3 Jrzcos;/dFdF-——2k~VV

Hierbei bezeichnen (vgl ‘Abbildung) dF und. dF, die Oberflachendlffe- '
rentiale-von A und A, an den Oberfidchenstellen P und P,, ferner seir .
die Distanz-von P und P,, y der Zwischenwinkel der duferen Normalen .
" an A und A, in P und P, ;. weiter sind @ und «a, die. Winkel, welche .
die genannten Normalen je mit der Verbmdungsnchtung von P nach P,
hin einschliefien; endlich bezeichnet ¥ den Zw1schenwmkel den. die
- an der erwdhnten Verbmdungsrlchtung gesplegelte Normale in P mxt
_der Normalen in P, bildet. .

. Setzt man in (3) k=2,"s0 ergibt 51ch die oben erwahnte Integral-
- formel von L. REDEI und B: Sz “NAGY fiir den speziellen Fall zweier
Eibereiche; die zitierfe Formel gllt mdessen fiir allgememer gestaltete
€bene Bereiche!

..

" Die trigonometrische Umrechnungsformel

€08 ¥ == — c0s ¥+ 2cosa cos

zeigt, daB (3). eine einfache Folgerung aus (1) und (2) ist, sodaB sich
unsere Beweisfiihrung nur auf die beiden ersten Integralrelationen be-
~'schranken “kann. Nun zum Beweis selbst: Die beiden in (1) und (2)
stehenden Integralausdrucke stellen symmelrische - Bifunktionale des
Eikorperspaares A, A, dar,  In vektorieller Schre1bwe1se gestaiten dlese .
die folgende Darstellung . :

RON (A, AO)~E(1~10) (w, m(,)dFdFo

By .- y(A, '4‘,‘) ——'( (x— m)(x _— mo)dFdF

: Hlerbe1 bezeichnen y und y, die in einem festen Ursprung O des Raumes
anarelf«_nden Ortsvektoren der:Oberflachenstellen P und P, und’ weiter
sollen w und w, die aulﬁeren Normalene1nhextsvektoren in P’ und Po ’

" bedeuten. : : :

~ Nach éinem bekannten fur konvexe. Polyeder elementaren fur‘
b2 hebwe Eikorper durch Grenzuberdang muhelos venfmerbaren vektor- .
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analytisé_hen-Hilfssatz*),‘ist stets

6) . . . J(a, w)dF=0, .

wobei-a einen festen .Vektor bezeichnet und sich die Integration iiber
die gesamte Oberfiéiche eines konvexen Korpers-zu erstrecken hat. Wie.

man leicht bestatigt,  ergibt- passende Anwendung von (6) fiir unsere
Blfunktlonale die nunmehr einfacheren Darstellungen

M A A)=—2[ 1) (v, m) dFF,;

@) . pAAY= —.:J"{.(E» 10) (5, 100) 4 (5o, ) (1, 1)} AF Ay
Wir betrachten jetzt zunichst das Bifunktional (7) .und.denken uns

vorerst den “Eikorper A, fest, den Eikorper A dagegen variabel; dies -
sei duflerlich durch den veranderten Ansatz

.(9) - - fp(A)—‘-— 2 | @, 1) (m wo)d FdF,, )
-.wodurch ein.gewdhnliches Elkorperfunktlonal definiert ist, zum Ausdruck

gebracht. Ersetzen wir nun A durch einen translatxonsolexchen Eikorper A',
" s0 haben wir offenbar

i . cp(A)——zf(x 41, 1) (v, mo)dFdFo,

. wobei t den Vektor derjenigen .Translation bezelchnet die A in A
iiberfiihrt. ‘Die erneute ‘Anwéndung von (6) ergxbt nun d1e wichtige
Feststellung, dab _
an oo -q»(A')—fp(A) R

d. h. daB das Funktional (9) translatzonsmvarmnt 1st ‘Unmittelbar ab-
lesbar ist ferner Relahon . .
~(12). , o w(A+B) <P(A)+<P(B), : .
wobei ein Eikorper.C=A- B durch eine Ebene in" die belden -Tell-
korper ‘Aund B zerlegt sei; dadurch ist ausaedruckt daﬁ das Funktional .
(9) einfach-additiv ist.

Ebenso 14Bt sich auch- fotgendes unmlttelbdr erkennen Es glbt :

eine nicht von A abhanglge Konstante C, sodaf C

(13 - : |rp(A)}gC . fir alle ACK;

d. h. fiir alle’ Teilkérper A der Einheitskugel K gxlt daidurch ist. aus-
: gesaot daB das Funktional (9) beschrénkt ist. L

' Ersetzen wir endlich A durch einen sich durch Dilatation: von O
aus ergebenden homothehschen Elkorper A’ _ZA (2> 0), so hat man

) zunachst

) 4) Es_haudelt» sich um einen speziellen Hiillensétz, der sich auch als einfachste
.. Folgerung des GauBschen Integralsatzes darstelien 1aBt. -

>
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(14) g(2A) = — 2 (11, 10) (1 W) dF, dF,
und wegen. dF —Zk—ldF also S o e
(s ff\AA)—-A"w(A) ‘

eine Bezichung, dne besagt, daf das Funktxonal (9) k-gradtg homogen ist.

- Nun gilt aber ein Satz“) wonach ein translationsinvariantes,’ ein-
. fach-additives, beschranktes und k- gradig- homogenes Funktional iiber
" der Kiasse der Eipolyeder des k-dimensionalen’ Raunies, sich’ bis auf
einen konstantén Faktor mit dem Volumen identifiziert. ‘Stetigkeitser-

"-waﬂunven wie sie im vorliegenden Fall. schulm;alf."nor durchfiihrbar sind,

gestatten es, den erwidhnten’ Satz auf Eikorper auszudehinen. Nach (11),
.(12), (13) und (15) folgt so, dafi p(A)==pV sein mub, wobei j einen
offenbar nur.noch von’A, abhingigen- konstanten ‘Faktor bezeichnet.
Vertauschen wir jetzt die Rollen von A und A, in“der oben stehenden:
- Entwicklung, so-ergibt.sich ‘schlieBlich .

(16) - T A AY=p VY.
' Auf durchaus analoce Wexse gewmnt man entsprechend
an. - - Y4 A )——qVV

_ Die noch unbekannten konstanten-Faktoren p-und g ergében sich’
dadurch, dafi man die Bifunktionale in passend ausgewshlten Sonder-
fillen direkt ausrechnet. Setzen wir A= A,— K, wobei K eine Ein-
heitskilgel bezeichnet, so -ergeben -sich die Werte p=——2k und
g == — k(k+1). Wenn die beiden Eikorper A und A, identifiziert werden,
so hat-sich das’ Doppehntegral der Entstehungswelse gemdll iiber die
»doppelt belegte“ Oberfldche zu erstrecken Damxt _ist der Nachwe1s
der Integralretationen (1) und (2) erbracht. :

Abschlieflend sollen die Anwendungsmoglichkeiten der drei Formeln
(1) bis (3) durch drel passend gewahlte Beispiele illustriert werden.

1. Der in der Relation (l) stehende Inteoralausdruck ist, wie wir
oben erwidhnten,. mit-dem in (7)- angeschnebenen aequlvalent Demnach
hat man -

(18) s J'(g,gw(m, W) dFdF, = kVV,.

Ersetzen wir jetzt die beiden der lnte'gralformel (18) zugrunde lie.genden
Eikbrpet A und A0 durch ihre éiuﬂere;n.Parallelkt‘)rper A® und A§ im

'

o) Eine Abhandlung, welche . Sdtze dieser Art enthilt, wu'd unter dem Titel ‘
,Uber " translationsinvariante und addmve Funktionale kdlmensmnaler Polyeder
demnachst im Druck erschemen : -

-
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Absiand ¢ >0, greift man auf die Urnrecllllungsforn1eln

r?=r-4ow
und 4 s
CAdF'=[14+(k—1)Ho+ .-+ K¢ ']dF,

wobei H die mitilere Kriin{mung und K die GauBsche Kr‘ijmmung be-
zeichen®), verweéndet schliefilich fiir die Parallelvolumina noch die.
J. Steinerschen Formeln '

. . _k '
V=V Fo+--- +wk9“' w,=n“"/l’(l —{—ﬁ),

s0 gewinnt man durch Glelchsetzung der Koeffizienten des hochsten
Potenzgliedes (g bmderseltlg von (18) die Integralrelation

(19) © | cosTy K KydF dF,— k.

Man gewinnt die Einsicht, dab unsere Formeln (1) ‘und (19) Anfang ,
und- Ende einer Serie von 2k+1 Integralrelationen mit hoheren Krijm-
mungsfunktionen darstellen; die ubriﬁén 2k—1 Formeln sind-indessen
komplizierter aufgebaut und sollen aus diésem Grunde nicht . welter
verfolgt werden. C

2. Wenn wir in der Relatlon (2) die beiden Eikorper A und- A4,
identifizieren, die .Integration ‘jedoch nur iiber die ,einmal belegte“
Oberflache erstrec_kgn,'so erhilt man_ '

(20) -t ' » [lcOAS(ZCOS(ZOrZU;FdF‘u:— k(k'—}—l) e

Nun ist nach bekannten Ansitzen der lntegralgeometne )

—cosa COS(ZO dFdF,=r-'dG,
wobei dG die Geradendzdzte bedeutet dG. symbohsnert die mtegral-
geometrische ,Anzahl* derjenigen Geraden G, welche die beiden Ober-
flichenelemente dF und dF, .durchstofen. So- gewinnt man aus (20)
die integrglgeometrische Formel_ )
' c AR AN U,

@) . _ ' rk“dc.:-————’»‘("; Ve, RN

wobei sxch die Integration iiber alle Geraden G erstrecken soll; die den
Elkorper A treffen; r ist die Lange der von G aus A ausgeschnitienen
Sehne. Auf dlese Weise 'haben wirein Sehnenpotenzmtegral, erhaiten,

6) Die fiir das Vorhandensein. dieser Krunnnunusvroﬁen erforderlichen Reégi-
Iantatsvorauasetzunoen betreffend- die Elflachon sollen hier erfiilit sein.

s
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‘das die k-dimensionale Erweiterung einer bekannten Formel von G
HerGLoTz") darstellt.

-3. Der in Relation (3) gewdbhlte 'Winke'l"f verdient auch wohl
.deshalb ein -gewisses Interesse,” weil er fiir den Fall A= A,==Kugel
"bestindig den Wert 7 = n annimmt. Dieser Umstand hat die Konsequenz,
dafl die sicli aus (3) -auf triviale. Weise ergebende Ungleichung

@ fr-dFdFozzlfvv

in dem Sinne scharf ist, als fiir ein besonderes- Elkorperpaar das Glexch—
heitszeichen in Kraft gesetzt wird. - Wihlen wir fiir (22) die. vektorielle

v

Schreibweise, indem wir f‘—(l——10)2 sefzen, wobei wie oben p und -

1, die Ortsvektoren  der Oberfldchenstellen auf-A und A, bedeuten, so
ergibt die- Ausrechnung des Skalarquadrates die UnOIelchung

_<?3) o T+T;_

Hler treten dxe belden Tracrhextsmomenfe

(24) _ T~FJ1 dF; T—FOJ 4 F,

der mit der Einheitsinasse” homooen belegten Elﬂachen auf und -weiter
wurden die” Ortsvektoren S und €, der beiden Schwerpunkte . der
Eifldchen -eingefiihrt, die auf Grund der Relation

@ apfendaa—E

sich - hier -Zu_g,ang versch'af.fen. Die Unglelchuncr (23) wurde im Falle

k=2 in einer etwas spezielleren Form von L. REDEI und-B. Sz.-NaGy?®) -

hergeleitet. ldenhhzleren wir noch A mit A,, so ergibt sich fiir das
Tragheitsmoment T einer homogen mit der Einheitsmasse belegten Eiflidche
bezughch 0] dle Abschatzunv :

e T>{k )+n B

wobei ¢ den Abstand des Eifléichenschwerpunk‘tes'von O bezeichnet. -

.

(Eingegangen am 13. Otober IQ:)O)

D) Gﬁt_tixlg'er Voslesung S. S. 1933; zitiert nach_ W.- BLasCHEE, loc. cit. 1). -

Falt k=2 bzw. k=23 vgl. insb. Heft | (112) S. 20 bzw. Heft H (101).S. 77. — In
. einer inhaltsreichen Abhandlung hat O Vakea [Integralgeometrie 3. Croftons Formeln
Aiir den Raum, Math. Zeitschrift| 40.(1935), S. 387—405] aligenieinere Typen .der-
artiger Integrale und ihre gegenseitigen Beziehungen untersucht. Die Formet von
"Herglotz ist dort mit (16) S. 401 ‘angefiihrt. Es-scheint, daB die Exponenten n=0, 1,
X 41 die einzigen sind, fiir welche die Sehnenpotenzintegrale k-dimensionaler
Eikorper :durch die Minkowskischen MaGzahlen einfach ausdruckbar werden. -

“ 8 Loc cit. 2y (16) p 49 . o



