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Uber die Cesarosche Summierbarkeit
der orthogonalen Reihen.

Von KAROLY TANDORI in Budapesf.

Emleltung

Sei {(p,,(x)} ein im Raume L*(a, b) dehmertes System von orthogonalen
und normlerten Funktionen und sei .

(l) . K"(t’ X)—: -(t)(/z;(X),

n k=0
wo

pe (ntey_ (e+N . (etn
" ( n ) n!
ist. Die Lebesgueschen Funktionen '

b
Li(x)= ’IKZU; x)|dt.

spielen in der Theorie der (C, r)- Summlerbarkext der Orthogonalreihen eine
entscheidende Rolle.
' Es sei ndamlich

W

(2) - - Z ex s ()

die Enthcklung einer Funkhon f(x)€L%*(a, b), fiir welche also ,/_ak<oc gilt.

- Sei ferner EC [a b} eine Menge von positivem Maf und {v.} eine monoton
. gegen Unendlich strebende Folge positiver Zahlen. S. KACczMARZ hat den fol-
genden Satz ausgesprochen:

Ist r eine positive ganze Zahl und ist L} (x) <2 auf der Menge E. giltaufer-
dem auch

. 2
3) | > Giof <oe,
k=0 )
so ist die Orthogonalreihe (2) in E fast iberall (C, « > 0)-summierbar?). '
1) S. Kaczmarz, Sur la convergence et la sommabilité des développements ortho-

gonaux, Studia Math., 1 (1929), S. 100—103; Notes on orthogonal series l., cbenda. 5
(1934), S. 26—28.
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Die Beweisfiihrung von KACzMARZ scheint aber_insofern eine gewisse
Liicke zu enthalten, da Kaczmarz sich wesentiich auf die Bedingung stiitzt,
daB man eine lndlzesfolge {n:} finden kann derart, daB fiir alle ganze k die
Beziehung kSv,k<k+l gilt; diese Bedingung ist aber unter der einzigen
Annahme, daB {v.} monoton gegen Unendlich wichst, im allgemeinen nicht
erfiillt. S. KACZMARZ beweist also tatsdchlich etwas- weniger, als es im Satze
ausgesprochen wird. Wir werden jedoch zeigen, daf der Kaczmarzsche Satz
auch in seiner - urspriinglichen Fassung, ohne der im Beweis auftretenden
einschrinkenden Annahme richtig ist. Dabei hat unser Beweis den relativen-
Vorteil, dab ‘wir nar mit-Cesaroschen Mittel rechnen, wogegen KACzMARZ auch
zum Beweis des etwas engeren Satzes die Heranziehung der Rieszschen
typischen Mittel benotigt. Auch. die Annahme, daB r eine ganze Zahl séi,
scheint fiberfliissig zu sein.

Da nach einem Kaczmarz—Zygmundschen Satz®) fiir die Entwicklungen
der L2-integrierbaren Funktionen die Konvergenz der (C, « > 0)-Mittel ver-
schiedener Ordnung untereinander fast iiberall gleichwertig .sind, geniigt zu
zeigen, dafBl die Reihe (2) unter den Voraussetzungen des Satzes fiirr=1,2,...
" fast iiberall (C, r)-summierbar ist, fiir nicht ganze r aber die Reihe (2) fast
iiberall (C, r')-summierbar ist, wo r eine ganze- Zahl > r bedeutet.

1. Hllfssﬁtze iiber Cesarosche Mittel.
Sei Zc,. eine behebnce Zahlenreihe.. Unter dem n-ten (C «)-Mittel

versteht man die Summe

' On ZAu kCk.

A:f =0
Es ist bekannt?®), daf fiir die- Koefhzlenten A, die folgenden Bezlehungen
gelten:

4)
(5) AF — AL = AT

(6) a+ﬂ+l Z‘A AA A : ,( | -
(). AF=0, 1=—1»,—2,...; vy .

®  Af=1; o
9) Ai'=0, I40;

(10) - A%>AI>0, a>—1L.

a_ (N+a) (a—}-l)...(a-i—'n) ~ ne . .
A."—-( n )_ ! ety “F7h=2

%) S. KACZMARZ, Uber die Konvergenz der Reihen von Orthogonalfunktlonen Math,
Zeitschrift, 23 (1925), S. 263—270; A. Zvomunp, - Une’ remarque sur “un théoreme de M,
‘Kaczmarz, Math. Zeitschrift, 25 (1926), S. 297—-298." -~ -

3) Siehe z. B. A. Zviamuno, Trigonometrical series (Warszawa—Lwéw, 1935), »41-43
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Hierbei bedeuten @, 8 belibige reelle Zahlen, ! eine ganze und n eine natiir-
liche Zahl.

Mit Hilfe der Summen

B¢ ' sﬂ=co+cl+.._.+c,., st s s
14Bt sich of in der Form
. k
Sn
(12) O =
An

darstellen, ferner besteht auch die folgende Beziehung:

. R N . I n
(13) o™= =) ASL AT of.
n e = ).

Hilfssatz 1. Sind p,q uni r natiirliche Zahlen j=min(p, g), so gilt

j r+l min (j,(—2)h)
(14) ZA;-kA;-kck= Zu‘(r—!{;l)( 2 ar A% Ay L AL ,,_)

wo (9 — —u)*t den positiven Teil von q—u bedeutet.
Mit einer Abelschen Transformation erhalten wir

ZA,, § Ak G = Zskzl (Apx A ,,)+s, Al AL,
wo
A" (Ap-xAgr) = Ap-r Apek— Aokt A .
Wegen j=min (p, q)und (7) ist Ap_j—1 Ay-j-1=0, daher A, .,Aq.,—.d (A7 .,Aq_,)

- - folglich

J J
Z; A;-kA;-kck= D s (Ap-xAgr).
k=l

- k=U
Wenn wir dieses Verfahren r-mal wiederholen und die Bezeichnung

A (A Ay ) = 4" (Ap i Agr) — 4" (Ap-it Agorr)

einfiihren, so folgt wegen j=min (p,q) und (7): 4"*(A;.;-1Aq5-1)=0, also
(A5 Ay = 4" (A5 Ay;) fidr alle u, weshalb sich

J F)
(15) ;‘Z=(; A;_k A;_k Cp= ’%‘ S;Ar“ (A;-k A;_;‘)
ergibt. Es 14Bt sich leicht zeigen, dafl

r+1

r- r r 1 -
A (W = 22 (" h a0 a7 ),

“;_
Beachien wir (5), so erhalten wir

r+1

P N yru
H(Ap kAq k)—;o| (r-:; )Ap kAq k-p-

Setzen wir diesen Wert in (15) ein und beachten dabei (12), so folgt durch
Umkehrung der Summierung nach den Indizes & und u:
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Z‘A kAchk—'ﬁ}(r—;l)(Zak rA ':Aqk,‘)

#=0

Da nach (7) A%3_, =0, wenn g —k—pu < 0, so geniigt es bei der Sum-
mation nach & nur jene Glieder zu beachten, fiir welche k= (g —u)*. Damit
ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2. Seien {1.} eine beliebige Zahlenfolge (i,0), r eine
1 1 .
natirliche Zahl, A(T)= I , und _ak" das n-te (C, w)-Mittel der Reihe

A Aen
a7 gf,w
Dann gilt
(16) o;='Al;’§A;-k (lk)+§“4 (ZA Ao (z,:+))+x,.+,r,,

Mittels einer Abelschen Transformation ergibt sich

n-1
=_]_Z’Ankcklk 1 sZOA(A )+ :OAnn.

AL = A: =0 Avdn
A:. ALY . -
Wegen (7) ist wieder F—=4 7 fir k=n, mithin
k k
1 2 e (A;-k)
R — 4
* Al kgﬂ‘ Sk Ay

Da

man kann auf Grund von (5) schreiben:
|l 1 1 r1 v ]
n=— An i An i
’ AL S e (")+ - kklk“

Wenden wir auf das rechts stehende zweite Glied wieder die Abelsche Trans-
formation an, so folgt genau wie frither:

1 " vl #0 1 r-1 'l r-2 'l
n-kS. Ai A
A Kok )vk+1 Z kS lk+ ; 1Sk 11.+2

nk::O

) I R r-2 o1
”ZAnksh ( )+A Asi'4 ( J ZAnkk lk+2

Wenn wir die Abelsche Transformation auf das letzte Ghed auf der oblgen
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Weise noch (r—1)-mal anwenden, so erhalten wir

" I "v ” T *
0, = —Z ,;; An-ksk ( )+ Z ( A" Z A,, ) "A (],k+u))+

k=0

.y
- ksA l
n k=0 k4r+l

wo die s.” der Reihe (17) nach der Muster von (11) zugeordneten Summen
bedeuten, d. h.

520 = colg €1k + -+ + Cul, sfa" = s s s
Daraus ergibt sich nach (12), (8) und (9) die behauptete Beziehung (16).

Hilfssatz 3. Sei {w.} eine monoton ins Unendliche wachsende positive
Zahlenfolge und sei Ec:[a, b} eine Menge von positivem MapB. Ist Ly (xX)=w. auf
der Menge E, so gilt auf E auch L =w, fiir alle §=0.

Nach (1) und (13) ist
K3t x) =

n— kA Kk(’ X)

n

Ferner ist A%.: nach (4), bzw., wenn ﬂ 0 ist, nach (3) und (9) positiv.
Daraus folgt

Li (x)= J[ Ka(t, x)| dt= a+p%A kALJIK (t, x){dt.

Aus der Monotomtat von {w,} ergibt sich auf Grund von (6) die Behauptung.

3. Sétze liber die Cesaroschen Mittel der Orthogonalreihen.

Satz 1. Es.sei Ec[a, b} eine Menge von positivem Map, {v.} eine ‘
monoton ins Unendliche wachsende positive Zahlenfolge und r eine natiirliche
Zahl Ist Lo(x)=v2 auf E und ist

-]
b2 < oo,

so gilt auf E fast iiberall o;,(x)= O(v,), wo o;(x) das n-te (C,r)-Mittel der
Reihe

g} brr(x)
bedeutet?). h

4) Diesen Satz hat S. Kaczmarz mit der Beniitzung der Rieszschen typischen Mittel
bewiesen (l. c. erste Arbeit, S. 113—118). Unser Beweis ist dhnlich zu dem Kaczmarzschen,
aber hier rechnen- wir nur mit Cesaroschen Mitteln. Der Grundgedanke der Beweis-
fthrung stammt von A. Kowmocororr, G. Seuiverstorr und A. Pressner [siehe A. Komo-
. Gororr et G. SELVERsTOFF, Sur la convergence des ‘séries de Fourier, Comptes Rendus Acad
Sci. Paris, 178 (1925), S. 303—205; A Piessver, Uber Konvergenz von trigonometrischen
Reihen, Journal fiir die reine und angewandte Math., 155 (1925), S. 15- 25].
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Ohne Enschrinkung der Allgemeinheit kann b,=0 angenommen
werden. Wir betrachten die Funktion

max G _ ()
0=k=n g

g, (0= -

wo p=p(x, n) offenbar eine (ganzwertige) meBbare Funktion von n und x
ist. Wegen bo=0 ist g (x) = 0. Wenn wir zeigen, daB die Folge

..—fg(x)dx (n=1,2,...)

unter einer von n unabhanglgen Schranke bleibt, dann folgt nach einem bekann-

‘ten Satz von B. Levi®), daB die Folge der g (x) auf E fast tiberali endllch
bleibt, m. a. W., daB

(18) ' o (x)< B, (x)v,
ist, wo B,(x) eine auf E fast tiberall endliche positive Funktion bedeutet.
Sei f(x) eine quadratisch integrierbare Funktion, fiir welche
b

be—[fOrydt  k=0,1,2,..))
ist. Dann gilt ’ '

o (x) = f F(OKIL, x)dt,

mithin
u—fdxff(t) Kotx) oy fdtf(t)fk 2(BX) e

Daraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung:

(19) A o= Jbﬁ(t) dthK;’—g’ﬂ dx]zdt.

Es ist mit g=p(y, n)

an%"-’dedt =detLJK‘: f}i X)d’;JK 4 f;t,, ») dy] _

¢ b
=jf K30 Kot D) 4o

vy

EE a
wo wir zundchst nach ¢ integrieren. Aus der Orthonormalitit der Funktionen

¢.(x) ergibt sich dann
1 1
J: éAJH we A A Z Ap—kAq—m(x)qa(y)
E E

dxdy,

k=0

5) Siehe z. B. S. Kaczmarz - H. Steinnaus, Theorie der Orthogonalreihen (Warszawa-
Lwéw, 1935), S. 8.
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b : e
wo j=min(p,q) und A =I f2(f) dt bedeutet. Wir haben zu zeigen, daB dieses

Doppelintegral unter einer von n unabhingigen Schranke bleibt.
Setzen wir in der Formel (14) cx=qu(x)@x(y), so labt sich dieses
Integral in der Form '

AT K (X Ar AL R AL S
JJ"’?”Q A, Ay L;;( © ,;0 k(X, ) Ak Ay b dxdy

schrelben Wegen der Annahme b,=0 ist K;(x,y)=0, also geniigt iiber &
nur von 1 zu summieren, daher ist

o orl ] . (min (], (q—u)*) r:u _;
(20) jn A Z ’+ ff s ( 2. K, 7yl A, Ak A"A" ”)dxdy

k Ay

Wir durfen mer p+0,qF0 auf der Produktmenge EXE annehmen da lm(
entgegengesetzten Fall der Integrand verschwindet.
Wir betrachten nun jedes Glied der in (20) stehenden Summe emzeln

ohne den Faktor (r+ l) :

e [fom (™S e i

r—p.
Ap— Aq- k—#

P q

k=1

)dxdy

Ist O<;4<r—_}_— 1, so kannedie asymptotische Abschatzung (4) und (8)
angewendet werden, wonach das Produkt ‘
Ak AS .
A, AL

folgenderweise abgeschitzt werden kann:

r—u u—1 '
J“EsxstO((p b~ lg—k— ”)‘ )wenn l<k<mm(j,(q wt);

P T

e .
20 Es ist o(ﬂ’——p’f—)‘— 7‘—) , wenn 1=k=min (j, (g—u)") =q—u;
\ 1 (g—k—py*~ A C ST '
3 Es ist O Fo g ) Ve I=k=min(j, (g —m)*)=p.

ln allen ‘drei Fallen ist also-

ATl AL, ( I ) oy |
L= =0|- O<pu<r+1).
Y S S Vi A e
" ‘Dann ist aber das Integral (21) nicht groger als . o

- ""“0“1""*’ e (V1. b
ﬂ o 2 KWy A [ S Sk i dxiy,
T g = SEPHE

VpYq jﬂ'l f,_;k_l
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wo A, eine absolute Konstante bedeutet. Wegen j= min(p, q) ist weiter das
Integral (21) nicht grdBer als

2A JJ = Z | Ki (x, )|k dxdy <

(22) b
<2A,f p,H(Zk ﬁm(x y)]dy)dx< 2Af - Zk dx=0(1),

b
da nach Annahme Li(x) = flKk (x,y)|dy<+? und die Folge {v.} monoton

zunehmend ist.

Es bleibt noch tibrig die zu den Indizes y———O und'x =r-1 gehdrenden
Glieder der Summe (20) abzuschdtzen. Es ist leicht zu zeigen, daB diese
auch unter einer von n unabhingigen Schranke bleiben. Fiir y 0 haben wir
den Ausdruck

1 min (7, ¢} . Aq "
23) - — A A
( ) , e g |K1. (X y)|Ak Al, A; ,

dieser verschwindet nach (9) fiir Jj=4q, und ftir j=gq ist er nach (8), (9), (10)
nicht grofer als

1, >

21K x).

J

Allerdmgs ist also das tiber EXE erstreckle Doppelmtegral von (23) nicht
grofer als

ot
2]—;"[1&(& »dy=0Q).

Auf derselben Weise l4Bt sich die von n unabhingige Beschrinktheit
des zum Index 4 =r-+1 gehdrenden Gliedes von (20) zeigen. Daraus und
aus (22) folgt die gleichmiBige Beschrinktheit der rechten Seite von (20),
w. z. b. w.

Wenn wir dieses Verfahren auf die Funktionen

% (x))
o= [
anwenden, dann ergibt sich, daB die Folge {g.(x)} fast tberall auf E endlich
ist; daher ist :
o.(x)= Bz(x) Un,

wo B,(x) eine auf E fast iberall endliche und negative Funktion ist. Daraus
und aus (18) folgt unsere Behauptung.

-Satz 2. Sei ECla, b] eine Menge von positivem Mag, {v,}, {4} mono-
ton gegen Unendlich konvergierende, positive Zahlenfolgen und v,=o0(4.)
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Bezeichne o ’(x) fiir ganze positive r das n-te (C, r)-Mittel der Rethe

(24) Z 0 2 (9).
Ist " (x)=0 v) auf E fast iiberall und gilt
23) . 20212<eo

so ist die Reihe (2) auf E fast iiberall (C, r) summierbar.
Bezeichne o7 (x) das n-te (C,r)-Mittel der Reihe (2); es ergibt 51ch aus
dem Hilfssatze 2, wenn man darm c;,—aup;.(x) setzt,

}
A“ _0 u-—hoh (X)A ( )+

) [ 7 (x
(Srtrmal )£

ll g

(26) o (x) ==

+ 5

Aus dieser Formel ausgehend zeigen wir, daB auf E fast iiberall die
Beziehung :

~(27) t_fl(){)— e ;.ZA" % 0% (X)Z/( )+o(l)

besteht. Zuniichst ist es klar, daB das dritte Glied auf der rechten Seite von
(26) auf E fast {iberall gegen O konvergiert.
Wir betrachten nun ein Glied der zweiten Summe in (26):

& Tt gt o 1
L 3 %x)d(& )

An k= ke

Wir zeigen, daB diese Summe fast (iberall gegen 0 konvergiert.?) Die Summe -

1
AR ARG () 4 ( \)
n LZ h . b lH—,u

ist fast tiberall endlich. Sie ist nimlich wegen (4) sicher nicht grofer als

() Sslet)

und die Endlichkeit der rechten Selte folgt fast iiberall aus dem erwihnten
B. Levischen Satz, da

2= 'vi"w’févr—?éa‘(ﬁ%vmﬁ;
P
o sp ZZ(V——)

=

%) Die Idee der Beweisfiihrung stammt von G. Aiexirs.
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ist, wo wir die aus (10) folgende Beziehung A% i/A{ <1 beachtet haben.
Offenbar 1stA( ! )=L4(V;

) , WO & < £y + 00, Sei & > 0 beliebig

Akin &k Arru
und es sei x € [a, 8] ein Punkt, in welchem
ot "(x)[d( ) M<oo .
k=0 V kit
besteht. Wahlen wir » so groB, da ,S.L; ¢ fur n> v, so gilt bei Beachtung

von (4) fiir geniigend grofie n:

"A'r—y kUk”(X)A( ! ) <
Airp

AL~ <
éAL:,‘ r—!;A"IO'k"(X)ld( k‘+,4 )_}_k:%; : Ia"”(x)l‘d(vl )
’—§A A"Iak”(X)M( ) te L_ZOIOZ“(X)IA(V +”)<_2_+7=

Damit ist gezeigt, das jedes Glied der zweiten ‘Summe (26) fast tiberall
gegen O strebt, folglich ist (27) richtig. Auf Grund .von (27) 148t sich also
auf E fast iiberall o )
r - 1

(28) oh(x)— k() —— ALy on (x)A( ) o AL o0 (x)A( )+o(1)

mk— n k

schreiben. Da

| gud(—})ﬁ Wldxs

<V6—a Z‘A( Vf(o,‘ (x))”dx<1/b a % 1224(lk)<oo

es ergibt sich nach dem dfters erwahnten Levnschen Satz die- Konvergenz fast
iiberall -der Reihe: : : e
(29) L oZ’(x)A(T].
) : = K

Daraus folgt,- daB-auch: die in (28) rechst stehende Differenz, fast tiberall
gegen O konvergiert, da diese nichts anderes, als die Differenz der m-ten und
n-ten (C, r)-Mittel (r>0) der Reihe (29) ist. Est gilt also auf E fast iiberali
o (x)— d’(x)-.O womit unser ‘Satz ‘vollstandig ‘bewiesen ist.

Satz 3. Ist r>0 belzebtg und L, (x)<v,. auf der Menge E, gilt auferdem
3), so lst die - Orthogonalrethe (2) -auf E fast idberall (C,a>0)-summierbar.

~ Aus (3) folgt namlich die ExiStenz einer monoton gegen Unendlich: kon-
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vergierenden, positiven Zahlenfolge {4.} mit v,=0(2,) derart, daB auch (25)
besteht Z. B. ist

1,,=w./(2 a,,),)2 (O<a<l)

eine derartige Folge. Es folgt aus Satz 1 fiir ganze r>0, daB auf E fast
iiberall 0% (x) = O(va) ist; aus Satz 2 folgt dann die (C, r)-Summierbarkeit
der Reihe (2) auf E fast iiberall. Ist r nicht ganz, so gibt es nach dem
Hilfssatze 3 ein ganzes r > r mit
L(x) =45 -

auf E und es folgt dann nach Satz 2 die (C, r)-Summierbarkeit auf E fast
tiberali.

Damit ist alies Angekiindigte bewiesen. _

Wir bemerken endlich, da alle unsere Beweise auch fiir den Fall r=20,
d. h. fiir die gewdhnliche Konvergenz gelten. Damit ist also auch dieser Fall
erledigt, den S. KAczMARz abgesondert behandelt”). Ubrigens enthilt sein
Beweis auch fiir diesen Fail eine #hnliche Liicke, wie im Faile der (C, a)-
Summierbarkeit -positiver Ordnung.

1IIl. MATHEMATISCHES KATHEDER,
TECHNISCHE UNIVERSITAT BUDAPEST.

(Eingegangen am 2. Juni 1951.)

) 1. c. (1), erste Arbeit, S. 100—103.





