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Verwendung einer klassischen Konfiguration Johann Bolyai’s
bei der Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie
in der Ebene.

Von PAUL-SzAsz in Badapest.

Nachdem L. GERARD') die hyperbolische Trigonometrie in der Ebene
mit Vermeidung der hyperbolischen Parallelen und des Grenzkreises unmit-
telbar hergeleitet hat, ist H. LIEBMANN?®) eine Herleitung “ohne . Zuhilfenahme
des Raumes, gerade mit den genannten klassischen Hilfsmitteln gegliickt.
Seitdem sind mehrere unmittelbare Herleitungen enstanden.?) Eine Darstel-
lungsweise wie die von H. LIEBMANN, hat aber aus historischen und metho-
dischen Griinden — wir glauben es — immer noch sein Interesse.

In" vorliegender Note wird die LIEBMANNsche Herleitung vereinfacht,
indem wir statt der iibrigen Formeln der Streckentrigonometrie ausser der
unten angefiihrten Formel (4), die klassische Konfigiiration von ]. BoLvar')
zur Bestimmung des Parallelwinkels als Funktion des Lotes einerseits, und
einen Kunstgriff von M. RETHY®) andererseits verwenden. Anstatt der Rekti-
fikation des Kreisbogens wird der Satz®) beniitzt, laut welchem der Grenzwert

6 K=1m=  (s—0)

) L. Gtrarp, Sur la géométrie non euclidienne, Thése (Paris, 1892), Chapitre 1, ferner
mit demseiben Titel, Nouvelles Annales de Mathématique, (3) 12 (1893), S. 74—84.

2) H. Liesmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Berichte
iiber die Verhandlungen der Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaflen zu Leipzig, Math.-
phys. Klasse, 59 (1907), S. 187—210.

3) Siehe z. B. PauL Szisz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der
Ebene, diese Acta, 12A (1950), S. 44—52. |

1) J. Bovvai, Appendix scientiam spatii absolute veram exhlbens efc., (Marosvésér-
hely, 1832), besonders § 29; siehe P. Sticker, Wolfgang und Johann Bolyai. Geometrische
Untersuchungen, Il (Leipzig und Berlin, 1913), S. 197.

5) M. ReTtny, Bolyai jJanos ,,ujj mds vildganak“ ismertetése, Matematikai és Fizikai
Lapok, 12 (1903), S. 1—29, 303—320, insbesondere S. 15—16. Ich mochte an dieser Stelle
ein Zitat in meiner Arbeit3) richtigzustellen. Der im § 5 meiner Arbeit zitierie Kunstgriff
ist erst in dieser Arbeit von Retuy zu finden.

8) Pauv Szisz, a. a. O. § 1, Satz Il.
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existiert, wobei o die ‘Mafizahl eines Zentriwinkels im Kreise mit-dem Radius
r und s die entsprechende Sehne bedeutet.

Aus der zitierten Arbeit von H. LIEBMANN entnehmen wir die Gleichung
des Grenzkreises in rechtwinklingen - Koordinaten, wenn ein Punkt auf ihm
als Koordmatenanfang und die zugehorige Grenzkrelsachse als Absznsse ge-
_wihlt wird. Diese Gleichung lautet

Ko e =chy)

Hlerbex sind x und y natiirliche Mapzahlen, d. h. die Langenemhelt ist so

gewdhlt, dap fir zwei konzentrische Grenzkreisbogen AB > A'B zwischen

denselben Achsen AA’ und BB im Falle AA=BB =1 das Verhdltnis

AB:AB —e ausfdllt. Diese Wahl der Langenemhelt wird im folgenden

beibehalten. S
" Zwei Strecken heiBen komplementar wenn dxe Summe der entsprechen-

den Parallelwinkel ein Rechter ist. Fir Komplementarstreckenl m ergibt
sich mit Hilfe von (2) :

3 cthl=chm.S8)

H. LiEBMANN®) hat noch auf Grund von (2) gezeigt, daB im rechtwinkligen
Dreieck zwischen der Hypotenuse c, einer Kathete a und dem gegentiber-
liegenden Winkel 4= II(J) (der zum Lote ! als Parallelwinkel angehort) die
Beziehung

sha 1
@ ' she ~ chl! ,
besteht. Von dlesen Formeln (3) und (4) w1rd im folgenden auch Gebrauch

gemacht.
Die vorkommenden kael werden in analytischen Magzahlen ange-
geben, d. h. die Einheit fur die Winkelmessung wird so gewdhlt, daf sich

fiir den rechten Winkel die Mapzahl % erglbt.

§ 1. Bestimmung des Parallelwinkels als Funktion des Lotes.

. :
Satz. Gehoren die Spitzwinkel 1 und > den Loten | bzw. I, als Parallel-
winkel an, so ist
(5) shl,=¢.

Beweis.. Wir: stellen die oben zitierte Konfiguration von J. BoLvai
unwesentlich modifiziert her. Der Scheitel des Winkels 2 sei mit P, die un-

") H. Liesmann, a. a. O. S. 191, Formel (4).
8) H. Lieemann, a. a. O. S. 192, Formel (6).
- 9) H. Ligsmann, a. a. O. S, 194, Forme! (1).
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endlich fernen Punkte seiner Schenkel mit £, bzw. £, bezeichnet. Auf der
Halbgerade P2, sei die Strecke PQ — 21/ abgetragen und bezeichne M ihren
Mittelpunkt. Nach der Bedeutung von [ ist M, | PQ und JPQL=
=< QP2,==1. Von P bzw. Q aus seien auf die Gerade 2,2, die Lote

PT,resp. QT gefilit. Dann wird g TP2, =< TPQ,—7, weil beide Winkel
dem Lote PT als Parallelwinkel angehoren und d1e Summe <X QP2 =1
haben. Weiter wird < T'Q8 = AT QL ——7—— da die beiden Winkel

dem Lote QT als Parallelwinkel entsprechen mit der Summe 2,02, =
= — 4. Also ist PT =1, und QT =1, das Komplement von /;. Die Gerade
9,0, sei von dem Grenzkreise durch P mit dem -Mittelpunkt £, in R, von
- dem durch P und Q mit dem Mittelpunkt 2, in S, endlich von dem Grenz-
kreise durch Q mit dem Mittelpunkt £, in U geschnitten, und man setze
TR=TS=t, T S=TU=u.

Aus der Konstruktion folgt dann

RU=PQ=2I, RS=2t, US=2u
und RS= RU+ US, also ist

. t=1+4u.
Daraus ergibt sich auf Grund von (2) _
. _ chl,=¢ chl,.
Nach (3) ist aber _
ch/,=cth/,

da doch [, und /, Komplementarstrecken sind, und aus diesen beiden Glel— .
chungen folgt die Behauptung unter (5). W.z. b. w.

Im Besitze dieses Satzes, konnen wir den Parallelwinkel 2 als Funktlon
des Lotes /, wie folgt, bestimmen.

Die Winkel .
' y A
Ay
V 2 .211
sollen als Paratlelwinkel den Loten
B AV S N
entsprechen.'®) Wegen ch/>1 kann ein Spitzwinkel ¢ durch die Gleichung
. 1. .
(b) . W—Sln(/‘“
definiert werden. Dann ist
’ Cshfe—m ek = S5O
sin” @ sy ¢

T 10) Vgl. H. Liesmann, a. a. O. S. 206.
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d.h.
' __ cos@
) shl=, sing
Aus (6) und (7) ergibt sich nun auf Grund von (5)
: P
cos 5
shi,— l-}—.COS(p _ 2 ,
sine sin
woraus folgt |
2 P
cos’ 5
chh=14—2 — ' =
. .
. sin bl sin >
also
1 .9
<hi =Sing
Aus dieser Gleichung ergibt sich jetzt in dhnlicher Weise
' 1 .9
—Chl_. —SlnT,
u.s. w. Es gilt also aligemein
o ' 1 )
8 =sin—=.
® chi, - 2 2
Wir nehmen nun ein"gleichschenkliges Dreieck ABB’ mit <IBAB"=?,
AB=AB =r, BB’ =s,. Bezeichnet C “den. Mittelpunkt von BB’ so ist
JIBAC— 2‘7“_’ T:% Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist laut (4)
s,  shr
) Sh _2_ o Ch 1n+1 ’
also besteht mit Riicksicht auf (8)
' Su . @
sh—2—=shr51n?m;.
Hieraus folgt fiir n— 4 oo
2"s,—»>@shr.

Andererseits gilt auf Grund von (1) fiir n— -+ oo die Limesbeziehung

. . 2"811 _’A"K(r),
und es entsteht somit

9 ’ = -l%?— A

Fiir 4 —+;"2‘- strebt aber /— 0, also nach (6) gleichzeitig ¢ — —, aus (9) folgt

A 12
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deshalb _
K(r)

=1

d.h. ¢=12. Demnach geht (6) in die Formel
1 .

(]0) ’ch—l =sind

tiber. -
Damit ist 4 als Funktion von [ bestimmt.

§2 Dle Grundformeln der hyperbolischen Trigonometrie.

~ Far ein rechtwmkhges Dreieck mit der Hypotenuse ¢, einer Kathete a
und dem gegeniiberliegenden Winkel 4 gilt nach (4) und (10) die Formel

sha
she °

Daraus folgt fiir das allgemeine Dreieck mit den Seiten @, b, ¢ und gegen-
iiberliegenden Winkel 4, ¢, » offenbar
(I - sind:sinp:sin¥=sha:shé:shc.

Die Beziehung zwischen einer Kathete a, dem gegeniiberliegenden Winkel
2,-und dem anderen Spitzwinkel g eines rechtwinkligen Dreiecks, konnen
wir nun mit Hilfe des zitierten Kunstgriffes von M. RETHY bekommen. Wird
niamlich das rechtwmkhge Dreieck mit seinem - Spiegelbild in Bezug auf die
andere Kathete erginzt, so gilt m dem ‘'so erhaltenén aligemeinen Dreieck
laut (l") U - - A -

’ sin24 ' sh2a ; '
sing. < she 7!

o : sind—

und daraus erglbt sich mit Rucksicht auf 0

H _ cos . 4 I
an - ' sinpg = cha.

,’ " Die Formeln (I) und (II) haben schon d1e ganze hyperbohsche Trigo-

nometne zur Folge.

(Eingegangen am 27. Februar 1952))



