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Uber die -Lage der kritischen Punkte rationaler Funktionen.

Von GYULA Sz.-NAGY in Szeged.

-+ ‘1. Es werden im-folgenden rationale Funktionei n-ten Grades’
_f(z) :-ao‘f‘alz—{—--..—{_a"zh )
(1) R(Z)_g(z) ﬂn+ ﬂnz+---+ﬂnz“ , (Ia"l+|‘8"|:*:0) ]

betrachtet, die irreduzibel sind, d.h. fiir die die Polynome f(2) und g(2)
keinen gemeinsamen Polynomteiler besitzen. Unter dem /ndex m von R(2)
wird die groBte der ganzen Zahlen k=n—1 verstanden, fiir die

'(2) » .8, '—‘BL-%. # 0

gilt. (Polynome und ihre Reziproken haben insbesondere den Index 0.) _
Die Z-Stellen der Funktion R(z) sind die Nullsteilen des Polynoms

) _f_(z)———Zg(z) = (%—Zﬂu) F(—Z3)z+ -+ (an—2Z8.)2".

Im Falle a,— Z3,4=0 hat R(z) n endliche Z-Stellen (jede nach ihrer Vielfach-
heit gerechnet). Ist aber @, —Z3,==0, also Z= U—hm R(2), so hat die

Funktion R(z) nur m endliche U-Stellen u,, u,,. .., t,.. Der Punkt 2=— oo
nst eine (n—m)-fache U-Stelle von R(z). Dieser Wert U und dle Punkte
u,,u_,,.. , U, werden aufergewdhnlich genannt. Man hat U=t ﬂ , U=oc
bzw. U=0, je nachdem «,3,2=0, 8, =0, bzw. &, =0.

Wir setzen

4) fo(z): a,taz+4 -+ a2, fl(z)'_‘”11;4»12"“+l + Q2 2" +-'+ -t a2
'go(z):p,)o_l_ﬂlz‘ ot -—|—ﬂmz"', gl(z) m+lz’n+l+ﬂ"+)zm+-+ +ﬂnz
Aus der Definition von m folgt die Proportionalitat

@y s Epyy2 0 0 e == l&m-f-l /9" 4200 gu ’

so daB f(2) und g,(z) sxch mur in einem korstanten Faktor unterschelden
Deshalb 1st

! ,ﬁ.+fl o+f1‘ 'féful
g +& &+& gog

o f,‘ fi ﬁ.’
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Daraus folgt, daB die hochste Potenz von z im Polynom

®) : D@)=f'@2) £)—£@@f (@)
den Exponenten n-4m—1 und den Koeffizienten (m—n)(e.3.—3..)==0
besitzt. Wir nennen D(2) das kritische Polynom -und seine Nullstellen die
kritischen Punkte von R(z). Die rationale Funktion R(z) n-ten Grades und
vom Index m hat also n+ m— 1 kritische Punkte (mit Vielfachheiten gerechnet).

Aus der Identitit

_f@e@—g@f(@) _ _D@)

© ke Q) @)
folgt, daB jede endliche Nullstelle der Derivierten R’(2) ein kritischer Punkt ist.-

‘Ein kritischer Punkt z, der Funktion R(z) ist nur dann keine Nullstelle
der Derivierten R’(z), wenn er ein mehrfacher Pol von R(2) ist. Im Punkt
2z, verschwindet namlich R'(z) nur dann nicht, wenn g(2,)=0 ist. Dann
folgt aber aus der Gleichung D(z,)==f"(2)€(20)—g (2,)f(2)==0, daB
£ (2)=0 ist, weil beide Gleichungen g(2)=0 und f(z,)=0 wegen der
Irreduzibilitit von R(z) nicht bestehen k&nnen.

Ein kritischer Punkt der rationalen Funktion R(2), der kein mehrfacher .
Pol von R(2) ist, ist also eine Nullstelle der Derivierten R’(2).

Der Punkt 2= oo ist dann eine Nullstelle von R'(z), wenn D(2) einen
kleineren Grad besitzt, als g°(2).

2. Die eingefiihrten Begriffe sind fiir eine Klasse der rationalen Funk-
tionen charakteristisch im folgenden Sinne:
Sind a, b, ¢, d der Ungleichung d=ad—bc=0 genugende, sonst
beliebige Zahlen, so hat jede rationale Funktion in der Schar
0 S(2)>= aR(Z)+b = afx)+bg) __ F(Z)
cR(@)+d — cf()+dgx) — G(2)
denselben Grad, denselben Index, dieselben aufergewdhnlichen Punkte und
dieselben kritischen Punkte. Die A-Stellen der Funktion R(2) stimmen mit den
B= ?::_—:_—5 -Stellen der Funktion S(z) iiberein.
Der Grad von S(z) ist nicht kleiner als n, weil (wegen 4.4-0) qa,+
+ b8, ce,+dB. gleichzeitig nur dann verschwinden, wehn e, und ﬂ,l ‘beide
verschwinden, was aber wegen |e,|+|g8.|3=0 nicht zutnfft
Aus der Identitit
aak—l-bﬂk aa,,-{-b,@,. . aj, oy,
car+dp ca,+dp. d|| B Bn
folgt, daf die Funktionen R(2) und S(2) denselben Index haben.
Wegen der Identitit F'(2)G(2)—G'(2)F(2) =(ad—bc)D(z) stimmen
die kritischen Punkte der Funktionen R(2) und S(2) iiberein. Die. iibrigen
Behauptungen sind klar.

ab
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Sind f(2) und g(z) beliebige teilerfremde Polynome, a und & (|a]-+-
~+|b|=0) beliebige Zahlen, so gibt es unter den Gradzahlen der Polynome
af(z)+bg(z) offenbar zwei und nur zwei verschiedene. Die groBere ist der

Grad, die kleinere ist der Index der rationalen Funktion R(z)z%.
3. Die Gleichung (6) 146t sich auch in der Form.
@ R@ _ D@ _ [ &
R(2) f(2)g@ f @) £(2)
schreiben. Fiir beliebige Konstanten A und B (5=A) ergibt sich die Identitit
f@R—AgR)  f@—BgR@ _ (A—B)D(2)

O Fo—a:@ T T@—Bz ~ @—Ag@II/@—B£@]

Die Lage der Nullstellen der Derivierten einer gebrochenen rationalen
Funktion oder die Lage der kritischen Punkte wurde in der Literatur?) fast
ausschlieBlich in bezug auf die Nulistellen und Pole der Funktion unter-
_sucht. In dieser Arbeit wird auf Grund der Gleichung (9) gezeigt, daB diese
zwei Punktgruppen sich durch die Punktgruppen der A-Stellen und B-Stellen
{B==A) ersetzen lassen. Dabei wird sich auch die Rolle der Gruppe der
aufiergewohnlichen Punkte erhellen. '

Ist 2, ein kritischer Punkt der Funktion (1) und ist R(z,)=C, so ist
2, eine mindestens zweifache C-Stelle von R(z), weil im Punkt z, die Funk-
tion R(2)—C und ihre Derivierte verschwinden. Sind

h(z)=f(2)—Ag(@)= a[[(z a)
| h(2) :-f(z)—Bg(z)—'.;ﬂllill(z—bk), h,,(z):g(z—uk)

und' bezeichnet z, einen kritischen Punkt, der von den mehrfachen Nulistellen
der Polynome h.(2) und h,(z) bzw. h.(2) und h,.(z) verschieden ist, so erhilt
man aus (9) die Gleichung

SO T A |

0 > > 1 gpw Y S —0.

=l z—ar  =z—bi =1 Zo—di k=1 20— Uy

Daraus folgt die folgende Form eines Satzes von WALSH®):

1) Vgl. ]. Dieubonng, La théorie analytique des polynomes d’une variable (2 coeffi-
cients quelconques), Mémorial des Sciences Math., Fasc. 93 (1938), S. 48—56; M. Marpen,
The geometry of the zeros of polynomial in a complex veriable (New York, 1949), S. 67—
82;. L. . Wawsu, The location of critical points of analytic and harmonic functions (New
York, 1950), S. 89-216.

?) J. L. WasH, On the location of the roots of the Jacobian of two binary forms,
and of the derivative of a rational function, Transactions American Math. Soc., 19 (1918),
S. 291—-298. . .
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Ein von den mehrfachen A- und B-Stellen verschiedener kritischer Punkt
der rationglen Funktion R(z) ist eine Gleichgewichtslage eines materiellen
Punktes der Ebcne, auf den die A- bzw. B-Stellen dem Abstand umgekehrt
proportionale abstofiende bzw. cnziehende Krifte ausiiben. Dies gilt auch
dann, wenn B durch den aufergewshnlichen Wert U von R(z) crsefzt wird.

Hat nihmlich die Summe dieser Krifte in der Richtung der reellen
bzw. imagindren Achse die Komponente X bzw. Y, so ist der rcelle bzw.
imagindre Teil der Gleichung (10) zu X bzw. Y proportional.

4. Bezeichnen aof, b}, ui die Spiegelbilder der Punkt a;, b:, u. in bezug

auf den Punkt 2, ist also ai—z,=—(a:—z2), bi—z,=—(bi—2z,),
uy —2 = —(ty—2,), so nimmt (10) die Form an:
SRR SR SR ¢ |
- 0) > - ) O’
=1 Zo— Qi k=1 zn_blt ‘:1 2y a. + - —bl
N ) L 1 w 1
b > — =0.
Zw‘ g_z“—al; + k=1 zlb—ul‘l 0

Sind
h,';(z)_a[[(z —at), I (z)—p’[](z—b,) und A (z)=ﬁ(z—'u;.-), so ist z,

eine Nullstelle der Derivierten der ‘Polynome h,(2) h3(2), h'(2) hi(2), b (2) B3 (2),
hi(2) h.(2). Nach dem Satz von Gauss und Lucas liegt z, in der konvexen
Hiille der Nullstellen jedes Polynoms. Es gibt also durch 2, keine Gerade, .
von der die Punktgruppen der A-Stellen und B-Stellen oder diejenigen der
“‘A- und U-Stellen getrennt wiren.

5. Der Polarpunkt £, eines Punktes z, der komplexen Ebene beziiglich '
der Punkte a,, a,, ..., a, wird bekanntlich durch die Gleichung

I3

n o |
(1 l) z2,—&, o k=1 Zo—ai
definiert. Auf Grund der ersten Gleichung von (10) ist der Polarpunkt eines
kritischen Punktes z, der rationalen Funktion R(2) beziiglich ihrer A-Stellen
derselbe, wie beziiglich ihrer B-Stellen, wenn z, keine A- oder B-Stelle ist
und wenn A==U und B==U sind. Der Polarpunkt z, beziiglich der U-Stellen
bleibt nur dann derselbe, wenn man den auBergewShnlichen Punkten
u, iy, ..., u, den Punkt z= oo (n—m)-fach hinzurechnet.-

Nach einem LAGUERREschen Satz werden die Punkte a,,a,, ..., a, von
jedem Kreis durch das Punktpaar z, und &, getrennt. Daraus folgt der Satz:

Sind A und B keine aupergewdhnlichen Werte einer rationalen Finktiorr
. R(z) und enthilt der Kreisbereich K, bzw. K, die A- bzw. B-Stellen von R(2),
so besitzt R(z) auperhalb beider Kreisbereiche. keinen kritischen Punkt. Haben
K, und K, keinen Punkt gemeinsam und hat R(z) den Grad n und den Index
n—1, so enthalten beide Bereiche je n—1 kritische Punkfe. T
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Fiir den Polarpunkt &, bzw. &, des kritischen Punktes zo beziiglich der
A-bzw. B-Stellen nach (10) gilt {,={;. Diese. Gleichheit kann aber nicht
bestehen wenn z, auBerhalb: beider Bereiche K; und K, llegt, weil dann Lo
zu K, & zu K, gehort. ' |

Die kritischen Punkte- der Funktionen R(z) und

R@—A 1 z—a

R(Z) —B _;;=1 Z—l,bk

stimmen iiberein. Haben K; und K, keinen Punkt gemeinsam und verdndern
sich die Punkte a; in K, und die Punkte b. in K, stetig, so veridndern sich
die zugehorigen kritischen Punkte stetig uud Kein kritischer Punkt kann den
Rand von K; oder K, iiberschreiten. Widrigenfalls gabe es eine ratlonale
~Funktion, -die einen kritischen Punkt auflerhalb beider Bereiche K, und K,
besitzt. Bei "der Verinderung: der Punkte a, und b, in K, bzw. K, hat also
die zugehorige Funktion in K 'bzw. in K, ebensoviel kritische Punkte, wie

S(@)==

die Funktion (z—z“) ', wo a bzw. b ein beliebiger Punkt von"ll(_v1 bzw. K,
z__

ist. Diese Funktion hat in' K, und K, 1e n—1 krltlsche Punkte, weil sie das

“kritische Polynom

D(2) = (b—a) (z—a) z—b)""

. besitzt. :
Es gilt die folgende Form eines Satzes von WALSH?):

Enthdlt der Kreisbereich K, bzw. K, jede A-Stelle bzw. jeden aufer-
gewdhnlichen Punkt einer rationalen’ Funktion R(z) n-ten Grades und vom
Index m, so fdllt jeder kritische Punkt von R(z) in mindestens einen .der
Bereiche '

K, K, K,—_e—mk
n—m
. , . Cnz,—maz,
Der Bereich K, besteht aus den .Punkten z,— ——m wenn z, bzw. z,

ein beliebiger Punkt von K bzw. K, ist. Haben K, und K, keinen Punkt ge-
meinsam, $o enthalt K., K, bzw. K, n—l m—1 bzw. 1 kritische Punkte.

Fiir den Polarpunkt £, bzw. [, eines kritischen Punktes 2, beziiglich
der A- Stellen bzw der endlichen U-Stellen erhilt man aus (10) die Gleichungen ..

n 5 1 __”' 1 m _ nty—mt,

2,—&, __1. 1 Zo— @ k=1 Zp— Uy - —gz . n~—m

Llegt z0 aufierhalb ' beider Berelche K, und K, s0 gehbrt g zu K,,'
& zu K;. Folglich-ist z,- em Punkt von .’(’3 ;

3) ] L Waisi, On the location of the roots of the Jacobian of two binary forms,
and of the derivative of” a“rational Tunction, Transactions American Math. Soc., 22 (1921),
S. 101—116. Vgl. ‘das Buch von Waisu, FuSnotet), S. 104, .

ey
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Haben K, und K, keinen Punkt gemeinsam, so haben auch K, und K,
sowie K, und K, keinen Punkt gemeinsam. Dies folgt aus der Gleichung von
2;. Veriandern -sich die Punkte a; in K, und die Punkte o, in K, stetig, SO
verindern sich die kritischen Punkte stetig, ohne den Rand von K;, K, und
K. zu iiberschreiten. R(z) hat deshalb in K, K, bzw. K; ebensoviel kritische

Punkte, wie % wo a bzw. u einen beliebigen Punkt von K, bzw. K._, bezeich-
z2—u)" .
net. Fiir diese Funktion ist D(z) = (n —m)(z—a)"” (z—u)""" (z — %‘»’—

Damit ist der Satz bewiesen.

6. Ein Satz von ]. DieUDONNE?) gilt auch in der Form:

Enthdlt ein Kreisbereich K jede A-Stelle (A== U) einer rationalen Funk-
tion R(z), so enthdlt er mindestens einen kritischen Punkt.

Eine mehrfache A-Stelle ist auch ein kritischer Punkt. Man kann -also
annehmen, daB die A-Stellen, also die Nullstellen des Polynoms f(z)— Ag(z)
=h(z) einfach sind. :

Sind 2, 2,...,2, (v=n —|— m—1)die kritischen Punkte und a,, a,, .. ., a.
die A-Stellen der Funktion R(2) n-ten Grades und vom Index m, so hat man

D@)=f(2)g(2)—g& () f(D) =1 (2)g (D) —& (D)h(2),
D@ _ 3 1 KEg@—g@hE
D) = z—a W (2) g(2)—&'(2) h(2)
Der Polarpunkt &, des Punktes a, beziiglich der kritischen Punkte geniigt
der Gleichung -

v L1 D) _ K@)

Z,, = == == 5 .
a,— ;p k=1 a,—2 D(ai') h (a,.)

Die Zahlen Z,(p=1,2,...,n) sind Residua der rationalen Funktion

h'@) .
h(z) ’
ihre Summe verschwindet, weil z==occ kein Pol von R(z) ist.

Zum Beweis des Satzes konnen wir annehmen, daB K die obere Halb-
ebene ist, weil diés durch eine. lineare Transformation erreicht werden kann.
Waire dann der Satz unrichtig, so wire jeder kritische Punkt im Innern der
unteren Halbebene gelegen. Dann wiren auch die Polarpunkte £, unterhalb
der rellen Achse gelegen, weil die kritischen Punkte von jedem Kreis durch
das Punktpaar a, und §,(p=1,2,...,n) getrennt werden. Deshalb ~hitten.
die Zahlen £, und Z, negative Imaginirteile. Die “Summe der Residua von

H(z)=

%) J. Dievoonnt, Sur quelques points de la théorie des zéros des polynomes, Bulletin
des Sciences Math., (2) 58 (1934), S. 273—296.
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R(2) kann also nicht verschwinden. Aus diesem Widersprﬁch folgt die. Rich-
tigkeit des Satzes.
Daraus erhilt man im Falle n=2 bzw. n=23:

Jede rationale Funktion zweiten Grades, die in den Punkten a, und.
a,(==a,) denselben Wert annimmt, hat im Kreis mit dem Durchmesser (a., a,)
mindestens einen kritischen Punkt.

Jede rationale Funktion dritten Grades, die in den Punkfen a,,a,,a,
denselben Wert besitzt, hut ‘im Umkreis des Drezecks mit den Eckpunkten
a,, a,, a, mindestens einen kritischen Punkt.

(Eingegangen am 21. Oktober 1951.)



