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- Beweis einer Vandiver’schen Vermutung
‘beziiglich des zweiten Falles des letzten Fermat’schen Satzes.

Von PETER DENES in Budapest.

Es seien p eine ungerade Primzahl, @(0) der Kreiskorper der p-ten
Finheitswurzeln, ' { = e2nilv, A= 1—, (=[4], A=Q1Q—-0)(A—L"), & eine
Einheit in 2(0). : '

VANDIVER") bewies den folgenden Satz: Unter den Bedingungen:

1% Der 2weite Faktor der Klassenzahl von (%) ist nicht durch p teilbar;
p__
T2

2", Keiner der Bernoullischen Zahlen B, , (n =1,.., 3 ) istdurch p? teilbar;

ist die Fermat'sche Gleichung im zweiten Fall

) E' - mr=g,- "™y
mit nicht verschwindenden, relativ primen Zahlen &, 77, Y des reellen Unfterkor-
pers QL") von (L) unlésbar.

~ In einer spiteren Arbeit gab VANDIVER®) seiner Ansicht Ausdruck, daB
die Bedingung der Teilerfremdheit der Zahlen &, 7, yw im obigen Satz weglassen
werden kann, er bewies jedoch diese Vermutung nicht.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir diese Vandiver'sche Vermutung
beweisen.

_Es soll also angenommen werden, daf die Zahlen & keinen gemein-
samen Zahlenfaktor, aber den gemeinsamen ldealfaktor b als groBten gemein-
samen Teiler besitzen: .
€ n]="b;

d ist ein Ideal des Unterkorpers (-+57). :
Die Gleichung (1) zerfillt in die bekannten Faktoren:

§+7) 2mp P+l pb
) H. 8. VA;«olvan, On Fermat’s last theorem, Transactions American Math. Soc., 31
(1929), pp. 613—642.

2) H. S. Vanpiver, Summary of results and proofs on Fermat's last theorem, V Pro-
ceedmgs National Acad. Sci. USA, 16 (1930), pp. 298—304.

)
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in welchen jo,js,...,i,-1 zueinander und zu [ prime ldeale in 2(f) sind.
Hitten ndmlich etwa j; und j. das von dem, Einheitsideal verschiedene Ideal
a als gemeinsamen Faktor, so erhalten wir aus der Differenz der i-ten und
k-ten Gleichung in (2), daB auch

durch a teilbar sein miiBiten; dies ist jedoch unmoglich, da —i— und —g—

relativ prim sind.
Es bestehen mit Riicksicht auf die erste Gleichung in (2) die folgenden
Kongruenzen:
E+9l  E+q
1— ~ 1—-¢
Bedeuten i und k zwei beliebige Zahlen aus 1,2,...,p—1 und a eine positive
ganze Zahl, a = p, so ist

o () = e
Aus (2) und (3) folgt, daB das Hauptideal
EPEEOTY (bk=1,2,...,p—1)
einer primiren Zahl in (%) gleich ist®). Gema Lemma 1 der zitierten Arbeit
von Vandiver?) ist ein Ideal, dessen p-te Potenz eine primdre Zahl ist, selbst

ein Hauptideal, falls der zweite Faktor der Klassenzahl von £(f) prim zu p
ist: '

—n=—n (mod (*) ((=12,...,p—1).

(4) b~ 1 (i, k=1,2,...,p—1).
Zufolge der Gleichungen (2) gilt auBerdem -

3), it b~ 1 (k=1,2,...,p--1)

und wenn man in (4) a=1 setzt, ergibt sich aus (4) und (5):

(6) . _ ji ~ ji (G k=1,2.. ,p—l).
er nehmen jetzt in Betracht, daB nach (1), (2)

() | [w1=bgi.-~1

ist, woraus wegen (5) und (6) B

®) | e~ (k=1,2,...,p—1)

folgt. j, 1st zufolge (2) reell, gehort also zu einer Idealkiasse C, des Kbrpersy
[of (N ) Ist t ein reelles Ideal der Klasse Gl welches keinen.. Hauptldealteller

3) Eine Zahl « des Korpers 2(¢) heiBt pnmar wenn, es. eine. Zahl ﬂ |m Q(g‘) glbt )
welche die Kongruenz a=g" (mod [¥) erfilllt. PR T A
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besitzt, so sind zufolge (8) die tj. Hauptideale in Q(Z):
) ' [ox] = tix (k=0,1,...,p—1).
Die ¢,,0;, . ..,0p-1 bezeichnen zahlenteilerfremde Zahlen des Korpers £(0),
welche Eigenschaft daraus folgt, daB die Ideale j,, i,, ..., j,-1 relativ prim sind
und t keinen Hauptidealteiler besitzt.

Nach der Definition kann o, reell angenommen werden, dagegen kann

man die Zahlen ¢; und ¢, {k=1,2,..., p_z_) kon]uglert 1magmar wahlen

Bezeichnet & eine von 0,i und p—i ,verschxedene Zahl, k,i<p, so
konnen wir aus (2) mittels (9) die folgenden drei Gleichungen bilden:

E4m , oy
j— l( m-1)p 29
. | ErE A or
E+nl o} '
10 E LR M ,
( ) { _E+7I§]' PI:,
E+nl” — b e,
Epqr Pt
w0 ﬂo: 181') ﬂp—i Einheiten in 9(@) Slnd AUS dlesen fOlg'[
(an o/ —digi =13, 4("" Drol
mit den Einheiten
| | \ B
Fy = 1 )y ——
o =(1+7) 3 .

13' i §+”€_i 1"‘@ gll‘
12 - L2 . .
( ) < ﬂ’ ) 1__;—1 §+71\;L 9,1,‘.5
Wir zeigen .jetzt, daB %=1 ist. Wird die Gleichung (12) als eine
Kongruenz nach dem Modul 1”* untersucht, so ergibt sich %; primar. Da eine -
Einheit des Korpers 2(f) das Produkt einer reellen Einheit und einer Ein-
heitswurzel ist, ist'jede priméire Einheit in () reell. Demzufolge erzeugt die
Substitution (s=1{5:5"). aus (11) die Gleichung
o | e]’;‘-i_91'91"')_:—‘9,0'1(2"1_1)”(76',
was mit (11) zusammen
. 9. —1
ergibt. Dann lautet (11) so:
(13) or—ep =91 gy,
welche Glexchung wneder in p Faktoren zerfilli:

Q;—,—Qp;—l(om ))1>+1tg0 (]:-1,2,,[7—1)

w : —I
( ) L { 9;‘_7'9p-1§1=“9i,i 1#1’2"7' =
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in welchen gio, ..., -1 (i——-l,z,...,pT—lJ zueinander und zu [ prime.

Ideale des “reellen Unterkorpers (%) von .Q(C) sind, weil ihre Werte
sich durch Anwendung der Substitution (s =1{:%" ) auf die Gleichungen (14)
nicht indeérn. .

Da ¢; und ¢,-;"in (13) zur p-ten Potenz vorkommen, konnen dieselben
durch Multiplikation mit einer Einheitswurzel semiprimar gemacht werden,
d. h..sie sind nach dem. Modul [* mit einer ganzen rationalen Zahl kongruent.
Da ferner o; und ¢,-; konjugiert imaginar sind, sind sie nach [ mit derselben
ganzen rationalen Zahl kongruent, also st ihre Differenz mindenstens durch
[ teilbar. Das ergibt v -

@m—2)p+1>1,
d. h. m> 1, woraus -

(15) . 0i—0,-i=0 (mod *"*") ' (i: 1,2,__.,2;1)

folgt.
- Wegen.

oo 8 [JThZeopTl
a—opl 8l \bk=12.., P11,

2
sind die Ideale -3 zufolge der Voraussetzung 1° Hauptideale, da dieselben
Q. .
reell und ihre p-te Potenzen Hauptideale -sind; ‘es gilt also fiir j=1
e—oik _, ¥ ( ' p-l)'
P 4 k=12 ..., ——|,
01.--0,;-1.-@ . * ¢){<’ 2

wo d, Einheiten und ¢;, ¢, Zahlen in () sind, woraus wegen (15)

0 _0pi _ s P 0 ( ) 'P—l)
16 O =iy, desy . lik=1,2.. 2
(16) | o onn .I. o (mo ) Lk=1 ‘2
. folgt. _ _
Aus-(10) konnen wir ferner die folgenden reellen Gleichungen bilden: :
E+28q+7 ey 9"
(17 : = O,/ YT
E+nE)E+nE™) ete),
: i ~i 5 rov .
(18) EREnGHENET g 0% (i=1,2, __”“‘), |
E+nt)E+FTT) 00k 2

in welchen 6,, 0, ... @,, 1 reelle Einheiten in (%) sind. Indem wir k& >2
wihlen und aus den drei Glelchungen (17) und (18) (fiiri =1, 2) die Zahlen 3? + 7
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und &7 eliminieren, erhalten wir mit den Bezeichungen o,=0;, 6,= 0,051,
0,= 0,0,-2 eine Gleichung ‘

(19) (151 +er>07'—e A(Qm-l)yap

wo & und e; reelle Einheiten in () sind. Mittels (16) und (19) kann man
die Kongruenz

Yo (mod 1)

aufstellen und nach Lemma 2 von VANDIVER') kdnnen wir ‘fdlgem, daB
' €s- 6-21‘ ,

und demzufolge auch die Einheit e, die p-te Potenz einer Einheit des Korpers
Q(&) ist, welche in der Gleichung (19) zur p-ten Potenz vorkommt und deshalb
als eine reelle Einheit angenommen werden kann. Die Gleichung (19) gestaltet
sich hierdurch

(20) . . 01I'+0'-;p=e A(2m-l)p );

wo a,, 6,, 0, reelle Zahlen des Korpers 2(8) sind.’
Die Gleichung (20) hat dieselbe Form, wie die Gleichung (1) und da

m>-1 war, ist auch 2m—1 > 1. Das Ideal [ “] besitzt dabei zufolge der Glei-

L

chungen (7) und (9) wenigere Primidealteiler als das Idea - mit Aus-

nahme des Falles ;=1 (i=1,2,...,p—1).
Die Wiederholung der angewandten Methode auf die Glelchung (20)
wiirde wieder eine zu (20) dhnliche Gleichung mit den Zahlen o¢, o7, q2 ergeben,

deren grofter gemeinsamer [dealteiler t* ist. Das Ideal @ kann aber wieder

nur wenigere Primidealteiler haben, als das Ideal lf;] , mit Ausnahme des
Falles ffi=1 (=12,"..,p—1), Die Fortsetzung dieses Abstieges muB
also entweder zu einem Widerspruch fiihren, da das Ideal [¢’] nur eine endliche
Anzahl von Primidealteiler besitzt, oder zu den Glelchungen

| oot =" (i=1,2,...,p—1).

In diesem Falle ist das Ideal t** ein Hauptideal. Da ferner ¢, o;* keinen
gememsamen Zahlenteiler haben, so ist t**=1 und wir haben die Gleichungen

@1 i“—lﬂ’z—; E. (i=12...,p—1),

wo E,, ..., Epa Einheiten in (%) sind. Weiter folgt, wie aus (2),
Ei=—o (mod () (=1,2,....,p—1);
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da o;* eine reelle Zahl ist, ist E; semiprimar, folglich auch reell. Hiedurch
gelten die zu (21) konjugiert imagindren Gleichungen
o +a7C"
. 1
welche mit (21) die unmoglichen Gleichungen v
@4+ +)(14+0)=0 ((=1,2,...,p—1)

ergeben. Damit ist unser- Beweis vollzogen.

—E  (=12...,p—1),

(Eingegangen am 16. November 1950)
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