252

Die Veraligemeinerung der Schreierschen
Erweiterungstheorie.

Von L. REDE! in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Unter einer (algebraischen) Struktur verstehen wir eine Menge, in der
Verkntipfungen — und zwar Addition oder Multiplikation oder beide — defi-
niert sind.

Wir schicken folgende Bemerkung voran. Den Hauptgegenstand der
Algebra bilden wohl als die gewdhnlichsten Strukturen die Gruppen, Moduin,
Ringe und Schiefkérper, auBerdem noch die Halbgruppen. Es gibt weitere
Strukturen, die den vorigen sehr nahe stehen und ebenfalls oft vorkommen,
jedoch nur selten berticksichtigt werden. Die gemeinten Strukturen werden
wir (siehe §2) Halbmoduln, Halbringe und Halbschiefkorper (oder Halb-
Schiefkorper) nennen').

Jetzt kommen wir auf unseren eigentlichen Gegenstand zu sprechen. Wir
gehen von einer Homomorphiebeziehung
(1) E~S (a—a)
zwischen zwei Strukturen €,S aus, wobei wir zugleich eine passende’ homo-
morphe Abbildung hingeschrieben haben. Mit (1) ist eine Einteilung von &
in (nichtleere) Klassen C,, C,, ... verbunden, so daB man diejenigen Elemente
von & in einer Klasse zusammenfafit, die ein gemeinsames homomorphes
Bild haben. Bezeichnen wir mit C(a) die durch das Element a representierte
Klasse und definieren die Verkniipfungen

@ ° C(a)- C(b)— C(a-b),

* wobei ,-“ alle Verkniipfungszeichen durchliuft, die in € einen Sinn haben,
so bilden die C,, C,, ... bekanntlich eine Struktur, die wir mit S/(C,, C,,...)

1) Schon hier erwihnen wir Eeispi'ele, damit der Leser sieht, daB es sich um wich-
tige neue Strukturen handelt. Einen Halbring bilden die natiirlichen Zahlen (die erste Struktur,
die der Schiiler kennenlernt!), allgemeinener die positiven Elemente eines angeordneten
Ringes. - o . '
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bezeichnen und die Faktorstruktur von & nach (oder mod) C,, C,,... nen-
nen®). Ferner gilt die Isomorphie: ,
@A) - Si(Cy, Cy, ... )= S (Cla)—a) (allgemeiner Homomorphiesatz).
Selbst die Klasseneinteilung C,, C, ... nennen wir nach BOURBAKI [P
kompatibel. Die kompatibilen Klassen lassen 51ch dadurch charakterisieren,

daf fiir alle Verkniipfungen in
4) L a=b=>c-a=c-b, a-c=b-c (a,b,cc€)

gilt, wobei => das Zeichen fiir ,hat zur Folge“ ist. (Wenn irgendeine Klas-
seneinteilung vorgelegt ist, so bezeichne ,=* stets die zugehtrige Aquivalenz.)

Es gibt Sturkturen, in denen sich die kompatibilen Klassen nach einer

allgemeinen Vorschrift durch eine von ihnen eindeutig angeben lassen, die
selbst eine Unterstruktur = von & ist, weshalb auch Hauptklasse genannt
wird. Dann 148t sich also -die Faktorstruktur einfach mit /% bezeichnen,
_ ferner nimmt dann der*Homomorphiesatz die knappe Form an:
(5) : G/E=S (spezieller Homomorphiesatz).
Dieser Fall, wo sich nimlich die Faktorstruktur durch eine passende Unter-
struktur charakterisieren 148t, liegt bekanntlich z. B. fiir die Gruppen und
Ringe vor, wobei die moglichen Hauptklassen die normalen Untergruppen.
bzw. die Ideale sind. (Die Moduln als additive abelsche Gruppen sind nattir-
lich mitzurechnen, dagegen bleiben die Schiefkorper als trivialer Fall auBer
acht. Spater werden wir auch noch weitere Beispiele kennenlernen, die sich
auf Halbgruppen (Halbmoduln) und  Halbringe beziehnen.

Nunmehr sind wir beim Schreiersehen Erweiterungsproblem angelangt,
das sich als Umkehrproblem des speziellen Homomorphiesatzes (5) so.for-
mulieren 146t: Fiir gegebene Strukturen X, S sind alle Strukturen & mit der
Eigenschaft (5) zu bestimmen. Im Zusammenhang mit dem Schreierschen
Problem_nennt man 2 und S die Kern- bzw. Faktorstruktur, ferner jede Losung
& von (5) eine Schreiersche Erweiterung von X mit S.

Gleich. bemerken wir, da8 fiir das Schreiersche Problem di¢ Bedingung
(5) sich durch die oft bequemeren Bedingungen
(5) §/3=S, 3=3
ersetzen 1aft, denn nach (5;) 1aBt sich 2 in S einbetten, wodurch man auf
(8) zuriickgekommen ist.

- Selbst SCHREIER [6, 7] hat sein Problem nur fiir Gruppen gestellt und
in diesem Fall auch vollstandlg geltist Die Losung des Problems fiir Ringe

%) Je nachdem & z. B. eine Gruppe, Halbgruppe oder ein Ring ist, ist auch die Fak-
‘torstruktur eine Gruppe, Halbgruppe bzw. ein Ring. Entsprechend nenne man die Faktor-
struktur eine Faktorgruppe, Faktorhalbgruppe, einen Faktorring (= Restklassenring) usw.
(Selbstverstindlich kann z. B. eine Faktorhalbgruppe oder ein Faktorring eventuell sogar

eine Gruppe bzw. ein Korper sein.)
3 Mit [ ] verweisen wir auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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3, S, S stammt von ‘EVERETT [2], weshalb wir die Schreiersche Erweiterung
von Ringen auch die Everettsche Erweiterung nennen.

Die Wichtigkeit der Schreierschen Erweiterungstheorie der Gruppen und
ihr- Zusammenhang mit. der Algebren-, Schiefkdrper- und Zahlentheorie ist
wohlbekannt. Insbesondere fiir das letztere verweise ich an die vor kurzem
erschienenen Arbeiten von HASSE [3, 4]. Die entsprechende aber yviel jitngere
Theorie der Ringe wird gewiB eine &hnlich vornehme Stelle einnehmen.
AuBer den Anwendungen bei EVERETT [2] sind mir aus der bisherigen Lite-
ratur dieser Theorie nur die kleinen aber intéressanten Arbeiten von SzZENDREI
[9] und STEINFELD [8] bekannt.

Unléingst-[5] habe ich die Grundlagen der Schreierschen Theorie fiir
Gruppen neu und begrifflich einfacher aufgebaut, zugleich auch das Isomor-
- phieproblem der Theorie etwas allgemeiner betrachtet, ferner eine leicht iiber-
sehbare Bezeichnungsweise eingefiirt. Alles werde ich hier mit veraligemei-
nertertem Inhalt wiederholen, wobei ich namlich die Schreiersche Erweiterungs-
‘theorie der Halbgruppen entwickle. Die - Spezialisierung fiir Gruppen werde
ich auch- ausfiihren, damit man sieht, wie sich dieser Fall in den allgemeine-
ren einordnet. Desgleichen dehne ich die Everettsche Erweiterungstheorie auch
auf die Halbringe aus, womit wieder auch die Ringe als Spezialfall mitbe-
trachtet werden. In beiden Fillen werde ich mich auch mit dem sogenannten
Isomorphieproblem der Schreierschen Erweiterungen beschaftigen.

§ 2. Halbmoduln, Halbrlnge, Halbschiefkdrper.

Wir stellen hier die zur Deﬁmtlon der anfangs erwihnten funf Struk-
turen und der neu einzufiihrenden drei Strukturen dienenden Axiome tabel-
larisch zusammen:

Halbgruppe X Gruppe x*
6 Halbmodul -+ Modul ++
©) Halbring 4 % Ring +¥x

Halbschiefkorper + x* Schiefkdrper ¢ x¢

Dabei bedeutet jedes 4 und x Zeichen, dab in der betreffenden Struktur
die Addition bzw. Multiplikation- definiert-ist.- Assoziativitat und Distributivitit
beider Verkniipfungen, ferner Kommutativitat und Regularitét *) der Addition sind
vorausgesetzt. Ein rechts angesetztes ,i“ bezeichnet die Invertierbarkeit?) der
Verkniipfung, insbesondere aber fiir die Multiplikation in- Halbschiefkorpen und

4) Reguldr nennen wir eine Verkniipfung-a. b, wenn jede Gleichung a.x =6, y.a="5 .
hochstens eine Lésung hat.

5) Invertierbar nennen wir eine Verkniipfung a. b, wenn die in 4) genannten Gleichun-
gen mindestens eine Losung haben. Bekanntlich folgt hieraus die Eindeutigkeit der Ldsun-
gen d. h. die Regularitit der Verkniipfung, ferner die Existenz des neutralen Elementes
(das bei der Multiplikation und Addition Eins- bzw. Nullelement heifit) und die des Inversen

’
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Schiefkorpern nur nach AusschlieBung des (in Schiefkorpern stets, in Halb-
schiefkbrpen eventuell vorhandenen) Nullelementes ®).

Schon die augenscheinliche Vollstindigkeit der Tabelle (6) spricht fiir
das Biirgerrecht der hier neu eingefiihrten Strukturen. Neben den Beispielen
in') erwdhnen wir noch die folgenden einfachen Beispiele. Sind a,...,a.
natiirliche Zahlen, so .bilden die Werte

ax -+ - +a.x. (xi=0,1,...;i=1,...;n)

einen Halbring. Die Polynome f(x) mit reellen Koeffizienten und positivem
Anfangskoeffizienten machen €benfalls einen Halbring aus. Die positiven ratio-
nalen Zahlen (auch ‘die nichtnegativen) bilden einen Halbkorper. Die Halb-
ringe stehen im engsten Zusammenhang mit den angeordneten Ringen. Die
anordnungsfihigen Ringe (insbesondere Schiefkorper) lassen sich namlich als
solche Ringe R definieren, die einen Halbring R’ enthalten, so daf R/, — R’
und O eben die sdmtlichen verschiedenen Elemente von R ausmachen. (Diese
R’ sind die moglichen Positivititsbereiche von R.) Ist S ein "Modul, Ring
oder Schiefkorper, so gibt es fiir jede Teilmenge H von & einen engsten
. Halbmodul-, ring bzw.-schiefkbrper, der H enthdlt. Umgekehrt 146t sich
leicht zeigen, daB man jeden Halbmodul und Haibring in einen Modul bzw.
Ring einbetten kann. (Fiir die Halbschiefkorper gilt das entsprechende nicht.)

§ 3. Normalteiler von Halbgruppen. Ideale von Halbringen.

Die Verallgemeinerung der Schreierschen Erweiterungstheorie wird so
ermdoglicht, daff wir neue Fille angeben, in denen der spezielle Homomorphie-
satz (5) gilt.

Erstens betgachten wir eine Halbgruppe v, wobei wir das Vorhanden-
sein des Einselementes annehmen und es mit e bezeichnen. Enthalt £ ein
(,,multiplikatives*) Nullement, so bezeichnen wir es fiir gewohnlich mit O.
Wird & irgendwie in Klassen eingeteilt, so nennen wir stets die e enthal-
tende Klasse die Hauptkiasse.

Wir zeigen, daf die Hauptklasse in einer kompatlbxlen Klasseneinteilung
von &) stets eine Halboruppe ist.

Hierzu bezeichnen wir mit N die Hauptklasse und mit r, s zwei belie-
bige Elemente von N. Aus r=e folgt nach (4) rs=s, hieraus und aus s=
folgt auch rs=e. Hiernach gilt rs€ N, also ist N in der Tat eine Halbgruppe.

Ist H insbesondere eine Gruppe, so ist eine kompatibile Klasseneintei-
lung durch die Hauptklasse eindeutig bestimmt. Fiir Halbgruppen gilt das
nicht, wie es folgendes Beispiel zeigt. Betrachten wir die durch die Elemente
a, b erzeugte freie kommutative Halbgruppe mit Einselement. Die samtlichen
Elemente sind jetzt a’d" (7, k=0, 1,2,...). Wenn jedes Element fiir sich eine

%) Vandiver [10] spricht iiber ,Halbringe“ in anderem Sinne als wir.
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Klasse bildet, so ist das eine kompatibile Klasseneinteilung mit der Haupt-
klasse e. Ahnliches gilt auch iiber die Klasseneinteilung

e; ab; ahab b; & ab,ab’b?; ...,

wie man das sofort sieht. Nach diesem Beispiel ist keine Rede davon, da8
fiir-Halbgruppen der spezielle Homomorphiesatz (5) gilt. Trotzdem wird dieser
giiltig, wenn man sich wie folgt auf passende kompatibi'e Klasseneinteitun-
gen beschrinkt.

Wir nernen eine kompatibile Klasseneinteilung der Halbgruppe £ mit
dem Einselement e und der Hauptklasse N .linksnormal, wenn die Klassen von
der Form
O aN, a;N, ... (a,=¢)

sind und jedes Produkt a;N(a:==0) ohne Wiederholung ist.?)

Bezeichnet b:(€a:;N) einen beliebigen Representanten der Klasse a;N,
so gilt bNg a:N (i=1,2,...), und zwar gilt ,=* bei jeder Wahl der. b,
offenbar dann und nur dann, wenn N eine Gruppe ist. Hiernach ist a,, a,. . -
in (7) im allgemeinen kein beliebiges Representantensystem der Klassen == N,

Wir beweisen: Die linksnormale kompatibile Klasseneinteilung (7) einer
Halbgruppe $ mit Einselement ist durch die Hauptklasse N eindeutig bestimmt.

Betrachten wir ndmlich neben (7) eine weitere linksnormale kompatibile
Klasseneinleitung.

8 bN, b,N, . . . (b=¢)

von $. Jedes a; ist in einem festen b:N und b in einem festen a;N enthal-
ten. Aus der Kompatibilitit von (8).folgt a;Nc b:N, aus der von (7) folgt
weiter s Nca:N.. Da hiernach a;iNcaN, a;N = a;N ist, so gilt aiN=b.N,
womit die Behauptung bewiesen ist.®)

Entsprechend obiger Definition nennen wir eine Unter-Halbgruppe N.
einer Halbgruppe 9 einen- Linksnormalteiler (oder eine linksnormale Unter-
Halbgruppe) von §, wenn N die Hauptklasse einer linksnormalen kompati-
bilen Klasseneinteilung von § ist. (Eine Vorbedingung ist, daf $ und N das
gemeinsame Einselement haben.) Ferner nennen wir dann (7) auf Grund des

) Im allgemeinen verstehen wir unter dem Produkt AB von zwei Teilmengen A, B
einer Halbgruppe die Menge aller verschiedenen ab (a€ A, b€ B). Wir sagen, daB das
Produkt. A B ohne Wiederholung ist, wennab=a'b'(a,a’' €A, b,6’'E€EB)nurfiira=a’, b =10
gilt. Insbesondere ist das Produkt 0 B(=0) nicht ohne Wiederholung, wenn B aus min-
destens zwei Elementen besteht.

8) Im Beweis wurde nicht ausgenutzt, daB in (7), (8) die Produkte a;N, b; N(a;, b; & 0)
ohne Wiederholung sind, somit wiirde die Behauptung ihre Giiltigkeit auch fiir alle kom-
patibilen Klasseneinteilungen von der Form (7) behalten (ohne Voraussetzung der Links-
normalitit). Wir haben bei (7) die Definition der linksnormalen kompatibilen Klassenéin-
teilungen deshalb so eng gefaBt, damit sich die darauf fuGende Schreiersche Erweiterungs-~
theorie der Halbgruppen moglichst einfach gestaltet.
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- bewiesenen kurz die Klasseneinteilung von $ nach (oder mod) N. Wir ver-
einbaren uns, daB wir die zugehorige Faktorhalbgruppe einfach durch $/N
bezeichnen.

Nach diesem Ubereinkommen diirfen wir nunmehr iiber das Schreiersche
Erweiterungsproblem von Halbgruppen ‘sprechen. Und zwar wenn (5) gilt,
wobei E,X, S Halbgruppen mit Einselement sind, so nennen wir & eine
Schreiersche Erweiterung von X mit S. In diesem Sinne werden wir auch die
Schreiersche Erweiterungstheorie von Halbgruppen verstehen.?): :
' Man sieht, dal insbesondere fiir Gruppen die linksnormalen kompati-
bilen Klasseneinteilungen mit den kompatibilen Klasseneinteilungen und die
Linksnormalteiler mit den Normalteilern zusammenfallen. Fiir kommutat:ve
Halbgruppen sage man ,normal“ statt.,linksnormal“: )

Z. B. bilden die ganzen Elemente eines algebraischen Zahlkorpers ‘eine
Halbgruppe (mit Nullelement) und in dieser die Einheiten einen, Normalteiler.
In jeder Halbgruppe von Matrizen iiber einem Integrititsbereich bilden die
Skalarmatrizen (==0) einen Linksnormalteiler.

Wir bemerken, dab alles obige nach Ubergehen auf die additive Schreib-
weise auch fiir die Halbmoduln mit Nullelement seinen Sinn behilt und sich
wegen der Regularitit und Kommutativitit einfacher gestaltet. Dementsprechend
nennen wir eine kompatibile Klasseneinteilung eines Halbmoduls M normal,
wenn die Klassen von der Form :

©®  a+Na+N,...  (@=0)

sind, wobei N die Hauptklasse (d. h. die Null enthaltende Klasse) bezeichnet.
Diese muff ein Halbmodul sein, den wir einen normalen Unter-Halbmodul
von M nennen. Dieser ldBt sich dann leicht unmittelbar definieren als ein
Unter-Halbmodul N von M, fiir den eine. Klasseneinteilung von 9 von der
Form (9) vorhanden ist, denn diese ist offenbar auch schon kompatibel.
Zweitens betrachten wir einen Halbring R, von dem wir die Existenz
des Nullelementes O annehmen. Da R* ein Halbmodul ist,™) so gestaltet sich
jetzt alles wieder sehr einfach. Und zwar wollen wir mit einer normalen kom-
patibilen Klasseneinteilung von R meinen, daB es sich um eine solche des .
Halbmoduls 9R* handelt, die dabei auch fiir %% kompatibel ist. Die Haupt-
klasse nennen wir in diesem Falle ein /deal des Halbringes R. Dieses 148t
sich offenbar auch als ein das Nullelement enthaltender Unter-Halbmodul N

9) Wihrend sich jede nichteinfache Gruppe als Schreiersche Erweiterung aus zwei
Gruppen -+ 1 gewinnen 148t, so ist das fiir die Halbgruppen nicht der Fali. Betrachten wir
z. B. die Halbgruppe mit den Elementen e, a, a2 (¢ Einselement, a® — a?). Diese ist. nicht-
einfach, denn sie 146t die kompatibile Klasseneinteilung e; a, a2 zu, 148t sich trotzdem nicht
als Schreiersche Erweiterung aus zwei Halbgruppen #+ 1 gewinnen.

10) Im allgemeinen bezeichnen wir mit &t, Gx die additive bzw. multiplikative Struk-
tur, die aus einer Struktur so entsteht, daB man in dieser nur die Addition oder Multi-
plikation beachtet. i

AT
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von N* definieren, wofiir eine Klasseneinteilung von X von der Form )
existiert und unbeschrankt

: ab,baeN (@edh, beN)
gilt.. '

Es ist kiar, daB jede normale kompatibile Klasseneinteilung des Halb-
ringes ) durch die Hauptklasse (d. h. das Ideal) N eindeutig bestimmt ist.
Deshalb diirfen wir den Faktorhalbring mit R/N bezeichnen. Wieder gilt dann
der spezielle Homomorphiesatz (5), ferner ist hierdurch der Begriff der Schrei-
erschen Erweiterungen auch fiir Halbringe sinvoll geworden. (Eine Bemerkung
wie”) gilt auch jetzt.)

Insbesondere fiir Ringe N geht alles in das bekannte iiber.

§ 4. Die Schreiersche Erweiterungstheorie fiir Halbgruppen
inshesondere Gruppen.

Gegeben seien zwei Halbgruppen S, Y mit Einselement. Kleine lateini-
sche und griechische Buchstaben sollen stets Elemente von S bzw. X, ins-
besondere e und & das Einselement von § bzw. X bezeichnen. Enthilt S ein
Nullelement, so werde dies mit o bezeichnet. (Ob auch in X ein Nullelement
vorkommt, ist gleichgiiltig.) Unser Zweck ist die samtlichen Schreierschen
Erweiterungen € von X mit S zu bestimmen. Bequemlichkeitshalber beschrin-
ken wir uns aber im Fall 0€S auf Losungen & mit Nullelement und machen
erst nachtrdglich (in')) klar, wie man auch die € ohne Nullelement finden
kann. Umgekehrt wenn £ ein Nullelement enthdlt, dann gilt offenbar o€,
somit hat die getroffene Einschrankung zur Foige, da S und & gleichzeitig
ein Nullelement enthalten. :

‘Als Vorbereitung zur Losung des Schreiersciien Probiems naciien wii
die folgende Konstruktion. Wir betrachieii die Paare A

(a, @) (a€s, «€2).
Diese sollen im allgemeinen als verschieden gelten mit der einzigen Aus-
nahme, dab alle (o, ) als gleich anzusehen. sind. (Wie hier so auch spiter
sollen die auf o beziiglichen Aussagen auBer acht gelassen werden, falis o
nicht existiert.) Die Menge dieser Paare (g, «) machen wir zu einer (nicht
notwendig assoziativen) Struktur, die wir mit SoX bezeichnen und ein Schrei-
_ersches - Produkt von § und X nennen, so dal wir eine Multiplikation der
Elemente durch '

(10) (@, ©) (b, 8) = (ab, a*«"8) (@, b€S; ¢, € 3)
definieren, wobei :
(11) ol @ (€D)

Funktionen der Argumente a.b bzw. «, b bezeichnen, stets unterworfen den
»Anfangsbedingungen®
(12) A =¢ 0 =¢ ¢ =, ¢ = (a == 0).
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Da alle (o, «)(e € Y) dasselbe Element von SoX bezeichnen, so.liest man von
(10) ab, daB es auf die Werte der beiden Funktionen (11) fiir ab=o0 bzw.
b =0 gar nicht ankommt. Deshalb sehen wir im folgenden von diesen Funkti-
onswerten vollig ab, auch wenn wir das nicht ausdruckllch sagen.

Aus (10) und (12) folgt

(a, &)(b, ¥) = (ab, a*), (e, €)(b, &)= (b, a?).

Dies und (10) zeigen, daf die Funktionen (11) und das Schrelersche Produkt
SoX einander gegenseitig eindeutig bestimmen.

Die Begriffe ,Schreiersches Produkt und ,Schreiersche Erweiterung*

sind voneinander wohl zu unterscheiden. Der Zusammenhang des ersten mlt
dem zweiten erhellt aus_folgendem: , _ . :

"Satz 1. Ein Schreiersches Produkt & — SoZ ist dann und nur dann
-eine Halbgruppe, wenn

C 3 . («B) = '8 (c0),
(14) ' @b =)y (bc==0),
(15) a"‘b° = (ab) (a®) (abc o)

gelten. Dzese Halbgruppen sind (bis auf Isomorphie) die simtlichen Schreier-
schen Erweiterungen von X mlt S, und zwar bilden dann die Elemente (e, )
einen Linksnormalteiler X von €, wofiir

© (16) 2328 ((@,8)X—a), X=X ((e,0)—c).

gilt.") Die Schreiersche Erweiterung S =S8oZX ist dann und nur dann eine
Gruppe, wenn auch S, £ Gruppen sind; in diesem -Fall folgt aus (12;), (13),
(14) mit Notwendtgkett dap alle

(17 : e— @

Automorphismen von X sind.")

Bemerkungen. Die den Bedigungen (11)—(15) genilgendén Funktio-
nen a', «' nennen wir das zur Schreierschen Erweiterung gehdrende Funk-
tionenpaar, selbst a® bzw. «* das (zu & gehorende) Faktorensystem bzw.
Endomorphismensystem. - Ist die Schreiersche Erweiterung € =SoJX eine
Gruppe, so sprechen wir kurz iiber eine Schreiersche Gruppenerweiterung. Nach

1) Im allgemeinen soll mit
Ax A (¢ — <)
hezeichnet werden, daB «—» o eine isomorphe Abbildung von A auf A' ist.

4?) Wir lassen uns erinnern, daB wir im Fall 0 € § nur die Schreierschen Erweite-
rungen & zugelassen haben die ebenfails mit Nullelement sind. (Und zwar ist dann nach
(10) das Nullelement von & gleich (o, a).) Will man im Fall 0€ S die & ohne Nullelement
bestimmen, so braucht man nur die folgenden Anderungen durchzufiihren. Man betrachtet
alle (@, «) als verschieden (auch die (o, a)). Der Wert der Funktionen (11) bleibt fiir ab=o
bzw. b =0 nicht willkiirlich. Die (13)—(15) sollen fiir alle a, b, ¢ gelteﬁ.

~
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dem SchluB des Satzes ist in der Schrenerschen Theorie fiir Halbgruppen der
Falt der Gruppenerweiterung als Spezialfall enthalten. In dlesem Fall nennen
wir a” wegen (17) das Automorphismensystem. )

Korollar 1. Gilt. insbesondere
_ at=e¢ (ab==0),
so vereinfacht sich (14) zu :
(14) ’ abe = (a®) (bc + o),
die Bedingung (15) ist. trivial erfiillt und- die Multlplzkatzon (10) nimmt die
Form
(10) L (@), 8)=(ab,a*h)

an. In diesem Fall nenne man die Schrelersche Erweiterung’ faktorenfrel
Korollar. 2. Gilt dagegen

- at=c o (b I#: 0)
so bedeutet (14), dap die a”(ab:}:o) im Zentrum von X liegen, dzeBedmgung
(15) vereinfacht sich zu

(15) a°b — (abya’ o (abc:}=o)
die Bedingung (13) ist trivial erfiillt und die Multzpltkatlon (10) mmmt die
Form ,

(107) (a, @)(b, $)=(ab, @*ap)

an. In diesem Fall nenne man die Schreiersche - Erwenterung endomorphts-
menfrez (bzw. automorphismenfrei). .

Korollar 3. Fiir eine Schreiersche Gruppenerwezterung gzlt (14') dann
und nur dann, wenn alle a*(ab==0) im Zenfrum von X liegen..
. Zum Beweis betrachten wir ein Schreiersches Produkt & = So3. Damit
dies eine Halbgruppe ist, ist notwendig und hinreichend, daB fiir (10) die
‘Assomatwntatsbedmgung erfiillt ist. Diese lautet als .

- (ab, ') (c, 7 )-- (a, a)(bc b8°y).
Nach (10) schreibt sich hierfiir

N (abe, (ab)' (@’ B)y) = (abe, @ b y)
Dieses ist gleichwertig mit
(18) (aby@e’sy =a"’a" o’ _ (abc 5= 0).

Setzt man hier zuerst b —e, dann a=e¢, #=¢, endlich ¢ =pg=¢, so ent-

13) Die in der Literatur -ibliche Benennung ,Automorphismenmenge“ (s. ZASSENHAUS
[11]) halten wir fiir verfehit, da die Automorphismen «i— @b nicht verschieden zu séin
brauchen. Das Faktorensystem. pflegt man nach Scureier etwa mit Co» (statt a?): zu be-
zeichnen. In den Anwendungen kann diese weniger einfache Bezeichnung C. 5 auch’ von
Vorteil sein, es unterliegt aber keinem Zweifel, daB die von uns "eingefiihrte Bezeichnung
a® im aligemeinen viel geelgneter ist. {Siehe die’ duBerliche -Ahnlichkeit" von (14) (15).)
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stehen wegen (12) der Reihe nach (13), (]4) (15) Umgekehrt wenn diese .
gelten, so folgt zundchst aus (15)

@by @Y (@) =a" b @ye | (abe o).
“Wird links und rechts (13) bzw. (14) angewendet, so entsteht wieder (18).
Wir haben die erste- Behauptung des Satzes bewiesen.

Jetzt zeigen wir, daB fiir jede Halbgruppe € =503 (16) gilt. Wegen
‘(10) (12) gilt (e, a)(e, ) = (e, @B). Hiernach ist 3 eine Unter-Halbgruppe von
< und auch (16,) ist erftilit. Wieder aus (10), (12) folgt (a,8)(e, @) =(a, @).
Dies zeigt, daf die Produkte
(19) (a,6)F - (agd)
ohne Wiederholung sind, ausgenommen den Fall a=—o, und (10) -lehrt, daB
in diesem Fall  der erste Faktor (0,¢) eben das Nullelement von & ist. Hier- -
nach bildet (19) eine Klasseneinteilung von €. Da die Elemente (a, @) einer
Klasse. dadurch- charakterisiert -sind,-da8 in ihnen.a konstant ist, so ist.aus
(10) ersichtlich, daB die Klasseneinteilung (19) kompatibel ist. Nach vorigem ist
diese auch linksnormal, wotaus die Existenz der Faktorhalbgruppe &/ folgt.
In dieser ist nach allgememer Regel das Produkt der durch (g, #), (b, &) repre-
sentierten Klassen (a, £)3, (b, s)g gleich der durch (a,8)(b, €) representierten
. Klasse, die sich nach (10) eben zu (ab,&)Z berechnet. Das -beweist (16,).
. Wir haben gezeigt, daB fiir jede Halbgruppe € = SoS (16) gilt, worin auch
die Behauptung -enthalten ist, daB ‘diese eine Schreiersche Erweiterung von X
mit S ist: ,

‘Umgekehrt betrachten wir jetzt eine -beliebige Schreiersche Erweiterung
€ von I mit S. Wir haben zu zeigen, daB € isomorph einem Schreierschen
Produkt SoZX ist. ' ' '

' Nach der Annahme diirfen. wir

(20) : S= C/Z (a—a2)
setzen, wobei a’_(a‘é S) -ein volles - Representantensystem der Kiassen von &
nach 3 durchlauft, so daB die Produkte o’ 3(a’ == 0). ohne Wiederholung sind.
Selbstverstandlich braucht der Representant a' durch. a noch nicht eindeutig
bestimmt zu sein, wir wahlen.aber d1e a 1rgendw1e (in ihren Klassen) fest,
womit wir erreichen," daB '

@2n : a—a : 7 (a€s)
eine feste eineindeutige Abbildung von S .in € ist. Dabei 1aBt sich

(22) T d=s o

setzen, woran wir uns festhalten wollen.  Ferner gilt offenbar

23). C a=o0 <> a'=0, :

wobei ,<=>¢ fiir ,dann und nur dann“ steht und O das Nullelement von

'E bezeichnet. (Nach der anfangs - gemachten Emschrankung sind 0 und 0
~gleichzeitig vorhanden) :
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Die Produkte a’e(acS, «€3) sind die simtlichen Elemente von Z, da-
bei treten die letzteren genau einmal auf mit der einzigen Ausnahme, daf die
oc gleich O sind (vgl. (23)). Wir nennen a'« einen Augenblick die Normal-
form der Elemente von & und wollen sehen; wie sich die - Multiplikation
der Elemente von & in der Normalform ausdriickt. Wegen (20) gehdrt a’'b
in die Klasse (ab)X, somit gilt - : ’
a'bt’=(ab)¢

mit einem im allgemeinen nur von a’, b’ abhdngigen ¢(€X), eine Ausnahme
macht nur der Fail (ab) =0, in dem nimlich ¢( € X) beliebig bleibt. Fol-
glich ist o nach (21) eine Funktion von a, b, die wir mit a* bezeichnen. Hier-
nach giit . .

249 a'b = (ab)ya (e, b€S;a"€Y)
wobei a” wegen (23) im Fall ab =0 beliebig, sonst eindeutig bestimmt ist.
Ferner beachten wir, daB nach unserer Annahme die Produkte @’ X(a € S) eine
kompatibile Klasseneinteilung von Z bilden. Deshalb fillt. jedes b’ in- b'X.
Folglich 148t sich : ' :

b =0¥b0o _
setzen, wobei 6(€2) nur von «, &' d.h. wegen (21) nur von ¢, b abhingt.
Eine Ausnahme macht nur der Fall & =0 d. h. nach (23) der Fall b6=o, in
welchem ndmlich o beliebig bleibt. - Wir konnen also
(25) ' ab=bce"  (bES, c€X;c€Y)
setzen mit einer Funktion «® die im Fall b0 eindeutig- bestimmt, im Fall'
b—o beliebig ist. Als Folgerung aus (24), (25) bekommen wir
(26) : debg=abcd=ab)a’cp.

Das ist die von aus gewiinschte Formel fiir die Multiplikation in Z.
Nunmehr lassen wir die Elemente @'« von Z und die Paare (a, @)
einander entsprechen, wobei die (0, @) wieder als gleich anzusehen sind.
Dann ist das eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Elementen von €
~und SoX. Dabei geht (26) eben in (10) iiber, womit wir bewiesen haben,
daf jede Schreiersche Erweiterung < von X mit S einem Schreierschen: Produkt
SoX isomorph ist.

Um auch den Rest des Satzes zu Beweisen, haben wir zuerst 2u unter-
suchen, wann eine Schreiersche Erweiterung S ==SoX eine Gruppe ist. Da
(e,¢) nach (10), (12) das Einselement von & ist, so. ist hierzu notwendig;

daB -insbesondere die Elemente (g, «), (a,#) ein Rechtsinverses haben, d. h.
daf die Gleichungen

(e, ) (x, E) =(e, #), (a,9)(», ")) =(e, ¥) ]
loshar sind. Diese Gleichungen sind nach (10), (12) gleichbedeutend mit
 keh=(y  @an)=(9).
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Hiernach muss x - e also nach (12,) «§ =&, ferner ay = e gelten. Das bedeutet,
daB sowohl ¢ in X als auch @ in § ein Rechtsinverses haben, d. h. X und
S Gruppen sind. Umgekehrt wenn dies der Fall ist, so 146t sich zu jedem
{a, «¢) zuerst ein b, dann ein B so bestimmen, daf die rechte Seite von (10)
in (e, #) tibergeht. Das bedeutet, daB (a, «) sein Rechtsinverses hat, also 2
eine Gruppe ist. Wir haben bewnesen daB € dann und nur dann eine Gruppe
ist, wenn S, .Y Gruppen sind. A

Zum Beweis der letzten Behauptung des Satzes betrachten wir den Fall,
daB S, ¥ Gruppen sind, und nehmen (12,), (13), ¢14) an. Wir haben zu zeigen,
dag die Gleichung

27) « =0
fiir jedes Paar b(€ S), o(€ X) genau eine Losung «(€ X) hat. Aus (27) folgt
(28) (@ =o,

bt ()" Voo polgn !
also nach (14), (12, '

(29) bt = b ot
Umgekehrt folgt aus (29) die Gleichung (28) und hieraus , .
(ab)b )h (oh )/

Y (@) = @),
also nach (14), (12,)

“‘b(b- l)h — Q(b-l):,,
d. h. (27). Hiernach hat (27) die ei'nzige Lﬁsung

a=b"" 0" (0" )",
Satz 1 haben wir bewiesen. :

Die Korolarien 1,2 sind trivial. Zum Beweis vom Korollar 3 nehmen
wir die Richtigkeit von (14) an. Hieraus und aus (14) folgt, daB «"¢, 6" ver-
tauschbar sind. Da jetzt (17) ein Automorphismus ist; so folgt, da & im
Zentrum von X liegt. Umgekehrt wenn dics der Fall ist, so folgt aus (14)
auch das Bestehen von (14°), womit wir Korotlar 3 hewiesen haben.

Wir wollen uns noch mit dem Isomorphieproblem der Schreierschen
Erweiterungstheorie fiir Halbgruppen beschéftigen Dieses Problem besteht
darin, daf man beij gegebenen Halbgruppen §, X " die samtlichen isomorphen
Schreierschén Erweiterungen S von X mit S bestimmt. Selbstverstandlich darf
man sich dabei auf die im Satz 1 enthaltenen Schreierschen Erweiterungen
€ —SoX beschrinken. (Das hat den grofien Vorteil, daff dann bei festen
S, Y die sdmtlichen Erweiterungen SoX aus denselben Elementen (a, «)
bestehen.) Eine vollstindige Losung des Isomorphieproblems ist kaum denkbar.
Das weiteste, was wir in dieser Richtung sagen konnen, ist im folgenden
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Satz enthalten, wovon wir spiter unten gewisse wnchhge Speznalfalle aus-
fithrlicher betrachten werden.

Satz 2. Man nehme eine Schreiersche Erweiterung © = So X aus Satz 1.
Mit dem zugehirigen Funktionenpaar a', " zusammen geniigt auch jedes Funk-
tionenpaar .
(30) (aby ' (Aay""(@e Ty, b M(ewe )Y
den Bedingungen (11)—(15) una liefert eine zu < isomorphe Schreiersche
Erweiterung @ = SoZ; wobei a— Aa einen Automorphismus von S und-a—a'
eine Abbildung von S in X bezeichnet, wofiir alle a’ ein Inverses in X' haben.
Und zwar gilt
(31) 228, ((a@—(A"a (A" a) 'e)).
Insbesondere also wenn X eine Gruppe ist, so darf a —a’ jede Abbildung von
S in X sein.

Bemerkung. Bei einem festen Funktionenpaar a’, «* nennen wir die
Funktionenpaare. (31) assoziiert im weiteren Sinne. Der Satz bietet hauptsichlich

fir Gruppen X eine ‘reiche Moglichkeit zur Auffmdung von isomorphen
“ Schreierschen Erweiterungen.

Zum Beweis nehmen wir vor allem in acht, daf§ das Eunktlonenpaar
(31) offenbar den Bedingungen (11), (12) geniigt.

Wir betrachten die Permutation

(@, ¢) —(Aa,d'ee ')
der Elemente von . Wird diese mit // bez_gichnet, so liefert nach bekanntem
allgemeinen Prinzip (s. REDEI [5], § 2) der Ubergang zur neuen Multiplikation
(@, @) X (b, 8) = 11" (11 (a, )~ 11(a, B)) ‘
eine zu isomorphe Struktur S, mit dem Isomorphismus
=2 ((a,e)= M (a,e). _
In unserem Fall ist /1" eben die Abbildung in (3'1). Ferner gilt nach (10)
(@, @) X (b, )= 11" ((Aa, e’ ) (Ab, b’ B "))y =
' = I1""(Aa-Ab,(Aa)""(@ce ) b’ ge ) =
= (ab, (aby '(Aa)" (@ e Y OB) =
= (ab, (aby "' (Aa)""(@ ey b b (€ we ) B B).
Der Vergleich mit (30) beweist (31), ferner folgt aus Satz 1 mit Notwendig-
keit, daB fiir (30) auch (13)—(15) gelten. Satz 2 haben wir bewiesen. -

Als Anwendung von Satz 2 wollen wir uns mit dem Problem der dqui-
valenten Schreierschen Erweiterungen von Halbgruppen beschaftigen. ') Die

1) Darunter verstehen wir- folgendes. Betrachten wir alle Schreiershen Erweiterungern
von X mit S, die wir bequemlichkeitshalber wieder als Schreiersche Produkte SoY annehmen
(wie im Satz 1). Zwei solche Erweiterungen nennen wir dquivalent (oder Z-isomorph), wen
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zu idquivalenten Erweiterungen So gehorenden Funktionenpaare a’, «® und
Faktorsysteme a” nennen wir assoziierte Funktionenpaare bzw. assoziierte Faktor-
systeme. Insbesondere nennen wir wie iiblich die’ den faktorenfreien und
endomorphismenfreien Erweiterungen ZAquivalenten Erweiterungen. zerfallende
Erweiterungen bzw. zentrale Erweiterungen und die zugehorigen Funktionen-
paare und Faktorsysteme ebenfalls zerfallende bzw. zentrale Funktionenpaare
und Faktorsysteme.

Bevor wir auf die Frage der d&quivalenten Erwelterungen eingehen,
bermerken wir, daB wegen Korollar 2 die Benennung ,zentral“ begriindet ist
(wenn auch wegen Korollar 3. nicht ganz zutreffend). Die Begriindung der
Benennung ,zerfallend“ liegt darin, dab die faktorenfreien Erweiterungen eben
diejenigen Schreierschen Erweiterungen S =SoX sind, in.denen € in der
Form. - o S . I
32 o =8
»zerfdllt; das bedeutet, daB die Klassen von & nach X mit den Elementen
von S representierbar sind. (Selbstverstandlich ist (32) so zu verstehen, daB
S und X nur bis auf Isomorphie bestimmt sind.) Gllt nﬁmhch (32) und

g/X=§, so laﬁt sich

. «b=bd (b€S c€3)
setzen mit- einer fiir b==o0 emdeutlg bestimmten Funktion ¢". Hlerfur gilt dann
«Sb==abp"=bc"g"

(eB) == b 8® ® —‘,: 0).
Andererse:ts berechnet sich’ das' Produkt zweier Elemente von Z zu
ac. b;—ab g.
Vergleicht man dies mit (10), so sieht man, daB es sich um eine faktorenfreie
Schreiersche Erweiterung handelt. Umgekehrt sei € == SoX eine faktorenfreie
Schreiersche Erweiterung. Dann gilt nach (10"

(a, &) (b, ) =(ab,#), (e, )(e, p)=(e,3), (a,)==(q,s)(e ).
Diese zeigen, daB die Elemente (a, ¢) und (e, «) je eine Untergruppe S und =
von € bilden, die zu S bzw. X isomorph ist, ferner €= 8X gilt. Hiernach
liegt der Fall (32) vor, womit wir die Benennung ,zerfallend“ begriindet
haben. ' , '
Wir beweisen. nunmehr den folgenden:

also

Satz 3. Ein vol[es System assoziierter Funktlonenpaaie L3t szc/z in
-der Form

(33) . V ' (ab)/ -1 l /lb br 1 hb
. ;lem solcher l%OmOlphle stehen dat} dabel sowohl die Elemente der Kernstruktur I -
(s. Satz 1) als auch die Klassen nach  sich selbst entsprechen. — Alles bezieht sich auf

. die im §5 zu betrachtenden Halbrmgerwelterungen mit der Anderung, da6 dann Satz 4 fiir -
Satz 1 eintritt.



266 : L. Rédei

angeben, wobei u', «® ein beliebiges Funktionenpaar aus Satz ] ist (mit den
Eigenschaften (11)—(15)) und a — a’. alle Abbildungen von S in X bezeichnet,
fiir die jedes @' sein Inverses @' in X hat und € =« gilt. Fiir die zu @, "
bzw. zu (33) gehdrenden Schreierschen Erweiterungen 2, Z, gilt

(34) 2232, (a,0) (@, a "))
Korollar 1. Insbesondere ist
(35) - . @by 'a't, b'd"b

ein volles System assoziierter zerfallender Funktzonenpaare, wobel o und "
dasselbe bedeuten wie im Satz 3 bzw. im Korollar I.von Satz 1.

Korollar 2. Ahnlich ist
(36) ) (aby 'a‘'a'l, b 'et
ein volles Systemm assoziierter zentraler Funktionenpaare, wobei o’ und a*
dasselbe bedeuten - wie im Satz' 3 bzw. im Korollar 2 von Satz 2. Hiernach
lassen sich die zentralen Schreierschen Erweiterungen auch dadurch charak-
terisieren, daf die zugehirigen Endomorphismensysteme aus lauter inneren
Automorphismen von X bestehen.

Bezeichne namlich Z == SoX eine Schreiersche Erweiterung wie im Satz
1 und Z, eine zu I &quivalente Erweiterung von X mit S. Wir diirfen
annehmen, daf 'Z, aus denselben Elementen besteht wie Z und bezeichnen
die Multiplikation in Z, mit X . .Dann gibt es eine isomorphe Abbildung von
€ auf Z, von der Form

37 (@ ay— 1, ¢)==(,9(a,¢))  (¢a ) E ~, g(e, (c) =2 (4).
Wegen der Isomorphie gilt
(38) : 1 {(a, «) (b, 3)) = lI(a, ) X [1(b, 8).

Nach (10), (12) (angewendet auf Z und E,) gilt insbesondere

(a,¢) (e, B) = (a, «B), (a, )% (e, £)=(a, ).
Folglich giit nach (37), (38) .

(g, p(a, @)= 1l(a, «) = I((a, £)(e, <)) = I(a, £) <
X [(e, a) == (a, ¢(a, £)) X (e, u) ==(a; ¢(a, &) ).
Somit gilt _ '
(39) A p(a, ) = g(a, &) (a :}: 0).
Da «¢(a, «) bei festem a(d=0) nach (37) eine Permutation der Elemente von
X ist, so folgt aus (39), daB ¢(a,¢) fir a0 ein Inverses in X hat und.
wegen (37) insbesondere ¢(e, £) =¢ ist. Folglich gilt
(40) ‘ (a, @) = 1 (a, &)= (a,a ' &) (@ €3, e =4),
wobei a—»g’ eine Abbildung von S in X ist, wofiir alle @  ein Inverses in X
haben. (Insbesondere bleibt o’ ganz ausser acht.) Da (40) der Spezialfail
A=1, € ==¢
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- der Abbildung in (31) ist, ferner (30) fiir diesen Fall eben in (33) iibergeht.
so folgt aus Satz 2, daB die zu (11) assoziierten Funktionenpaare notwendig
von der Form (33) sind.

Gehen wir umgekehrt von einer Schrelerschen Erweiterung S =SoX
aus und nehmen eine Permutation (40). Wird in S die durch (38) definierte
~ Multiplikation ,X“ eingefiihrt, so entsteht eine zu & isomorphe Schreiersche

Erweiterung €,, und zwar ist (40) ein geeigneter Isomorphismus. Da ferner
.(40) eine der Permutationen (37) ist, so sind €, €, dquivalente Erweiterungen.
Das bedeutet, daB alle Funktionenpaare (33) assoziiert sind. Satz 3 haben wir,

- bewiesen.

Die Korollarien 1,2 von Satz 3 sind wegen Satz 3 und der Korollarien
1,2 von Satz 1 auch richtig.

§ 5. Die Schreiersche Erweiterungstheorie fiir Halbringe,
' insbesondere Ringe. '

In diesem Paragraphen bedeuten S, X zwei gegebene Halbringe mit
Nullelement. . Die Elemente werden wieder mit kleinen lateinischen bzw.
griechischen Buchstaben bezeichnet, insbesondere die Nullelemente mit 0 bzw. 0.
Wir wollen alle Schreierschen Erweiterungen von X mit S bestimmen. Vieles
werden wir kurz faBen konnen wegen der Ahnlichkeit mit § 4.

Wir deflmeren das Schreiersche Produkt SoX durch .

(41) ‘ (a, @)+ (b, B8)=(a:+b, [a,b]+«+p),

42) ' (a,@) (b, 8)=(ab, {a, b} +eb+ag+d),
wobei die vier Funktionen .

(43) [a, b, {a, b}, eb, ap(€X)

den ,Anfangsbedingungen“

(44) [0,al=[a,0]={a,0}={0,a} =0a=a0 =0¢=c0=0

unterworfen sind. -Insbesondere kénnen wir die zwei letzten Funktionen in
(43) als ,Operatorprodukte“ auffafen. In diesem Sinne ist also S gleichzeitig
als Rechts- und Linksoperatorbereich von X, diese Operationen werden aber
-von den . sonst iiblichen stark abweichen. ‘
Aus (41), (42), (44) folgt
@0+ (5,0 =(a+b[a 0D, (a0)b0)=(ab,{a,b}),
' (0, «)(b,0) =0, «b), - (a,0)(0, 8) == (0, ap). '
Hiernach und nach (41), (42) bestimmen das Schreiersche Produkt SoX und -
die Funktionen (43) einander gegenseitig. ' '
Satz 4. Ein Schreiersches Produkt 2 —= SoX der Halbringe S, X ist
dann und nur dann ein Halbring, wenn :
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(45) a(B+7)=ad+ay, (e+B)c=cc+pe,
(46) (@a+b)y+la blr=ay+by, e(b+c)+elbcl=ab+eac,
(47) apy—=(aB)y, -  afc=a(fc),
(48) aby+1{a, b}y =a(by), abc+ al{b, c} ——(ab)c
“9) .. . (aB)c=a(Bo),

(50) : (eb)y=ea(by),

(51) : {ab,c}+{a, bjc={a, bc}+aib, c},

(52) la, b]=1b, a}, ‘

(53) [@, 6] +[a+-b, c]=1a, b+c]+[b, c],

{54) [a,b]c+{a+b, c}=[ac, bc]+{a,c}+{b c}, ‘ '

alb,c]+{a,b+c}=I|ab,ac]+{a, b} +{a,c}
gelten. Diese Halbringe sind (bis auf Isomorphie) die simtlichen Schreierschen
Envezterungen von 2 mit S, .und zwar bilden -dann- die Elemente (o, a) ein
Ideal X von E, wofiir

(55) 3228 ((a,0)+3—a), 323 ((0,€) > )
gilt. Die Schreiersche Erweiterung \.—“Soz‘ ist dann und nur dann ein Ring,
wenn auch S, 3 Ringe.sind.

‘Bemerkungen. Die den Bedingungen (43)—(54) geniigenden Funk-
tionen [a, b], {a, b}, «b, af nennen wir den zur Schreierschen Erweiterung &
gehorenden Funktionenvierer, selbst [a, b], {a, b} das (zu € gehorende) additive- -
.bzw. multiplikative Faktorensystem, ferner eb, aﬂ das rechtsseitige- bzw.
Jinksseitige Endomorphtsmensystem

Korollar. Gilt insbesondere
| [2;6]=0, {ab}=0,
so vereinfacht sich (45)—(54) zu - ‘ ' -
(56) ‘ a(f+vy)y=aB+ay, : (e+8)c=cac+8c, .

<7 @+byy=ay+by, a(b+c)=eab+eac,
(38) ~afy=(ap)7, afic = a(fc), -

- (59) ’ (@B)c=a(Bc),
.(60) A - (eb)y=c(by).

In diesem Fall nenne man die -Schreiersche E_rweiterung faktorenfrei %), -
Zum Beweis betrachten wir ein Schreiersches Produkt € = SoJ3. Damit
dies ein Halbring ist, ist notwendig und hinreichend, daB die Addition (41)
assoziativ, kommutativ und -reguldr, die Multiplikation (42) assoziativ ist, -
ferner fiir beide Verkniipfungen die links- und rechtseitige Distributivitat-

15) Obiges Korollar ist das Analogon zum Korollar 1 von Satz L. Analogd zu den
Korollarien 2,3 von Satz | lassen sich offenbar nicht aufstellen.
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_gilt. Die ersten - zwei Bedingungen driicken sich durch (53), '(52) aus, die
dritte ist offenbar von selbst erfilllt, da die Addition in § und X reguldr sind
Die. Bedingung der linksseitigen Distributivitit lautet nach (41), (42)

(a,a)(b—*_—c [b;c)+8+v)=(ab, {a, b}—l—ab-{—aﬂ-{-aﬂ)—}— _
+(ac, {a, ¢} +ac+ay+.ay) '
d. h. wiedeér nach (41), 42) . ‘ '
61) {a, b+c}+a(b+c)+a([b c]+ﬂ+y)+a[b c]==
N =[ab, ac]+{a, b} +{a, c}+ab+ac+aﬂ+a/)
Ahnlich lautet die Bedingung der rechtsseitigen Distributivitat
(a+b) [(1, b}+¢+ﬂ)(€, 7’)=
) =((JL‘, {a: c}+“c+a7+a7)+(_bcr'{b{ C} +ﬂc+b7+ﬁ7)
d. h. o . o '
"(62’) la+b,¢c} +(a+b)y+(la, ]+ e+ B)c+[a, bly ==

. : = la¢, bep+-{a, ¢} +{b, c}+ay + by +-ec+pe.
Die- Assoziativititsbedingung der'Multiplikation lautet nach (42)
(@b, {a, b} +ab-+aB+aB)(c, v)=(a, @) (be, {b, c} +ﬂc+b/+ﬂ7')
d. h. ‘wieder nach (42) .
63) {ab, c}+aby+({a, b}+ab+aﬂ+aﬂ)c+{a, b)/+(ab)7+(aﬂ)7—
= {q, bc}+a({b ¢} +Bc+by+B8y)+abc+alb, c} +a(ﬂc)+a(by) _
Somit geniigt es zu zeigen, daB (unter Berﬁchsnchtngung der Anfangsbedm-
gungen (44)!) die Bedmgungen (61)—(63) mit den Bedmgungen (45)—(51)
(54) édquivalent sind.

Setzt man in (61), (62) b=c=0 bzw. a=b=o0 c¢in, so entsteht
~ (wegen (44)) eben (45). Wegen dieses lassen sich dann (61), (62) so schrexben*
{4, b+¢} + a(b+0) +alb, c|+ e[b, c| = [ab, ac] +-{a, b} + (g, ¢} + @b+ ac,
(@+b,c}+(@+0)y+[a, blc+a, by =lac; be]+ {a, ¢} +{b, ¢} +ay+ by.

. Wird hier a=o bzw. c =0 eingesetzt, so gewinnen wir (wegen (44)) eben
.(46). Wegen dieses und der Regularitit der Addition gehen die letzten zwei
Gleichungeri in (54) tber. Wir haben bekommen, daB (60), (61) mit (45),
(46), (54) &quivalent sind.
 Es geniigt also zu zeigen, daB unter Beriicksichtigung von (44), (45) die
Bedingung (63) mit den Bedingungen (47)—(51) 4quivalent ist. Wird in (63)
a=8=7y=0 eingesetzt, so entsteht (wegen (44)) eben (51). Wird ferner
(45).in (63) beriicksichtigt und dann (51) subtrahiert, so entsteht
(64) ‘ aby+(ab)c+(aB)c+ efc+{a, b}y + (ab)y +(ad)r=
——a(ﬂ/)+a(b‘/)+aﬂy+abc+c¢{b c}-}—a(ﬂc)—}—a(by)
Es genigt also zu zeigen, dab -(unter Beriicksichtigung von (44)) dnq
Bedmgung (64) den Bedingungen (47)—(50) &quivalent ist... Wird in (64)
c=0,a=8-=0 bzw. a=0,=7=0 emgesetzt so entsteht (wegen (44))
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eben (48). Werden diese ‘Gleichungen (48) aus (64) subtrahiert, so entsteht
.{65) (aB)c+- B+ (ab)y +-(aB)y = a(Bc)+aBy + «(Bc)+ a(by).
Wir bemerken, daB beide Seiten je ein Glied enthalten, das von a, ¢ frei ist,
bzw. von diesen Buchstaben nur a, bzw. nur ¢ bzw. beide enthdlt. Wenn wir
also erstens a==c==0, zweitens a=0 drittens c==0 einsetzen, so entstehen
(wegen (44) und- der Regularitit-der Addition) der Reihe.nach (50), (47,), (47.),
(49). Da umgekehrt aus diesen vier Gleichungen (65) folgt, so haben wir
bewiesen, daf € =So02 dann und nur dann ein Halbring ist, wenn (45)—
—(54) stattfinden.

Wir zeigen jetzt, daB fiir jeden Hatbring € =S8oX (55) gilt. Wegen
(41), (42), (44) gilt

© &) +(0,H=0,c+8,  (0,€)(0,8)=1(0,B).

Hiernach ist X ein Unter-Halbring von € und auch (55,) ist erfillt.
Annlich folgt (a, 0)+(o «)=(g, a). Dies zeigt, daB die
(@0)+%  (acS)

-eine Klassenemtenlung von € bilden. Diese ist wegen (41), (42) offenbar auch
- kompatibel, ferner sieht man auch die Richtigkeit.von (55,). Somit haben wir
gezeigt, daB fiir jeden Halbring S = SoX (55) gilt, worin auch die Behauptung
enthalten ist, daB dieser eine Schreiersche Erweiterung von X mit S ist. :

Umgekehrt betrachten wir jetzt eine beliebige Schreiersche Erweiterung
‘2 von X mit §. Wir haben zu zeigen, daB & isomorph einem Schreierschen
Produkt SoZ2 ist.
- . Nach der Annahme darf
(66) : S=g/2 @—a+2) .
- gesetzt werden, wobei a'(a€S) ein volles Representantensystem der Klassen
von € nach X durchlauft. Wir denken die @’ irgendwie festgewihlt, und dann ist

67 a—a  (a€S)
eine feste eineindeutige Abbildung von § in . Dabei 1aBt sich
0’'=0

annehmen.’ ) :
Die Summen o +e«(a€S, «€X) sind die samtlichen verschiedenen
Elemente von €. Wir wollen - zusehen, wie die Addition und Multiplikation
“der Elemente von € in dieser ,Normalform*- sich ausdriicken. ‘Wegen: (66)
gelten oifenbar
a+b=(@+by+e,  aAb=(ab)y+o

mit irgendwelchen, nur von &', b" abhdngigen Elementen o, o(€ “) Wegen
+67) 148t sich also

68) a' -+ b’-—(a—l—b) —:—[a b}, a’t —(ab) —l-‘a b} (a,b€S;|a, b), la b} € “)

-
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setzen, wobei [a, b], {a, b} Funktionen von a, & sind. Wegen (68) gilt

(69) @+a)+ U +8)=(@+b)y+1a bl +c+8,

(70) (@t +8)=(aby+ia b} +cb +a'p+es

Da die Produkte &', @’ 3 nur von «, b bzw. a, 3 abhingen, so darf wegen (67)
(1) _ ' cb=cb, af=ag (@, b€8;¢,B€Y)

gesetzt werden, wobei «b und ag@ Operatorprodukte (d. h. Funktionen von
«, b bzw. a, 8) sind. Wird (71) in (70) eingesetzt, so sieht man hieraus und
aus (69) nach Vergleich mit (41), (42), daB S einem Schreierschen Produkt
SoX isomorph ist.

Endlich liest man von (41) ab, daﬁ die Schreiersche Erweiterung (die
nach obigem gewif ein Halbring ist) dann und nur dann ein Ring ist, wenn
in S-und X die Addition invertierbar ist, d. h. $ und X Ringe sind: Satz 4 -
haben wir bewiesen, das Korollar ist trivial.

Das Analogon von Satz 2 lautet so:

Satz 5 Man nehme eine Schreiersche Erweiterung S = SoXY aus
Satz 4. Mit dem zugehirigen Funktionenvierer (43) zusammen geniigt auch
Jeder Funktionenvierer

) [Aa, Abj+a +b'—(a+b), {Aa, Ab} +a (Ab)+(Aa)b' -+-a’b'—(ab),
«(Ab)+al,(Aa)B+a's

~

den Bedingungen (43)—(54) und liefert eine zu < isomorphe Schreiersche
Erweiterung E,-—=Sol, wobei a— Aa einen Automorphismus von S und a — a’
eine Abbildung von S in X bezeichnet, wofiir alle o’ ein Inverses in X" haben.
Und zwar gilt

(73) z=z ((a, @)= (A"'a, —(A7'Y +@)).
Insbesondere also wenn X ein Ring ist, so darf a —a jede Abbildung von S
in X sein. '

(72

Bemerkung. ‘Bei einem festen Funktionenvierer (43) nennen wir
die Funktionenvierer (72) assoziiert im weiteren Sinne.
Zum Beweis nehmen wir vor allem in acht; daff der Funktionenvierer
(72) offenbar den Bedingungen (43), (44) geniigt.
Wir betrachten die Permutation .
(@;¢)—(Aa,a +¢)
der Elemente von 2. Wird diese mit /! bezeichnet, so lfefert der Ubergang
Zu den neuen Verknupfungen .
(a, @) 2-(b, 3)- - 11 "' (11{a, ) - 11(b, B)).
(@, €)@ (b, 3)== 11" (I(a, &) - 11(b, 3))
eine zu Z isomorphe Struktur Z, mit dem Isomorphismus
=3 ((a, @) — 117" (a, ©)).
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Dies fillt eben mit (73) zusammen. Ferner berechnen sich die rechten Seiten
der vorigen Gleichungen bzw. zu

T ((Aa, @ +-a)+-(Ab, & +8)) == I1"' (Aa+Ab, [Aa, Ab]+a' + b +e+3) =

=(a+b,—(a+b)+[Aa, Ab]+a'+ b + e+ B),

H"((Aa,a +@)(Ab, ' +8))=
=]JI" (Aa Ab,{Aa, Ab}+a (Ab)+u(Ab)+(Aa)b’—L(Aa)p’+
: +a't+ab +a' Bt ap)=
- =(ab, —(aby —l—an Abl+a' (Ab)+ (Aa)b' +a'b’ + ¢ (Ab)+
+ b’ +(Aa)s+a' B+ «p).
Der Verglelch mit (41), (42) beweist (72), ferner folgt aus Satz 4 mit Not-
wendigkeit, daB auch (45)—(54) gelten. Satz 5 haben wir bewiesen.

Endlich wollen wir noch die Frage der &quivalenten Schreierschen
Erweiterungen von Halbringen betrachten. %) Die zu dquivalenten Schreierschen
Erweiterungen SoX gehorenden Funktionenvierer - (43) nennen wir wieder
assoziiert. Entsprechend sind die assoziierten Faktorensysteme zu verstehen.
Insbesondere nenne man die den faktorenfreien Erwenterunven dquivalenten

Erweiterungen und die zugehorenden Funktionenvierer zerfallena’e Erwetterungen
bzw zerfallende Funktionenvierer. °)

Wie Satz 3 aus Satz 2 durch Spezialisierung entstanden ist, in voller
Analogie gewinnen wir aus Satz'5 den folgenden Satz 6, genauer brauchen
wir das nicht auszufiihren.

Satz 6. Ein vollst(indiges System assoziierfer Funktionenvierer ldgt
sich in der Form | _
(74)  [a,8)+a' +b'—(ab); {a, b} +a'b+ab +a'b—(ab);«cb+ab',ap+a'3
angeben, wobei [a, b), {d,_ bY, wb,ap ein Funkﬁoﬁenvierer (43) aus Satz 4 ist
(ndmlich mit den Eingenschaften (44)—(54)) und a— a’ alle Abbildungen von

. S in X bezeichnet, fiir die jedes a’ sein Inverse s—a’ in 3F hat und o'==0 gilt.
Fiir die zu (43) bzw. (T4) gehdrenden Schreierschen Erweiterungen €, S, gilt
=& ((a, @) = (a, —a' 4+ a)).
Korollar. Insbesondere ist
a+b—(a+by, abtab +ab— —(aby, ebtab, api-ap
ein volles System assoziierter zerfallender Funktionenvierer, wobei o’ und «b, a8
dasselbe bedeuten wie im Satz 6 bzw. im Korollar von Satz 4.

/

16) Natiirlich lassen sich die zerfallenden Halbringerweiterungen 4hnlich charakterisieren,
wie das fiir Halbgruppenerwelterungen (im § 4) geschehen ist mit dem Unterschied, daB
dann 2 :=§ < X statt (32) zu nehmen ist.
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