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Die Unabhiingigkeit der Assoziativititshedingungen.

Von (G. SzAsz in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Es sei S eine gegebene Menge mit » Elementen; »r ist éndlich oder
unendlich. Ist in § eine (eindeutige) Multiplikation definiert, so sagen wir,
daB die Menge S hinsichtlich der gegebenen Multiplikation eine multiplikative
Struktur S* bildet. Wir wollen bemerken, dal wir die Multiplikation in Sx
im allgemeinen keinen einschrankenden Bedingungen unterwerfen.

Natiirlich lassen sich aus einer gegebenen Menge S verschiedene Struk-
turen S< bilden. Man nennt eine Struktur SX eine assoziative multiplikative
Struktur (anders gesagt, eine Halbgruppe), wenn alle Gleichungen von der Form

0 | @)z=x(y2) . (x,9,2€8)
erfiillt sind. Die Gleichungen (1) werden Assoziativititsbedingungen genannt.

Prof. L. REDEl hat wihrend der Abfassung seines noch nicht erschie-
nenen Lehrbuches {iber hohere Algebra das folgende Problem von prinzipieller
Bedeutung aufgeworfen: Gibt es fiir eine gegebene Menge S von » Elementen
ein echtes Teilsystem der Gleichungen (1), so daf das Bestehen der Glei-
chungen dieses Teilsystems schon die Erfiillung der iibrigen Gleichungen (1)
nach sich zieht (ndmlich beziiglich aller aus S gebildeten Strukturen S*). Es
ist mir gelungen das Problem vollstindig zu losen, und zwar mit dem {iber-
raschenden Ergebnis, daf im Falle » = 4 keine der Gleichungen (1) aus den
iibrigen folgt. Genauer gesagt: Wie man auch im Falle einer Menge S mit
wenigstens vier Elementen eine der Gleichungen (1) auszeichnet, kann man S zu
einer multiplikativen Struktur SX machen, so daf in S* die ausgezeichnete
Gleichung- nicht erfillt ist, die anderen Gleichungen aber erfiillt sind. Kurz
gesagt, im Falle » = 4 bilden die Assoziativititsbedingungen ein unabhingiges
Axiomensystem.

Der Beweis stiitzt sich wesentlich auf den Fall »=3. Teils aus diesem
Grunde, teils der Vollstandigkeit halber habe ich auch die Fille » = 3 unter-
sucht. Es stellt sich heraus, daf die Assoziativitatsbedingungen im Falle » = 3.
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. nicht unabhingig sind; es ist mir auch gelungen in diesen Fillen ein unab-
hingiges vollstandiges') Teilsystem der Axiomen (1) anzugeben ?). E

Diese ‘Arbeit gliedert sich, wie folgt: §2. Vorbereitungen. § 3. Fall
r==23 (erster Teil). §4. Fall » = 4. §5. Fall »r=23 (zweiter Teil). §6. Fall
= 2,%)

§ 2. Vorbereitungen.

Im Laufe unserer Betrachtungen werden wir mit den Buchstaben q, b,¢, d
verschiedene Elemente der Menge S bezeichnen. Dagegen werden die Buch-
staben x, y, z, ¢ zur Bezeichnung beliebiger (d. h. nicht unbedingt verschiedener)
Elemente aus S dienen, wie schon oben in (1). '

Zum Zweck des leichteren Ausdrucks vereinbaren wir uns in der fol-
genden Redeweise.

Ein Tripel (x, y, 2) 'der Elemente von S wird in 8% assoziativ genannt,

wenn (xy)z=x(yz); ist dagegen (xy)z=x(yz), dann wird das Tnpel
(x, 3, 2) nichtassoziativ genannt.
Wir sagen, daf ein Tripel. (x, y, 2) der Elemente der Menge S isoliert ist,
wenn es eine multiplikative Struktur S gibt, in der allein das Tripel (x, y, z)
nichtassoziativ ist. Unser Hauptresultat kann also auch folgendermaBen for-
muliert werden: Im Falle » = 4 sind alle Tripel isoliert.
. Zwei Tripel (x,y,2), (x,y,2) heien von gleichem ‘Typ, wenn sie
auseinander durch eine Permutation der Elemente von S entstehen. Es gibt
also die folgenden fiinf Typen:

2 " (a,a,a), (a,a,b), (bya,u), (a,ba) (a,b0c),

wobei wir jedesmal einen Reprisentanten des Typs angegeben haben. (Der
letzte der fiinf Typen kommt nur im Falle » = 3 vor.)

Es seien (x,y,2) und (x,y’,2") zwei Tripel von S von gleichem 7yp,
und nehmen wir an, daf (x,y,2) isoliert ist. Dann koénnen wir durch
einfache Umbezeichnung der Elemente*) sofort einsehen, daf (x',)’,2) auch

1} Wie iiblich nennen wir ein Teilsystem eines Axiomensystems vollstindig, wenn es
mit dem urspriinglichen Axiomensystem #quivalent ist.

2) Im Fall »=3 ist dies nur auf eine Art moglich, im Fall » =2 aber auch auf ver-
schiedene Arten. Im Fall »==1 gibt es nur eine cinzige Struktur S*, die trivialerweise
assoziativ ist. (D.h., in diesem Fall ist das ,leere Teilsystem* von (1) volistindig, wenn
es auch etwas komisch lautet.) Dementsprechend werden wir uns auf die Fille » =2
beschrinken diirfen.

8) Diese Arbeit wurde am 6-ten April 1953 der math.-phys. Klasse der Ungarischen
Akademie der Wissenschaften vorgelegt, und wird in den Sitzungsberichten dieser Klasse
(Osztdlykizlemények) in ungarischer Sprache unter dem Titel ,Az asszociativitasfeltételzk -
fiiggetlensége“ erscheinen.

4) Beziiglich einer genauen Ausfiihrung dieses iibrigens wohlbekannten Prinzips siehe
L. Reper: Die Anwendung des schiefen Produktes in der Gruppentheorie, Journal fiir die

. reine und angewandte Math., 188 (1950), 201 - 227, insbesondere § 2.
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isoliert ist. Man darf also mit Recht nicht nur iiber isolierte Tripel, sondern
auch tiber isolierfe Typen reden: man nennt einen Typ isoliert, wenn die in
ihm enthaltenen Tripel isoliert sind. Hiernach wird nicht notig alle Tripel
nach der Isoliertheit hin zu untersuchen, sondern es wird genug je einen
Reprisentanten aller ftinf Typen zu betrachten. '

Um die folgenden Betrachtungen leichter zu machen, schicken wir noch
einige einfache Hilfssdtze voraus, deren trivialer Beweis sich ersparen laft.

Hilfssatz 1. Die mit den Cayleyschen Tafeln angegebenen 2zwei
Strukturen

|ab |a b
alaa und glagb
bl b b- b b

sind assoziativ.

Wir nennen, wie iiblich, ein Element x einer multiplikativen Struktur
S* ein linksseitiges Zeroelement, wenn xy=x fiir jedes y in S gilt; ent-
sprechend ist ein rechisseitiges Zeroelement zu verstehen. Ist ein Element
gleichzeitig linksseitiges und rechtsseitiges Zeroelement, so nennen wir es
einfach ein Zeroelement. .

Hilfssatz 2. Ist entweder x ein linksseitiges oder z em rechtsseitiges
Zeroelement, so sind alle Tripel (x,y,2) associativ.

Hilfssatz 3. Alle Tripel mit mindestens einem Zeroelement sind
assoziativ.

Hilfssatz 4. Essei SX eine Unterstruktur der multiplikativen Struktur
T*. Wenn fiir cin Element z der Menge T—S®) die Gleichungen

Xt=itx=z (x€T, teT=S)
gelten, so stimmen die nichtassociativen Tripel von T>* mit den nichtassoziativen
Tripel von S* iiberein®). (Mit anderen Worten: sind die Voraussetzungen
des Hilfssatzes 4 erfiillt, so sind alle Tripel a55021at1v, die mmdenstens ein
Element von T—S enthalten.) :

Wir wollen bemerken, daB das Element z im Hilfssatz 4 ein Zeroelement
ist. Andererseits ist leicht zu sehen, daB Hilfssatz 3 ein Spezialfall von Hilfs-
satz 4 ist, wo 7—S allein aus dem Zeroelement von 7% besteht.

Ein Element x von SX nennen wir ein linksseitiges Einselement, wenn
xy=y fiir jedes y in § gilt.

’ Hilfssatz 5. Ist x ein lmksselttges Einselement, so ist das Tripel
(x, ¥, 2) assoziativ.

Hilfssatz 6. Ist ein Element x idempotent, so ist das Tnpel (x, x, x)
- assoziativ.

5) T—S bedeutet die Menge aller Elemente von T, die in S nicht enthalten. sind.

¢) Man darf TX auch eine friviale Erweiterung von S* nennen, denn bei dem Uber-
gehen von SX zu T ist der Wert aller ,neuen” Produkte gleich z.
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'§ 3. Fali »=3 (erster Teil).

Hier werden wir uns m1t den Strukturen $%- beschaftigen, die sich aus
der Menge’) S—{a b,c} mit drei Elementen bilden lassen.

Lemma 1. Die Tripel der Menge S -—{a,b ¢}, die nicht vom Typ
(a, a, a) sind, sind isoliert.

Den Beweis fiihren wir so, daB wir je eine Struktur §x angeben, in
welcher der Reihe nach allein das Tripel (q,a,b), (b,a,a), (a,b,ad) bzw.
(a, b, ¢) nichtassoziativ ist, die iibrigen Tripel aber assoziativ sind. (Mit dem
Typ (a,a,a) werden wir uns im § 5 beschéftigen; dort werden wir sehen,
daB dieser Typ — fiir Mengen mit drei Elementen — nicht isoliert ist.)

1°. Um die Isoliertheit des Tripels (q, a, b) zu zeigen, betrachten wir die .
mit der Cayleyschen Tafel angegebene Struktur °)

Iabc

o alec bc
3 blccc
cleccc

Man sieht sofort, daB ein Produkt in (3) nur dann = ¢ sein kann, wenn
sein erster Faktor a ist. Andererseits ist xy & a, woraus stets (xy) z == folgt.

Dagegen ist dann und nur ‘dann x(y2)==c, wenn. x—a und yz—2,
. d.h. wein x=a, y—a und z=125 ist.

Damit haben wir gezeigt, daB in der Struktur (3) (a, a, b) mchtassozmtlv
ist, alle anderen Tripel aber assoziativ sind. Das Tripel (a, g, b) ist also isoliert.

2". Durch Spiegelung der vorigen Cayleyschen Tafel an der Dlagonale
erhdlt man die Struktur '

. lab c
_ ’ alcce
@ . blbee
clece .
in der (b, a,a) das einzige nichtassoziative Tripel ist. Um. dies zu zeigen,
kann man dhnlich wie in 1° verfahren, nur muB man die Rolle der Zeilen

7) Das Zeichen {...} verstehen wir im iiblichen mengentheoretischen Sinne.

8) Dieses. Beispiel haben wir aus der Arbeit von Ar. C. Cumescu, Etudes sur la-
théorie des systtmes multiplicatifs uniformes I, L’indice de non-associativit¢, Bulletin de
PEcole Polytechnique de Jassy, 2 (1947), 97—121, iibernommen, wir geben aber einen voll-
stindigen Beweis an. Cuimescu betrachtet in seiner Arbeit ebenfalls das Problem der
Assoziativititsbedingungen, aber von einem ganz anderen Gesichtspunkt aus als wir. Er
nennt nimlich die Anzahl der nicht erfiillten Gleichungen (1) einer Struktur $* mit » Ele-
menten (v endlich) den Index (der Nichtassoziativitit) dieser Struktur. Der Index ist also
gewiB eine der Zahlen 0, 1,...,%% Cumescu hat die sehr interessante Tatsache nachgewiesen,
daB es im Fall » =3 zu jedem Wert von i mit 0 </ << 43 eine Struktur mit » Elementen
gibt, deren Index i ist. -
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und Spalten von (3) iiberali vertauschen. Also ist auch der Typ (b, a,q)
isoliert.
3". Wir betrachten nun die mit der Cayleyschen Tafel
labc
A alacec
) blabc
clceec
angegebene Struktur S*. In dieser ist daB Tripel (a, b, @) nichtassoziativ, denn
es gilt
(@ab)a=ca=c, a(ba)=aa=a.

Die tibrigen Tripel sind aber assoziativ, wie das die folgenden Ausfiihrungen
zeigen.

Da ¢ in (5) ein Zeroelement ist, so ist jedes Tripel, das das Element ¢
enthalt, nach Hilfssatz 3 assoziativ. Es geniigt also noch diejenigen Tripel
zu untersuchen, in welchen das Element ¢ nicht vorkommt.

Da ferner b ein linksseitiges Einselement ist, so ist jedes Tripel mit
dem ersten Element b nach Hilfssatz 5 assoziativ.

Es sind also nur noch diejenigen Tripel von der Form (g, y, 2) zu unter-
suchen, in denen y und z beide aus den Elementen a und & sind. Insbe-
sondere haben wir aber die Nichtassoziativitit von (a, b,a) schon oben
festgestellt, ferner ist (a,a,a) nach Hilfssatz 6 assoziativ. Endhch gelten fiir
die iibrigen zwei Tripel der genannten Art

(aaq)b=ab=c, a(ab)=ac=c;
(ab)b=cb=c, a(bb)——ab_c
so daBl auch (a, a, b) und (g, b, b) assoziativ sind.
Wir haben somit bewiesen, daB der Typ (a, b, a) isoliert ist.
4°. Endlich sei
' iabec
: alaac
©) bbb
ciccec
die Cayleysche Tafel einer multiplikativen Struktur. Es ist dann zundchst
(abyc=ac=c, albe)=ub=a,
wonach (a, b, ¢) nichtassoziativ ist. Wir zeigen, daB die iibrigen Tripel
assoziativ sind.

Da b und c linksseitige Zeroelemente sind, so sind nach Hilfssatz 2 alle
(b,y,z) und (¢, y,2) assoziativ. Man braucht also weiterhin nur die Tripel
mit dem Anfangselement a zu betrachten. '

Man sieht aus (6), da8 die Elemente a,b bzw. a,c je eine Unterstruktur
der mit (6) gegebenen Struktur bilden. Diese Unterstrukturen sind nach
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Hilfssatz 1 beide assoziativ. Deshalb sind auch diejenigen .mit a beginnenden
Tripel assoziativ, die auBler a nur eines von den Elementen b,c enthalten.

Man hat aiso noch die Tripel mit dem Anfangselement a zu untersuchen,
in welchen & und c gleichzeitig vorkommen. Es gibt zwei Tripel. von dieser -
Art, namlich (a,b6,¢) und (a,c, b). Das erste von diesen ist aber das oben
schon betrachtete mchtassoznahve Tripel, das also nicht hierher gehort. Fiir
das zweite gelten

(@)b=cb=c, = a(cb)y=ac=c.

Hiermit haben wir die Isoliertheit des Typs (a, b, ¢) gezeigt, womit
Lemma 1 vollig bewiesen ist.

§ 4. Fall »r = 4.

Auf Grund der oben fiir den Fall » = 3 gewonnenen Resultate beweisen
wir hier unseren Hauptsatz. ' :

Satz 1. Vorausgesetzt, dafy die Menge S mindestens vier Elemente hat,
bilden die Gleichungen (1) ein unabhdngiges Axiomensystem.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal im Fall r = 4 alle Tripel isoliert sind.
Zu diesem Zwecke bemerken: wir folgendes. Betrachten wir zwei Mengen
S=la,b,c}, T=1{a,b,c,d,...; wobei also T eine Erweiterungsmenge von
S mit mindestens vier Elementen ist, und bilden aus ihnen- je eine multipli-
kative Struktur S*, 7> mit folgenden zwei Eigenschaften :

1. T* ist eine Erweiterungsstruktur von S* ;

2. fiir alle t€T—S, x€T gilt xt=tx=d.

Nach Hilfssatz 4 stimmen die nichtassoziativen Tripel von 7% mit den von §*
iiberein. Wendet man diese Bemerkung mit den durch die Cayleyschen Tafeln
(3)—(6) definierten vier Strukturen S* an, so erhdlt man je eine Struktur T
mit » = 4 Elementen mit den einzigen nichtassoziativen Tripel (a, a, b), (b, a, a),
(a, b, a) bzw. (a, b, c). '

Es bleibt noch der Typ (a,a,0) zu untersuchen iibrig. Um die Isoliertheit
von (a,a,a) fir r=4 zu zeigen, betrachten wir die aus der Menge.
S=1{a,b,cd,...} gebildete Struktur S*, in der die Multiplikation folgender—
weise definiert 1st

- (1.1) aa=b;
(7.2) ab=c;
(1.3) xy==d fiir alle iibrigen Elementenpaare x,y. .

Vor allem gilt in dieser Struktur
(aa)a=ba=d, a(@a)=—ab=qc,

also ist (a, a, a) ein nichtassoziatives Tripel. Wir zeigén die Assoziativitat der
iibrigen Tripel.
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Da im Fall x3=a unbeschrankt xf—=d gilt, so ist fiir jedes Tripel
(% y,2) mit x+a :
_ (xy)z=dz=d, x(y2) =
Man braucht also nur noch die Tnpel von der Form (a, ¥, 2) zu untersuchen.
Ist y eins.von den Elementen ¢, d, ..., so gilt

(ay)z-—dz—d, a(yz)=ad d.
Ist andererseits z eins von den Elementen ¢, d, ..., so gnlt (wegen tc=td=
= .- =d fiir beliebige ¢ in S)

- {ay)z=d, a(y2)=ad=d.

Mlthm .sind nur noch die drei Tripel von der Form (g, y, 2) iibrig geblieben,
in welchen y und z gleich a oder b, aber nicht beide gleich a sind. Fiir diese gilt
(aa)b=0bb=d, a(ab)=ac=d,

(@ba=ca=d, a(ba)=ad=d;

(@b)b=cb=d, a(bb)y=ad=d.

Wir haben fiir » = 4 auch die Isoliertheit des Typs (g, a, a) ausgew1esen,
womit der Beweis von Satz 1 beendlgt 1st

§ 5. Fall v = 3 (zweiter Teil).

“¢* Im Fall »=3 macht der Typ (a, a, a) die meisten Schwierigkeiten (der
. sich jetzt ganz anders verhilt als im eben erledigten Fall » =4 und auch
als die tibrigen Typen im Fall » = 3). Hierauf bezieht sich

Lemma 2. Sind in einer aus der Menge S = {a, b, ¢} gebildeten muitiplika-
tiven Struktur alle Tripel von der Form -

®)

1 _assoziativ, dann lst auch (a, a, a) assoziativ.
' Vor dem Beweise dieses Lemmas zeigen. wir, daﬁ aus 1hm und aus
~ Lemma 1 im § 3 der folgende Satz entsteht: :

Satz 2. Fiir eine Menge S—{a,b,c} mit drei Elementen enthdlt das
System der Assoziativititsbedingungen ein einziges unabhdngiges vollstindiges
Teilsystem. Dieses entsteht so, daf man aus (1) die Gleichungen mit x—=y =2z
streicht. :

: Nach  Lemma 1 sind namlich die von (a, q, a) verschiedenen Typen
isoliert. Deshalb bilden diejenigen 24 Gleichungen in (1), fiir welche
x=y=2 nicht besteht, ein unabhingiges Teilsystem der Assoziativitits-
bedingungen (1). Andererseits besagt das Lemma 2, daB die gesagten 24
Gleichungen ein volistindiges System der Assoziativititsbedingungen (1) bilden.
) .

(a,':a, x), (x,a,a) |

@ xa), (vax) X0 odr x=c
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Beweis von Lemma 2. Wir nehmen an, daB die Voraussetzungen des
Lemmas erfiillt sind und trotzdem (q, g, a) nichtassoziativ ist. Wegen letzteres
besteht einer der folgenden drei Fille:
()] (aa)a=a, a(aa)y=x
(I (aag)a=x, a(a)=a
(1) (aa)a=x, a(aa)=y . (x=b, y=c oder x=c, y=0b).

(x=b,¢)

Wir betrachten diese Fille einzeln, schicken wir aber fiir alle drei Fille
- voraus, daB nach Hilfssatz 6 aa==a sein muf.

Fall 1. Bezeichne z das von a und x verschiedene (dritte) Element.
von S. Wir machen eine weitere Fallunterscheidung je nachdem aa == x oder
aa=2z ist. ‘

‘Wenn aga==x ist, dann gelten nach den Bedingungsgleichungen (1)

xa=a, ax=x.
Hieraus folgt
a(xa)=aa==x, (@ax)a=xa=a; .
wonach- das Tripel (a, X, @) nichtassoziativ ist, gegen unsere Voraussetzung.
Wenn aa =z ist, dann gilt nach (I) :
9) za=a, az==x.
Aus (9) werden wir wieder auf die Nichtassoziativitit von. (a, x, a) schliefien.
Wegen (9) und der Voraussetzungen von Lemma 2 gilt ndmlich
ax=a(@z)=(@a)z=z2z=2z2(@a)y=(za)a=aa=2z,
xa=(az)a=a(za)=aa=z. '
Hiernach ist
(ax)a=za=a, a(xag)—az=x,
~gegeu die Voraussetzung. :

Fall II. Dieser Fall entsteht aus Fall | einfach durch ,Dualisieren, so
namlich, da man iiberall zur umgekehrten Multiplikation tibergeht.

Fall Ill. Wieder sind zwei Unterfille moglich, je ‘nachdem aa=x
oder aa =1y ist. ' '

Wenn »
(10) aa=—x.
Aist, so gilt nach (III) '
(11) xa =X, ax=1y.

Fin Widerspruch ergibt sich so, daf wir die Nichtassoziativitit von (a, a, y) -
zeigen. Zu diesem Zweck rechnen wir einige Produkte aus. Nach (10), (8)
und (11) gilt-

(12) xx=x(aa) = (xa)a=xa=x.
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Nach (11), (8) und (12) gilt

13) xy=2x(ax) =(xa)x = xx=x.
Nach (11), (8), (10) und (12) gilt
(14) ay=a(ax)=(aa)x =xx=x.

Nun foigt aus (10), (13), bzw. (14), (11)

, (a)y=xy=x, - a(@y)=ax==y,
.womit wir auf den gewiinschten Widerspruch gestofien sind.

Wenn aga =y, so 1Bt sich dieser Fall auf den eben erledigten wieder
einfach durch Dualisieren zuriickfithren, was man so erkennt, daf der vorige
Fall der Annahme (aa)a =aa, wihrend der jetzige der (dualen) Annahme
a(aa)==aa gleich kommt.

Damit ist Lemma 2, also auch Satz 2 bewiesen.

§ 6. Fall » -2,

Endlich untersuchen wir den Fall »=—2. Wir teilen die aus den Elementen
der Menge S={a, b} gebildeten acht verschiedenen Tripel in drei Klassen ein:

¢y (a,a,0), (a,b,0); ,
Gy (b, b, b), (b,a,b); .
Gt (a,a,b), (a,b,b), (b,a,a), (b,b,0a);

und beweisen den folgenden

Satz 3. Ist in einer aus der Menge S = {a, b} gebildeten multiplikativen
Struktur S>* je ein Tripel aus den Klassen (*,, C,, (>; assoziativ, so ist §*
eine Halbgruppe. (Mit anderéen Worten: im Fall » =2 bildet jede solche
Teilmenge der Assoziativititsbedingungen ein unabhédngiges vollstindiges
Teilsystem, die die Assoziativitit je eines Tripels der Klassen C,, €,,
vorschreibt.)

Beweis. Der Leser kann sich durch unmittelbares Ausrechnen leicht
iiberzeugen, daf 8 unter den 16 verschiedenen multiplikativen Strukturen SX,
die sich aus der Menge S=—{a, b} bilden lassen, assoziativ sind, und im
Fall der iibrigen 8 Strukturen die nichtassoziativen Tripel entweder alle Tripel
einer der Klassen (% (i==1,2,3), oder die simtlichen verschiedenen Tripel
sind. Deshalb sind fiir jedes $* und fiir jedes -C: entweder alle Tripel von
(; assoziativ, oder alle nichtassoziativ. Das bedeutet eben die Richtigkeit von
Satz 3.

(Eingegangen am 2. April 1953)



