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. Transformations de D’espace de Hilbert,
fonctions de type positif sur un groupe.

Par BELA Sz.-NAGY a Szeged.

1. Introduction.

Dans une Note récente') je viens de demontrer les deux théorémes
suivants:

Théoréme l. Si T est une contraction de l’espace de Hilbert complexe
H,?) il existe un espace de Hilbert complexe H contenant H comme un sous-
" espace, et une transformation unitaire U de H, de ‘sorte que, en dészgnant par
‘P la projection orthogonale sur le sous-espace H, on ait

. T =-PU", (T*) = PU" (k=0,1,..)9

Théoreme . Siles contractions T, (0 = t Zos) de Pespace de Hilbert
complexe H forment un semz-gmu,:' (fortement) continu de transformations,
c'est-da-dire que .
To=sl, T.Ti== E.,, T.— T, pour s—1,
il existe un espace de Hilbert complexe H contenant H comme un sous-espace,
et un semi-groupe (fortement) continu de transformations unitaires U, de H,
de sorte que, en désignant par P la projection orthogonale sur le sous-espuce
H, on ait .
T,=PU, Ti=PU"' '~ (0=t<w)"
Dans la démonstration de ces théorémes j’ai fait usage de certains
- théorémes des moments, d’un théoréme de NEUMARK sur les familles spectrales

1) Bera Sz.-Naav, Sur les contractions de I’espace de Hilbert, ces Acta, 15.(1853); 87—92:

?) Par contraction nous entcndoins une-transformation linéaire qui n'augmente pas les
normes.

. 3) Ces équations, et leurs analogues dans la suite, doivent étre entendu& dans le
sens que les transformations figurant aux deux membres sont égales lorsqu’ elles sont ap-
pliqués aux éléments de Pespace originel H. ‘

9) Dans le cas particulier des transformations T, isoméfrigues, ce théoréme a été
démontré déja par J.L.B. Coorer dans son article: One-parameter semigroups of isometric
operators in Hilbert space, Annals of Math., 48 (1947), 827—842.
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géncralisées, et de théorémes de HILLE sur la transformation “infinitésimale”

A=lim - (T—1)
pwo
‘du semi-groupe ! 7.}, et sur sa résolvante (z2/—A) '

Dans la Note présente je vais donner une démonstration qui ne fait
usage d’aucun des théorémes mentionnés et qui de plus sera valable aussi
pour des espacés de Hilbert réels?). Dans le théoréme II, il nous suffira de
supposer que 7; est une fonction faiblement continue de #; nous obtiendrons
alors U: aussi en fonction faiblement continue de ¢, mais comme U, est
unitaire, cela entraine sa continuité forte®);, et de la représentation trouvée il
s’ensuivra que 7 est aussi fonction fortement continue de t.%)

Nous montrerons de plus que, dans ces théorémes, on peut exiger que.
H soit minimal dans le sens qu'il soit sous-tendu, selon les cas, par les
éléments -de la forme U'f (f€H; k=-0,4+1,+2,...) et par les éléments de
la forme U.f ou Ul f (f€H;t=0). Dans ce cas, H et U, respectivement
H et U, sont déterminés A une isomorphie prés. '

Notre demonstratlon passera par un théoréme sur des transformations
qui sont fonctions de type positif, définies sur un groupe.

Définition. Nous dirons que la transformation linéaire bornée T
de Vespace de Hilbert H (réel ou complexe) dépendant de I’élément variable
 d’un groupe /', est une fonctton de type positif sur I’y si I'on a

(]) - ﬁ (Té “y 'y’gc\)—

pour toute famille {g,} d’ elements de H telle que gy~-0 sauf pour un nombre
fini d’éléments v de I’ au plus, et si de plus

@) - T,a=T05

Théoréme Hl. Supposons que la transformation linéaire bornée T,
de l'espace de Hilbert H (réel ou complexe) est une fonction de type positif
de I’élément variable y d’un groupe topologique I, et que cette fonction est
Jaiblement continue, c'est-d-dire que (T,f,g) est, pour tout couple fixé f, g
‘d’éléments de H, fonction continue de y; de plus soit '

3) ' © . Te==1 (¢ est I'élément unité du groupe I).
5) Dans 'espace de Hilbert réel, ainsi que dané celui 'complexe, nous appellerons

Mnitaire une transformation linéaire 1sométnque qui transforme I espace sur I'espace tout entier-
- %) En effet, si #—s, on a

WUS= U SfIE=2Iifif— U/, Ue)—(U.J, US) = 2lifIP—2(U. [, U, f) =

) Cf. £ HiLe, Functional analysis and semi-groups (New York, 1948) .’I‘heorem
9.4.1, p. 189.

") Dans un espace-f complexe, (2) est unc conséguence de (l)
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Alors il existe, dans un certain espace de Hilbert H contenant H comme
sous-espace, une famille {U,} de transformations unitaires formant une repré-
sentation (fortement) continue du groupe T, telle qu’on ait
) ‘ T,=PU, v I
oit P désigne la projection orthogonale sur le sous-espace H. De plus on peut
exiger que H soit minimal dans le sens qu'il soit sous-tendu par les éléments
de la forme U,f (f€H;v€I); dans ce cas H et U, sont déterminés a une
isomorphie prés. ' )

Ce théoréme peut étre regardé comme une généralisation d’un théoréme
de GELFAND et Raikov®) affirmant que pour toute fonction p(y), a valeurs
numériques, définie sur le groupe topologique I, continue et de type positif
dans le sens ordinaire, il existe une représentation continue de /" par des trans-
formations unitaires U, d’un certain espace de Hilbert H, de sorte qu ’on ait

)= Uy fo, 1)

ou f, est un élément fixé de H; on peut exiger que H soit sous-tendu par les
¢léments U,f, (v €1'), H et U, sont alors déterminés a une isomorphie prés.

Les théorémes I et Il dérivent, moyennant deux lemmes, du théoréme III,
en y prenant pour [, selon les cas, le groupe additif des nombres entiers
avec .la topologie discréte, ou le groupe addmf des nombres réels avec sa
topologie naturelle.

Nous montrerons comment le théoréme de NEUMARK dérive du théoréme:
111, et dans le dernier paragraphe nous démontrerons une extension partielle
du théoréme | an cas des contractions d’un espace de Banach quelconque.

2. Deux lemmes.

Lemme 1. Soit T une contracflon de l'espace de Hilbert H (réel ou
complexe). En posant
T, T" (n— 0,1,..), Tu=ATYW (n=—1,-2,...),
nous obtenons une suite de transformations, infinie dans les deux sens, telle
que T, =T., To=1, et jovussant de la propriété que

®) Y (T g g) =0

[INTE St 4

L

pour toute suite {g.). . d’éléments de H teiie que g.,=0 sauf pour un
rombre fini d’indices n au plus; donc T, est une fonction de type positif sur
le groupe additlf des entiers n

") Cf I. Gerrano—D. Raixov, Irreducible unitary representations of arbitrary locally
hicompact groups, Recueil math. (Mat. Sbornik), N. S. 13 (1943), 301—316 (en russe, avec un
résumé en anglais); cf. aussi R. Gopement, Les fonctions de type positif et 1a théorie des.
‘groupes, Transactions American Math. Soc., 63 (1948), 1—84, en particulier 21—22,
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Démonstration. Envisageons d’abord le cas d’'un espace H com-
-plexe. Posons, pour 0 =r<1 et 0=60=2mx,

T(r, 0): Z rluleiuGT”;

n=-%
vu que ||7.]] = 1, cette série converge en norme. En posant z--re® on voit
que

1 'm’ I i !‘—-n .t
T(r,0)=(?l+%z 7‘)+{ 1+ 37T )—-»

n=1

ar=]

—2Re (—— 1+Zz" T") —Re (+2TY(J—=2T) ) )

Par conséquent on a, en posant -
g=(—2T)y f
. (T(, 0f, /) ~Re(U+2T)(—2T)'f, f)=Re((I+2T)g, (l—zT)g)::-
=Re[(g, &)+ 2(Tg, g)—z(g Te)—2z2(Tg, Tg)]
—~||g|l —lzPIITg|P = 0,.

puisque |2{<1 et ||T]|=1. Comme cela est vrai pour tous les éléments f -
de H, on a en particulier :

(6) p(r,0) =(T(r, 6)g(9), £(6)) = 0
ou '
» : : »

gO)= > eig,,

{g.} étant une suite d’éléments de H telle que.g,.——O sauf pour un nombre:
fini d’indices n au plus. En introduisant les séries de 7(r, ) et de g(6), on
. voit que .

p(f. 0):—— Z r|k|ei(k+m~u)o(Tkg"’gm):::

Eom o=~ »

) .
O
fuem \ e'”’ }_' ,”+"-'"I(7~l+1rvwgn| gm);

1 ,-'7 wm, - M
d’'olr

2

'p(r 0)d0 = Z ri m](T” mgn,gm)

ne, - W

En vertu de l’megahte 6) pn a donc

@

> rl(Tngu, gw) Z 0

woaz—-m

Faisant tendre r vers 1, il en résulte Vinégalité (5). C.q.f. d.

l0). On pose, pour une transformation linéaire A ‘quelconque, Re A :-%— (A A‘)OT'

a alors ((Re A)f.f) ~-—I(Af,f)-r-(f. ANl=Re(AL))



108 . B: Sz.-Nagy

Le cas d'un espace H réel peut €tre réduit & celui d’'un espace complexe,
et cela en introduisant 'espace H. des couples {g, h} d’éléments de H, muni
des opérations fondamentales suivantes :

{gvh}_l—{g'!h’}:{g_*_g'!h+h’}’
(a-+-ib){g, h} - lag—bh, bg+ah) (a et b: nombres réels),
& h g )= (g, 87) + (h B+ i(h, g)—i(g, I),
{g, hillF =g h} (& h}) =gl +1Ai7;
H. est un espace de Hilbert complexe. La transformation

T{gr h} :{Tg; Th

est alors une contraction de- H.; on a évidemment T*g, h} - {Tg, T*h!,
donc aussi

T.ig h)=\T.g T.h! (n:0,=1,=2,..).
Or Vinégalité (4) étant démontrée déja pour les espaces complexes, on aura

‘Z’ (To-sifin, ) = 0

LT R 4
pour ¢, == (9., k) ( . et /i, s’annulant sauf pour un nombre fini d indices
I au plus). Si f1,=-0 pour tous les 1, on a

"J

5,(7:mm,;u;~ = (To uger gu) o

negoped M, W=

ce qui achéve la demunstratnon de (5) aussi dans le cas d’un espace H réel.

. Lemme 2. Soit {7} (0=t-) une famille de contractions de
Vespace de Hilbert H (réel ou complexe), formant un semi-groupe faiblement
continu, C’est-d-dire supposons que

T.-- I, T.T,=-T., (s, 1 =0)

et que (T:f, g) est une fonction continue de t (0 ==t -2o), quels que soient les
éléments fixés f et g de H. Alors, en posant

T = T pour <0,
T, sera une fonction faiblement continue sur la droite —~ . t< o, de plus
an aura
'\ (T8 8) =
pour toute famille (g,] (—oec<t~) d'¢léments de H felle que g,=0 sauf
pour un nombre fini de valeurs de t au plus; T, sera donc une fonction
faiblement continue et de type positif sur le groupe additif des nombres réels.

Démonstration. Soientf, ., ..., {\ les valeurs de f pour lesquelles
g =-0. Choisissons les nombres rationnels -

Le  (=12,..,N;r- 1,2,..)
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de fagon que . .
: e (r--1,2,...,N).

Puisque T, est une fonction faiblement continue de ¢ (—oolt<~), on aura,
~en posant f.:=g,‘(r=-=1 2,...,N),

(M (T' s86,8) ™= ) (Tt s fu) == lim (T, v 1S Su)-

m, n=l1 o> oM, n—‘l
Pour v fixé, les nombres rationnels ¢, (r=1,..., N) sont commensu--
rables, c’est-a-dire qu’on peut les écrire sous la forme
) tr:r == Ty dl’
avec un d, >0 et des entiers 7,,,. On a alors

Ttll‘l’ III] . (7“1 ) vty pour ’r“l' ? 7“‘"1') et L= (7‘(,;1’),1””' nr 'pour '1_,‘-,: _:{: 'l.ml' >
donc . 4
\'& . \” (7) '
(8) - n, 7:-_;‘— 74( Tt" r “,””"f" ,fn!) :MT”I. u;:.:. - T Tu ",,,_fn ’ fm) .

ot T =T, . Or, puisque T est une contraction, il sensuit du lemme I
que le second membre de (8) est non-négatif, et alors, grace a (7) on aura
" aussi

l./_d (Tf sg',g)— qud
En vertu de ces deux lemmes, les théorémes | et 1l sont des consé-

quences du théoréme 111 Nous allons démontrer celui-ci dans le paragraphe
suivant.

3. Démonstration du-théoreme IIL.

Désignons par F 'ensemble des familles

|
' TR v avel
d’éléments f, € H; nous appellerons f,. le composant d’indice v de f, et nous.
écrirons )
fy=(y-

En écrivant {==0 si et seulement si f,==0 pour tous les ;, et en définissant

’addition et la multiplication par des scalaires ¢ (réels ou complexes suivant
que H est réel ou complexe) par

HHimy={A+h) clhi=ichh
F devient un ensemble vectoriel (réel ou complexe, selon les cas).
Envisageons le sous-ensemble H, de F, évidemment linéaire, des { = {f}
pour lesquels il existe un g=={g,}€F, n'ayant qu'un nombre fini de compo-
sants g, non nuls, et tel quon ait

~

fv:.: T,-158s

0€L”
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pour tout ¥ €/["; nous écrirons alors:
’ ' f=g.
Dans H,, nous définissons une forme binaire qui aura, nous le mon-
trerons, toutes les propriétés d’un produit scalaire; soit notamment, pour
- ~ e ~,
C f==8,f=4¢",

9) (f’f)=;(fy’g;) Z%‘(Ty-ldgo’g;):‘
(10) - =2 (8 Ty, 8) = 2 (85 1)

(on a fait usage ici de ce que T,.;= 7). De (9) on voit que (j,{?) ne dépend
pas du choix particulier de g dans la représentation de f{, et de (10) on
voit qu’il ne dépend pas du choix particulier de g, donc il est entiere-
ment déterminé par { et {. On voit de plus que, dans le cas réel, (f,{) est
une forme bilinéaire, symétrique en { et {’, tandis que dans le cas complexe
elle est linéaire en , conjuguée-linéaire en {, et hermitienne: (f,{) - (i, f).
Enfin, 7, étant une fonction de type positif de y (cf. (1)), on a :
(,D=0.

il ne reste donc qu'a montrer que le signe d’égalité n’est valable ici que si
f==0. Or il s'ensuit des propriétés déja établies de (f,{) que I'inégalité de
Schwarz est vérifiée: ' ‘

1, ) = (> DS T)- _
En vertu de celle-ci, (j,f)=0 entraine (f,§)=0 pour tous les {¢H,. En
choisissant ‘en particulier =93 de sorte que tous les compoSants de g
s'annulent sauf celui d’indice ¢, il résulte que

G,f)=(fe, £)=0
ol fe=({)«, et ot g=-(g"). peut &étre un élément quelconque de H. Par
‘conséquent £, -=0; et comme cela est vrai pour tout e, il résulte que f==0.
"~ La forme (f,{) jouissant donc de toutes les propriétés d’un produit
scalaire, H, est un espace de Hilbert, en général incomplet, par rapport 4 ce
produit scalaire. Soit H le complété de H,. .
L’espace originel H peut étre regardé comme un sous-espace fermé de
_H, voire méme de H,, et cela en identifiant ’élément fCH avec I'élément
i==9 pour lequel (a).=f et (3)y==0 (y==¢), c’esi-a-dire en identifiant
JE€H avec [={T .f}cH,. R

Cela est légitimé par le fait que, pour deux éléments quelconques f et [ de
H, et pour les éléments { et { de H, qu’on leur a fait correspondre, on a
. 1) =)
Calculons la projection orthogonale Pj d’un élément {€ H, sur le sous-
~espace fermé H de H! Comme on doit avoir, pour tous les € H,

(Pfa h) = (79 h), '
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donc ) )
(P, B)=((De, h)
on a nécessairement
(11) : Pi == ().
« étant un élément donné de /', posons

U S = {fory)s
c'est une transformation de H, en H,, puisque si {==a, on a

Y .
j‘“-l,},‘—:;ZT.’,--la(}gd:; 7');",'- ""l‘;y
g

donc U,f=q" avec g“=={g,. }. U, transforme H, cn H, tout entier, et cela

€videmment d’une maniére linéaire et biunivoque. De plus, U, est isométrique :
P ~ - ~,

S1 t—_—;—_g, I :g’ on a

U, se prolonge alors par continuité en une transformation isométrique de
I'espace H sur ’espace H tout entier, donc en une transformation unitaire de H.
On a évidemment -
U:-: = I; Uu U’.’ = Un"};

d’abord dans H,, et alors aussi en H. Les U. forment donc une représeii-
tation unitaire du groupe 7. Cette représentation est faiblement continue,
C’est-a-dire que )

(12) U.i,1)

est une fonction continue de «, quels que soient les éléments f,{" fixés de H.
Vu que H, est dense dans H et que les U, sont uniformément bornées (par 1),
il suffit d’envisager les éléments de H,. Or, si f=-q,{'= @, ona

UG = 2 (T 10580 8,

et tous les termes non nuls (en nombre fini) du second membre sont des
fonctions continues de « en vertu de notre hypothése que 7, est une fonction
faiblement continue sur le groupe topologique /°. La continuité faible de U.
entraine sa continuité forte, cf.®).
Pour {€ H, on a, en vertu de (11),
I)l]af (U« f)l: o (f)u L
En particulier, si {==f€H, cest-a-dire que {=~ {7, fi, on a donc
PU f~T,f. '

Cela achéve la démonstration de ce qu'une représentzition de type (4)
existe. De plus, on a pour g€H

Uug=U,iT,.8) =T, .}
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d’oir il s’ensuit que, pour {4, a=1{g }, on a
D=2 T,1,8= 2 U,8),— (2 Us8s) »
donc = % U,g;. Par conséquent, H, et alors H sont sous-tendus par les

éléments de la forme U, g (g€H, d¢€r),c est-a-dire que l'espace H que nous
avons construit est minimal.

Envisageons maintenant deux représentations unitaires de /', U. dans
H’ et Uy dans H”, telles que H' 2 H, II"DH et que, dans H,

T,~PU, T,-PU;

supposons de plus que chacun des espaces H’, H” est minimal, c'est-a-dire
que H’ est sous-tendu par les éléments de la forme U, f, et H” est sous-tendu

par les éléments de la forme U)'f (f€H). On a, pour = \ U, et
=2y g, (f,£,¢H),
(@, )= 2 (U;f,, Uig) = 2 U U,  Pg) = 2 (PUS L S, ) =
' \‘(T(,; Iy &) '
donc (@, ilf’) ne dépend que de f,, g, et T,. Il s’ensuit que la correspondance
_-:‘;U;fy«...‘;nyy:q)’

est linéaire et isométrique, et alors elle peut étre prolongée par continuité a
une correspondarice linéaire et isométrique entre les espaces H’ et H” tout
entiers. Puisque

U,;(D’=Z U;yfy:ZU'f,,.x,. «»2 U'f,, =——»2 U.f,=U'®d"
cette correspondance établit une zsomorplue entre les “structures” {H’, U’} et

’H" U”‘
Cela achéve la démonstration du théoréme.

4. Théo‘réine de Neumark.

- Remarquons que le théoréme de NEUMARK, mentionné déjadans l'intro-

duction™), est une conséquence du théor¢me IlI, du moins pour un espace .
de Hilbert complexe H. Ce théoréme affirme que toute famille {F,} (— o < i <2 >0)

1) M. A, Haiimapk, Cnextpanbime QyHKUMH CHMMETPHYECKOro omepatopa, M a-
sectusn Axap Hayx CCCP, cep. mavem. 4(1940), 227—309 (résumé en anglais :
309—318); O6 onHOM NPEACTABAEHHH AWHTHBHLIX ONEPATOPHHX (yHKUBH MuOWECTs, [ O-
ki1aan Axan. Hayk cCCCP, 21 (1943), 373-—-375.
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de transformations autoadjointes bornées de H, telle que F, = F, pour . < u,
Fioo=F., F.— O pour A— —no, F, — I pour 4- v, peuf élre représentée
sous la forme
F, = PE,
oit {E,} est une fam:lle spectrale (de projections) dans un espace H contenant
H comme un sous-espace, et oit P est la projection sur H.
Envisageons a cet effet la transformation

a

T, = J et dF;,

clle est une fonction faiblement continue du parametre rée] t (——oo <o),
et de type positif. En effet, 7., = T7, et

o N

> (7"" t"‘gu, gm) = J Z exp [i(t"_t’")l] d(FAgﬂ’ gm) =

u w1 o W=

| | Fanemg®) =0
ol " \
g)= Z exp (it,2) gn-

En vertu du théoréme Ill on a donc
: =P Uc,
{U,} étant une représentation umtaxre continue, dans iin espace H2 H, du

groupe additif des nombres réels. D’aprés le théoréme de STONE on a une
famille spectrale {E.} dans H telle que .

U= | e*dE,.

Pour f€ H on a alors ‘ ' ' .

Ed

f et dF, f= | ¢ dPE, f,

d’ou il s’ensuit que F;, f= PE,:f, c.q.f.d.
' Si {F.} est “étalé” sur le segment (0,2s), c'est-a-dire si F,=:0O.
Fon==1, on peut raisonner, au lieu de la “fonction de type positif’ 7, avec
la “suite de type positif”

R
|emdF  (a=:0,41,42,..),
_ 0
et alors on applique, au lieu du théoréme de Stone, son analogue ‘“discret”

U’ "eri"}‘dEi (n‘—_'olrj__]: :|_~2v)
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Dailleurs, le cas général peut étre réduit a ce cas particulier en remplagant
le parameétre 4 par un autre, ¢ --¢(4), ou ¢ est une fonction strictement
croissante et continue, prenant ses valeurs dans lintervalle (0, 2:v).

5. Contractions d’un espace de Banach quelconque.

Le théoreme | peut étre étendu, du moins partiellement, au cas d’un
espace de Banach (réel ou complexe) quelconque :

Théoreme IV. Si T est une contraction de | ‘espuce de Bunach B, il
existe un espuce de Banach B contenant B comme un sous-espace, et une trans-
Jormation isométrigue U de B sur B tout entier, de sorte qu'on ait

T'f PU} (pour f€B,n- 0,1,2,...),
P étant une projection paralléle de B sur B, de norime égale a 1.

s

Démonstration: Soit B l'ensemble des suites - = 1f.}” d’éléments

de B telles que
io-2if o~

Avec cette définition de la norme |f], et avec la définition évidente de Paddition
et de la multiplication par des scalaires, B devient un espace de Banach.

L’élément f€ B peut étre identifié avec ’élément j= !f, | € B pour lequel f,= f

et f, -0 (n i 0); B devient ainsi un sous-espace de B.
Posons, pour i= {f,1€B,

Pi DT
[

vu que | 7" f.i =i fap la série au second membre converge.. On a défini
ainsi une transformation linéaire, de norme 1. de B en B, qui laisse invariant
les éléments -du sous-espace B de B. P est donc une projection paralléle de
B sur B, de norme 1.
En posant

ULy o
on a défini une transformation isométrique de B sur B tout entier, et l'on a,
pour m:-0,- =1, %2, ..,
PU" - Pifout 2T o

qr=()
En particulier, si {f,} f£B, Cest-a-dire si f, f, f, .0 (n= 0), on aura
_ PU"f-- T"f (m- 0,1,2,...),

ce qui achéve la démonstration du théoréme. Remarquons que, pour
m..—1,—2,...,ona PU"f-.0.

(Recu le 1 septembre 1953)

u



