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Uber einseitige Approximation durch Polynome. L.
Von GEZA FREUD in Budapest.

Einleitung.

Die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet der folgende Satz
von H. WEvYL: _ : ,

Es sei f(x) eine in (a, b) definierte, beschrinkte und im Riemannschen
Sinne integrierbare Funktion. Dann gibt es zu jeder positiven Zahl ¢ zwei
Polynome p(x) und P(x), so daf '

) | PR =fX)=PR) - (@a=x=b)
und _ ‘

1P —p(01dx <

besteht. , _ . ,
. . H. WEvyL [13] hat diesen Satz auf Probleme der Gleichverteilung der

Zahlen modulo Eins erfolgreich angewandt. Spater hat L. FEJErR [2] denselben
Satz zum Beweise der Konvergenz positiver mechanischer Quadraturverfahren
-benutzt. Wie G. SzEGO [12] bemerkte, lassen sich die Resultate von L. FEJER
auf gewichtete mechanische Quadraturverfahren verallgemeinern, indem man
den Weylschen Satz folgenderweise verallgemeinert: '

Es sei. f(x) inbezug auf die monoton wachsende Funktion «(x) im
Riemann—Stieltjesschen Sinne integrierbar. Dann kann- man zu einer belie-
bigen positiven Zahl ¢ Polynome p(x) und P(x) finden, so daf3 (1) erfiillt ist,
Serner ' :

1P —p@] de(x) <&

u

besteht. .

Eine dritte Anwendung dieses Satzes war die von J. KARAMATA [8] gege- .
bene Herleitung des Tauberschen Satzes von G. H. HARDY und J. E. LitTLEWOOD,
Verfasser beschaftigte sich in einigen Arbeiten [3], [4], [5] mit dem Restglied
dieses letzterwidhnten Satzes. Um die entsprechenden Abschéatzungen zu erhal-
ten, war es erforderlich, fiir Funktionen f(x) von spezieller Art eine von &
abhingige Schranke des Grades der Polynome p(x) und P(x) zu erhalten.
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In dieser Arbeit wollen wir diese Siatze fiir allgemeinere Funktionenklassen
beweisen, ferner bringen wir einige weitere Anwendungen, und endlich wer-
den in einigen Fillen die Polynome vorgeschriebenen Grades konstruiert, die
die bestmogliche Approximation in der geschilderten Weise liefern.
Es sei besonders hervorgehoben, dafi die Polynome konstruiert werden,
die die bestmogliche Approximation fiir die Funktion
{0 fir0=x=§
F)= x! fir E<x=1
darstellen. Das ist genau die Approximationsfrage, die bei dem Karamataschen

Beweise des Hardy—Littlewoodschen Satzes auftritt. Die Gewichtsfunktion
kann dabei beliebig sein. : '

Definition. Es sei K,.die Klasse der Funktionen f(x), die im vorge-
schriebenen Intervall (a, b)) »—1-mal stetig differenzierbar sind, und fiir
‘welche f-D(x) die Integralfunktion einer Funktion f£,(x) von beschriankter
- Schwankung ist. Die Variation von f,.(x) bezeichnen wir mit V,.

Satz 1. Es sei f(x)€K,, dann gibt es Polynome px(x) und Px(x)
hichstens N-ten Grades, so” daf

| px(x) = /() = Px()
ist .zmd : o

0 dx AV,
® f [P —pr (] s <

besteht, -wobei A, eine nur von w'abha'}zgige Zahl bedeutet.

Fiir die Zahlen A, werden numerische Abschitzungen angegeben.
. Wie schon von ]. KOREVAAR bemerkt wurde, folgt aus einem Satze von
S. NikoLskij [10], daB (2) grofienordnungsméBig nicht verbessert werden kann.
Wir wiederholen den Beweis: Der Satz von NIKOLSKI] behauptet, daff falls
f(x) »—1-mal stetig differenzierbar ist und f@-V(x) die Integraifunktion
einer solchen Funktion ist, welche hiochstens Sprungstelien erster Art besitzt,
aber wenigstens eine solche Sprungstelle tatsdchlich besitzt, dann besteht fiir
- jedes Polynom ¢.(x) hochstens n-ten Grades die Ungleichung

‘Max

a=y=h

Jroax—a.m| =2,

wobei die Zahl H von n unabhéngig ist.‘) Es sei in diesem Satze

!

Ca.()=]|pxtyat  (a=N+1),

1) In dér Arbeit von NikoLsky wird auch die Abhéingigkeit der Zahl H von » und:
f(x) angegeben. Das ist aber fiir unsere Zwecke belanglos.
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dann ist wegen f(x) = px(x)

Max Hf(X)dV 9.9]= | 0 —ps(lax,

U=y=b

also besteht a fortiori

b

Jr =1 =5 4

x) (x—a) (N+1)’ -

mit H' = 2H/(b—a). _

Unter den Anwendungen behandeln wir zwei Fragen: die Fehler-
abschitzung von positiven mechanischen Quadraturen inierpolatorischer Art,
und Taubersche Sitze beziiglich der Laplace—Stieltjes-Transformation.

I. Beweis des Approximationssatzes.

Im weiteren konnen wir ohne Einschridnkung der Allgemeinheit voraus-
setzen, daff a==—1, b=-+1 ist. Der allgemeine Fall kann mittels einer
affinen Transformation auf diesen zuriickgefiihrt werden. Zuerst betrachten
wir die Approximation der Funktionen:

X L j0  fur —1=x=E

3 &% 8= (x—& fir E<x=1,

wobei » eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet. Fir gerade » wurde die
einseitige Approximation dieser Funktionen schon in einer friiheren Arbeit
des Verfassers [4] behandelt. Hier wird die Methode vereinfacht und die
Rechnung bis zum numerischen Werte der auftretenden Konstanten verfolgt,
weiter wird die Frage auch fiir ungerade » geldst, wozu einige neue Kunst-
griffe benotigt werden. :

Es sei n >4 1 und wir bezeichnen mit

' 2(n— 1
4) Xy = COS —%H (k=1,2,...,n)
n .
die Wurzeln des Tschebyscheffschen Polynoms 7,(x). Es sei & eine feste

Zahl, —1 < &< 41, und wir wahlen ¢ = u(n) in der Weise, dab

(5) x,mr é E< x,u+1.n
- besteht?). Wir bezeichnen
v+1
6 =
© —"3

2) Wo Xow=—— 1, x,:1., = 1 bedeutet.
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Es sei f.(x) das Polyhom hochstens 2(n—r)—2-ten Grades®) fiir welches
die Gleichungen :

) fo) == falun ) =0, fulkusiz, ) =+ =F,(xw) =1,
fixv)y=-=fixw) =0,  filkusriz )= =Ffilxu) =0
bestehen. Ahnlicherweise sei F,(x) das Polynom ebenfalls hochstens

2(n—r)—2-ten Grades mit : '

® Fuxv)=-=FXur1,) =0, F(Xp)="--=F.(xu)=1,
Fi(x1) =" =Fi(Xu-r-1,,) =0, Fi(Xps1,n)="-=Fy(x)==0.
Diese Polynome wurden durch A. A. Markov [7] und T. J. STIELTJES

J11] ersonnen, und zum Beweise des Separationssatzes beziiglich der Null-
stellen von Orthogonalpolynomen angewandt. Bekanntlich gilt

. 0 fir x= X419,
© A=l ] i,
{10) O=f()=1 fif Xup, =X = Xpureo s,
' bzw. ‘
an Fi(x) ;% O far x= X,
T fir x> Xu,
und
{12) O=F.(x)=1 fir Xu,q,,=X= Xuu-
Wir betrachten jetzt die Polynome :
@ Vi (5, = (x—§/.(%)
und o : .
14 Lp(x, § = (x—§" Fu(x), -

deren Grad‘infolge (6) hochstens 2n—1 ist. Aus. den Ungleichungen (9—
(12) erhdlt man, falls v eine gerade Zahl ist, '

(15) (% =g0,(x,8) = [’,,,,‘(x, £).

Nach einem klassischen Resultat' von CH. HERMITE bestéht fiir ein beliebiges
Polynom [1>,-1(x) hochstens 2n—1-ten Grades die Relation ‘

dx TN _
Vl_x2 n %ﬂi’n—l(xlm)-

(16) | J 1L, 4(x)

Infolge der Definition der y,, und /7, ist

I.y'm' (xl.'n y ;:) = 7)11r (xlm > &)

[\
(1Y
)

8) Nach der Annahme n >» 41 ist n—r =1 und so ist 2(n—r)—
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fir k=u—r—1 und k = w4r-42. Somit besteht

+1

—x

n-1 pirtl

28 e R 1S (Il

n k=p~r k=1

Wegen (4) und (5) ist
(1'7) |X1;)z;_5|<(r+-—,:)ﬂ p—r=k=u+r+1)

Aus (10) und (12) folgt somit

dx a(r+ 1))+
2 .
f1i—x n
Die Ungleichungen (15) und (18) ergeben das erstrebte Resultat fiir die .
Funktionen g,(x, &), wenn » eine gerade Zahl ist.
Der Beweis der entsprechenden Formeln fiir ungerade » ist -etwas

verwickelter. Wir betrachten das Polynom ¢,(x) hochstens 2(n—r)—I-ten
Grades mit

(19) Pn (xln) = == (Pn(x,u‘n.) = O; (Pu(xy-i-);%-l, n) == (Pn(xnn) == 1;
(P;z(xln} e == (,0;,: (x,uu) == O,- (P;L(X;H—'r-i-l, n) e/ (P;z (xmz) = 0_. .

Somit wurden n—r Nullstellen von ¢, (x) vorgeschrieben, ferner fallen infolge
des Rolleschen Satzes weitere n—r—2 Nullstellen in die Intervalle

+1
(]8) . J[r”"’ (x’ :&)_7111' 3 g
-1

(xln; x:]n);'- . s (xy—l, ny xy.n), (xu+r+l, ny xu+r+2, n); (xn—l, ny xun)-
Da der Grad von ¢;(x) hochstens gleich 2(n—r)—2 ist, gibt es keine weitere:
Nuilstellen von ¢; (x). Damit ist der Verlauf des Polynoms qz,,(x) bestimmt
(vgl Figur 1)

x,u.+r+l, n xy.+r+:'.’, n X

Figur 1.

_1‘ X1 Xa, n-1,n Xon +1

;m §
Das wesentliche ist, daf

Pn (X) = 0 fur X = x/in;

(20) Pu(x) =1 fir X = Xugrit,
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und _

n O=p(x)=1 fir Xu =X= Xpprit,n

bestehen. Weiter sei @, (x) das Polynom hochstens 2(/1—r)—i;ten' Grades mit
D(x1n) ="+ = Du(Xun) =0, D (Xppr, )=+ = D, (x)) =1,
D (x1) === D) (Xp-1,0) =0, D} (Xupri1, ) =+ = D (x) = 0.

Ex

—1 Xy, Xay : X X

1 ® My n A, e xu—], n Xan - + 1

Figur 2.
Eine dhnliche Uberlegung wie bei- ¢, (x) zeigt, daB die Kurve vori D, (x)
wie in Figur 2 verlduft, d. h.

b, (x) =0 fiir x é Xuny

(22) ' d)n(x) =1 fir x= Xutr, n
und : )
(23) X O g _(I),l (x) é 1 f{jr x[uL § X é x[-L+r, n

~ist. Es sei jetzt » ungerade, und-wir bilden die Polynome

(24) 7ur(X%, &) =(x—8 pu(x)
und
(25) (3%, 8) = (x— &) D,.(x).
Infolge (20) und (21) gilt _
(26) Yur (% 8) = g, (x, &) fir —1l=x=-+1."
Uber die Polynome I, (x,£) kann aber nur behauptet werden, daB
@7 G (G =D (6,8 flir X = Xu, X=Xy
und

s . . {rm\”
28)  |In(x, O = Max |x—E&" < (Xper, v —Xun)” < (7”) fir xuw = X = Xpir,

ist. Aus der Definition von y., und [, folgt, daB, analog zu (16),

+1
* dx 7] }Lﬁ : NP E
J[Ew(x, —7u(x, 5] == TE D G —8)" [P (%) — pu(x) ],
. - f=p+1
-1

A2
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also wegen (21) und (23)

+1

@ J'[F (59— 1un(x D) Vﬁjxi - (’_;’;)M

besteht.

Damit haber wir aber unseren Beweis noch nicht beendet, da im Intervall
{(Xuny Xtr, 1,) die Forderung g,(x, &) = I'v, (x, ) nicht erfiillt ist. Daher miissen
wirzu I, noch ein passend gewihltes Polynom addieren.

Wir bezeichnen mit [, (x) -die Lagrangeschen interpolatorischen Grund-
polynome, die zu den Tschebyscheffschen Abszissen (4) gehdren, d.h. L. (x)
ist das Polynom hochstens n—1-ten Grades mit

. [I;n (xl.'n) = 1 und Ilm (xv'u) - 0 . (l )

"Nach einem Lemma von P. ErDOs und P. TURAN ([1], S. 529) besteht
(auch fiir ein beliebiges Grundpunktsystem)

(30) . ll;n (x) + [l;+l,‘n (x) ~2_ 1 (xlm =Xx= xk+l, n)-
Es sei jetzt ' ;

n4r-1

0)7,(x) = 2, (D (X) + b, (x))

Dann gilt wegen (30) |
’ Wy, (x) = 1 fir Xyn =X= xu.;b','u

und o, (x) ist fiir alle Werte von x positiv. Unter Anwendung von (27) und
(28) erhilt man hieraus, daf das Polynom hochstens 2n—1-ten Grades

Lo (x, ) =170 (x,8)+2 (%r) @,(x)
die Ungleichung (15) befriedigt. Es mufi noch das Integral :

+1
oy dX

' rm'x,';:_.m' xri‘: -

Ut 9=t D) =

1 i

— j[] ‘,,'?. (x, D — (x, 9)]

o o

abgeschitzt werden. Dies wurde fiir das erste Glied an der rechten Seite in
Formel (29) erledigt. Zur Abschédtzung des zweiten~Gliedes beachte man, daB
nach der Definition von m,(x) : '

0 fiir k< " und K >u+tr,
fiir k=u und k=p-+tr,
2 fiir p<k<pr

gilt; m,(x) ist von hochstens 2n—2-tem Grade. Somit erhdlt man aus der

(L2 (xlw) =




Einseitige Approximation durch Polynome. ' 15

Hermiteschen mechanischen Quadraturformel (16):

+1 d 2
X roe
(X .= ,
J o )l/l—x"’ n
-1
. also ist nach (29)
(31 +l/ 5 re\r+!
@1) ﬁmaq mqud_<t_q_
’ -1
Zusammenfassend erhalten wir aus (18) und (31),.indem wir r= ‘V—ZH

beachten, daf Po]ynome Lw(x%,E) und 7..(x,E) -von niedrigerem Grade als
2n konstrujert wurden, fiir welche (15) besteht und

B 1 b “Ll
- dx 2 ((' —%_2_)1) fiir gerade »,
@) [ 10 9= 7o D2 < N
4 - ((7 ";n) ) fiir ungerade »

- gilt.
Der allgemeine Fall des Satzes | kann auf den somit erledigten spezi-
ellen Fall zuriickgefiihrt werden. Die Funktion f(x) € K, driicken wir mit der

Taylorschen Formel aus:

J=1(— 1)+f( =D ep 1yt (_1(1):) (x+1)"""+

@

+(1yh»¢Y%®m

Hierbéi "ist fo-Y(x) die Integralfunktion von f,(x), und diese letzte Funktion
ist von beschrinkter Schwankung. Mit einer partiellen Inteoratlon erhalt man

o lyfu SIRACY

a

e+, ju—aam>—

+1

PED iy 4 Y e nan®

,—l

f1(

und somit wird

+1

. ) . . » 1 > B
@) S =11, () + 1 [x, 917,69,
-1
wobei [1,(x) ein Polynom hochstens »-ten Grades bedeutet. Bekanntlich kann

f»(x) in der Form
fr() = llr(X)—he )
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dargestellt werden, wobei h,(x) und h,(x) monoton nicht abnehmende Funk-
tionen sind, deren gesamte Schwankung gleich der Schwankung V, von f.(x)
ist. Nun konnen wir die gesuchten Approximationspolynome px(x) und Px(x)

N+l}
2 )

explizit angeben: es sei N>v-1, n=[
+1

G =109+ o [ 7wl 9ARE — 1 [ Lunlx, Do)

-1
und
+1 +1

c 1 .
(3:)) P‘\'(x):[[',,(x)—l— J l)n (X k) dh (&)_— [/nq/(x &) dh (‘-.)
. - 4 :
HlCl‘bEl bedeutet (falls einige der x,, mit Sprungstellen von A, oder h, zusam-
menfallen)

+1 1” -0
[ @ (€)= | s 8y () +
-1
a6 ) P O)— B — O] | 700 D A ...
+0

"1n

Die iibrigen lntegrale in (34) und (35) sind ahnhcherwelse definiert.
Dann ist’ wegen (32)

+1

| [P«x) p\(X)] -

J1—x

(36) R B oy

=7—.HHF (% O — 7w (X, ~)] ———S[dh (E)+dh2(E)J ,+’,',

' -1 -1 .

wobei infolge n=[ﬁ,_2|_—l] n;N? und

‘ 7+1

&—_‘—VL')@“ (gerade »),

@37 = '

" '7’1'+l )
&—I—;—})L (ungerade )
ist. Damit sind wir mit dem Beweise fertig. Wir wollen den Satz I mit

Angabe. der Konstante nocheinmal formulieren:

Satz la. Es sei im Intervall [a,b] f€K, und es sei V, die totale
Schwankung von f,.(x) in [a,b]. Dann gibt es Polynome px(x) und Pxy(x)
von hdchstens N-tem Grade, so daf

(38) - () =F(x) = Pr(x)
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fiir a=x=b ist, und die Ungleichung

b

@ [p@—ne

dx o ’b—a)"’C.,,V,,
V(6—x) (x—a) :( 2 ) N™

«

besteht, wobei C, die in (3'7) definierfe Konstante bedeutet.

II. Fehlerabschitzung mechanischer Quadraturverfahren.

Es soll jetzt ein mechanisches Quadraturverfahren betrachtet werden,

welches das Integral
3

.rf(x) w(x) dx

(wobei w¢ L eine nichtnegative Gewichtsfunktion bedeutet) mit den Ausdriicken

0y

40) - . Q,.(f):k\éz,,.,,f(g,;,,) C r=12..)

approximiert. Es seien folgende zwei Voraussetzungen erfiillt:

a) Q.(f) ist interpolatorischer Art, d. h. es 'gibt eine monoton gegen
Unendlich wachsende Zahlenfolge s,, so dal Q.(f) die gewichteten Integrale
von Polynomen hochstens s,-ten Grades genau darstelit.

"b) Q.(f) sei positiv, d. h. es seien
@y CIw>0 (k=1,2,...,m; r=1,2..).

Aus einem Satze von L. FEJER [2] erhidlt man, daf§ unter diesen Bedin-
gungen fiir jede beschrankte und im Riemannschen Sinne integrierbare Funk-

tion f(x) | | ' '
lim Q)= | e w ax

besteht. (FEJER betrachtete nur den Fall w(x)=1, die Veraligemeinerung
bietet aber keine wesentlichen neuen Schwierigkeiten.)
Satz Il. Es seien
W(X) = ————M ’
J(x—a) (6—x)
FE€K,, und wir bezeichnen die Schwankung von f.(x) in (a,b) mit V,(f).
Dann ist : ‘

(42)

r+1
)

~(@3) ] Q(f)—jf(x)w(x)dx = (ﬁz_") e, YD

‘
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Beweis: Es seien p, (x) und P, (x) die Polynome hochstens s,-ter
Grades, die infolge Satz la (38) und (39) erfiillen. Wegen (42) ist

.f[Ps,(X)—ps,(x)i W(x)dx<(b; ) MC, V1(Tfl).

»
o

Ferner erhilt man unter Beachtung der Positivitat von .,

P W@ dx = Qu(p) = Q) = Q(P) = | P(x) w(x) dx,

woraus unsere Behauptung folgt.

Es sei eine Schar positiver mechanischer Quadraturverfahren interpola-
torischer Art besonders hervorgehoben. Es sei {t,(x)} die Folge der Ortho-
gonalpolynome, die zu einer Gewichtsfunktion w,(x) gehoren, und es seien
X1, X2, - .., Xy die Nullstellen von £,(x). Ferner seien {/..(x)} die zu- diesen
Grundpunkten gehorigen Lagrangeschen interpolatorischen Grundparabeln d. h.
die Polynome hochstens n—1-ten Grades, fiir die

0 (is=k),
)= 31 (i= k)

besteht. Verfasser zeigte [6], dafi die Beziehung

-1

(44) IA,,(x)»—/t;,. Zz‘ ()t (x)

besteht, wobei die A, die Cotesschen Zahlen der Gaufi— Jacobischen mechani-
schen Quadratur mit der Gewichtsfunktion w,(x) bedeuten:

b

5) L A= ’ Len(x) W, (x)dx > 0.

Es sei nun w(x)—¢q(x)w,(x) und wir betrachten das Quadraturverfahren rhit,
den Cotesschen Zahlen ' :

b

(46) . — ) L () W(x) dx.

Dieses Verfahren ist interpolatorisch mit s, —r—1. Infolge (44) ist

- b
r-1

Lie = s Zz‘ (xi) It,,(x)q(x) w(x) dx.
Die Summe an der rechten Seite ist nichts anderes, als die r—1-te Partial-
summe der Orthogonalentwicklung von ¢(x) nach dem System {f,(x)} an der
Stelle xi. Ist also g(x)=m>0 und ist die Orthogonalentwicklung in [a, ]
gleichmdfig konvergent, so sind alle Z, wemgstens fiir geniigend grofie r
positiv. Also gilt der
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Satz lll. Es sei o
W) =g@X)w(x), gx)=m>0  (e=x=b),
und die Orthogonalentwicklung von q(x) nach dem zur Gewichtsfunktion wy(x)
in (a,b) gehorigen orthonormierten Polynomsystem {t,(x)} sei in (a, b) gleich-
mdpig konvergent. Dann ist das mechanische Quadraturverfahren iiber die
Nullstellen von {t,(x)} mit den Cotesschen Zahlen (46) interpolatorisch mit-
s,=r—1, und wenigstens fiir geniigend grofie r positiv.

Besteht aufierdem (42), so kann also der Fehler des Quadraturverfahrens
fir r>R durch (43) abgeschatzt werden.

III. Bestimmung der bestmoglichen einseitigen
Approximation in einigen Fillen.

Es sei
o(x)=0o, :[][(X_-Vlzf)

ein Polynom wu-ten Grades, dessen sdmtliche Nullstellen 2, reell und kleiner
als a sind. Wir nehmen an, daB o(x) im [a, b] positiv ist. Es sei ferner
w(x)eL\ei'ne in (a, b) definierte, nichtnegative Gewichtsfunktion, die zuge-
horigen Orthogonalpolynome seien {¢.(x)}. Wir wdhlen eine Zahl A, so daf
simtliche Nullstellen :

T kL C
k], Sy e ey Sn

von f,- 1(x)—tn(x)+At,L ;(x) in (a,b) fallen. (Fir A=0 ist das sicher

erfiillt.) Wir konstruieren die Polynome r(x) und R(x) hochstens 2n 4+ n—2-
ten Grades, fiir welche

r(n)=0 '(i=1,2_,...,,u),'

7‘(gl) =7(:EZ) = E= 7(:E/.) :0, 7('§k+1) = = ?(:En) = ]7
FE)=7r@E)=""=F(E-1)=0, T'Eui)= =7 (E)=0,
bzw. ' B
R(n)=0 (i=1,2,. , 1),
RE)=RE)==RE-1)=0, RE)=--=RE)=
RE)=RE) = =RE)=0, REu)==RE)=1.

Dann hat die Derivierte 7'(x) n—1 vorgeschriebene Nullstellen, ferner |
muB es nach dem Satze von ROLLE im Inneren der Intervalle

("71’ 7]2); sy ("7#—1; '7][1); ("]u; ‘:EJ); (.EI) gz), ceey (‘E/c-l‘, Ek), (EI;+1, EI:+2),‘ ey (gu—l s Eu)
wenigstens einmal verschwinden; das sind insgesamt 2n -+ «—3 Nulistellen.
- Da der Grad von 7'(x) diese Zahl nicht iibersteigen kann, kann es weitere
Nullstellen nicht geben. Hiermit is der Verlauf der- Kurve von r(x) bestimmt;
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es ist
y 0 (x=8),

MW=gEE=] | (o

und anlicherweise
R(x) = go(x, &).
Hieraus folgt, daf die Polynome hochstens 2n—2-ten Grades
o R e
die Ungleichung .
47 r(x) = U(x, &) = R(x)

befriedigen, wo

O (x = (_Ek);
o7l(x) (x>8&)
bedeutet. Nun gilt fijr jedes Polynom /1, 2(x) hochstens 2n—2-ten Grades

(48) ’ Ux, &) =

K

J 2w () dx = /j l T, 2(5,),

wobei Z; die Cotesschen Zahlen der verallgemeinerten Gauﬁ—]acoblschen
mechanischen Quadratur mit den -Grundpunkten &. bedeuten. (Bekanntlich
sind sédmtliche 4. positiv; vgl. FEJER[2].) Ist 172, -2(x) = U(x, &), dann erhilt
mari hieraus infolge (47) (48) und der Positivitat der Cotesschen -Zahlen*)

[1a, 2 (x) w(x dx> }.,.
[ W dr= 3 1
und das Glelchheltszelchen findet statt, falls I75,-o(x)= R(x) ist. Ahnlicherweise
bekommen wir, daB fiir Polynome 175, _2(x) hochstens 2n—2-ten Grades, die
die Unglelchung 113, h(x) = Ul(x, &) befriedigen,

" 1
N

L
e E)

JU -9 (x)w(x) dx =
ist, und hier gilt fiir /15, 2(x)=r(x) ebenfalls das Gleichheitszeichen. Zu-
sammenfassend, besteht der folgende Satz:

Satz IV. Es sei {t.(x)} die Folge der Orthogonalpolynome, die zur
Gewichtsfunktion w(x) in (a, b) gehiren. Die Nullstellen &, von t,(x) -+ At,_1(x)
sollen sdmtlich im Intervall (a, b) liegen. Dann bestehen fiir alle Polynome
hochstens 2n—2-ten Grades .

»Il:l’n—Q(x) = U(x; gl)

4) Man beachte, daB aus (48) und der Stetigkeit von TT5,_s(x) folgt: Ty, _o(5) = o-1 ().
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bzw.
II; "—‘2(x) = U(X, Er:)
die Ungleichungen

b

[ [Ls -0 (x)— U(x, E)]w(x) dx = 4\;; - (lt ) —J LACIIN

(x)

«

bzw.
b b

J[U(x £)— IT2-2(x)] w(%) dx>f‘”((")) dx— ;;/, &3

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn Ils,-2(x)= R(x),
baw. 113, 2(x)=r(x) ist. v
‘Der genaue klemste Wert der Appro‘ximation von beiden Seiten ist also

J[flg,, o(X)— 15, (X)) w(x) dx = ( Y

Wir geben noch ein Bexsplel speziellerer Art, wo die bestmogliche
einseitige Approximation von |x| (allerdings nur von der einen Seite)
bestimmbar ist.

Es ‘sei (a,b)=(—1,1), w(x)€ L(—1,1) eine gerade, nichtnegative
Funktion und es seien #,(x) (n=0,1,...) die in (—1, 4+ 1) zur Gewichts-
funktion w(x) gehorigen Orthogonalpolynome. Die der Grofie nach -geordneten
Nullstellen von #,.1(x) seien

C—n < §—11+1 L EEERE gfl < C()=0<§| L K ;u-
‘Wir konstruieren das Polynom #(x) hochstens 4n—1-ten Grades mit
GC)y=—1, $C)=1, ¥C)=%E)=0 - (k=1,2,...,n).

Aus Symmetriegriinden wird $(0)=0.
. Der Verlauf dieses Polynoms ist im Wesentlichen derselbe, wie derjenige
von ¢,(x) in Gleichung (19) des [. Teiles dieser Arbeit, d. h.

()= —1 fir x<0,
H(x)=1 fiir x>0.
Es gilt also im ganzen Intervall (—1, +1):
(49) xI(x) = |x|.
Da der Grad von x$(x) gleich 4n, also kleiner als 4n+41=2(2n4 1)—1

ist, folgt aus der Gaufi—Jacobischen mechanischen Quadraturformel daB

+1
+u

Jx&(vc) w(x) dx = Z Ar|&]

he=-n

-1
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ist, wobei die />0 die Cotes—Christoffelschen Zahlen der Gaufi— Jacobi-
schen mechanischen Quadraturformel mit der Gewichtsfunktion w(x) bedeuten,
deren Grundpunkte & sind. AndererSeits, -ist /7,,,1(x) ein beliebiges Polynom
hochstens 4n - 1-ten Grades, welches die Ungleichung '
(50) j]:lni‘»l (x) é |xl

in (—1, 4+ 1) befriedigt, dann ist infolge der Positivitat der .,

+1

+n 4
1 lI—ln+l(x) W(x) ax = Z_/—lkl]:mq%l (gl;) = Z /Ilclgl.‘.l-
- h=-n h=-)

-1

Hieraus folgt der

Satz V. Es seien w(x) € L eine gerade nichtnegative Funktion, t:,.1(x) das
zur Gewichtsfunktion w(x) in (—1, --1) gehirige Orthogonalpolynom 2n+ 1-ten
Grades; die Nullstellen von to..i(x) seien 0 (k= —n,—n-1,...,n). Ist
11,,1(x) ein Polynom hochstens 4n -+ 1-ten Grades, welches die Ungletchung
(50) befnedtgt s0- besteht die Unglezchung

i

J (x| — 1T () w(x)dx = J |x|w(x)dx —7;;“/1,; 12l

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 11y, glezch dem
oben definierten Polynom x3(x) ist.

IV. Restgliedabschiitzung Tauberscher Sitze.

Dieser Teil der Arbeit ist einigen Verallgemeinerungen fritherer Resul-
tate des Verfassers (G. FREUD [3], [4], [5]) gewidmet. In den erwihnten
Arbeiten wurden im Wesentlichen nur die Folgerungen von (32) behandelt,
hier wollen wir eine Konsequenz des Satzes [a betrachten. In den erwihnten
Arbeiten beschiaftigten wir uns mit speziellen-Mittelbildungen; im folgenden
wollen wir Taubersche Sitze untersuchen, die aus der Laplace—Stieltjes-
Transformation auf die Asymptotik von Mittelbildungen allgemeiner Art
schliefit. Der Ausgangspunkt ist der folgende Satz von J. KARAMATA [9].

Es sei «(f) eine in (0,c0) definierte, monoton nicht abnehmende Funk-
tion, fiir welche das Laplace-Integral

1) F(s)= | etde(t)
. ’ ) 0
fiir s>0 konvergiert, und es ‘sei

F(s) = AF(cz+1)
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Dann besteht fiir jede in [0, 1] im_ Riemannschen Sinne integrierbare Funk-

tion f(x) -

s} 1

. _L _i 1 -1
Jf(e ”’)e “do(l) > Ax® {(log —) f)du.
0 ] :
Wir zeigen, daf§ fiir f€ K, dieser Satz mit einer_ Res.tghedabschatzumT erganzt
werden kann.

‘Satz VI. Es sei f¢ K, und ¢= Jerner bestehe fiir das Laplace—

= 2 ,
Stieltjes-Integral (51) in der Ndihe von s=-+0 die Asymptotik

52) F&)=A"CED [y ofres))

wobei R(s) eine monoton wachsende - Funktion mit R( —{—.0)=0 bedeutet, fiir
welche fiir jedes positive s und eine passend gewdhlte positive Konstante c,

(53) ' R(ks)<eR(s)  (k=23,...)

besteht. Dann gill :
N-r-1y
)
R\ —|/ /-
x

Beweis. Infolge des Satzes la gibt es Polynome P,(x) und p.(x)
hochstens n-ten Grades mit

-1

f(log -]x—)a_lf(x) d?c +0

.0

(34) Jf e 'dr(t)—Ax"

- (55) . PX)=f(x) = Pu(x)
und o
1 dx — G
6) Jrw—rw = =
“Hieraus folgt wegen a;%
: . 1 a-1 : ¢,
(57) J[P,L(x) — pau(x)] (log —;) dx = =5

Aus (52), (53), (55) und (57) schliefit man ebenso weiter, wie in den Arbeitent
[3] und [4] des. Verfassers; die weiteren Einzelheiten des Beweises kann
man Schritt fiir Schritt aus [3] und [4] tibernehmen.
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Berlchtlgung zur -Arbeit
,,Uber einen Zusammenhang zwischen den Funktionen-
klassen Lip« und Lip (8, p).%%)

Von GEZA FREUD in Budapest.

Der angefiihrte Satz wurde von G. H. HArDY und J. E. LITTLEWOOD

sogar mit der scharferen Aussage gé€lip (ﬂ— %) bewiésen: A convergence

i

criterion for Fourier series, Math. Zeitschrift, 28 (1928), 612—634, insbeson-
dere S. 627—628. Eine Verallgemeinerung dieses Satzes befindet sich in der
Arbeit von Ya. L. GEronimus, Uber Anndherungen im Mittel und gleich-
mafiige Anndherungen, Doklady Akad. Nauk SSSR, 88 (1953), 597—599
(Russisch).

*) Diese Acta, 15 (1954), 260.



