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Über affinzusammenhängende Mannigfaltigkeiten 
von Hyperfiächene lernen ten, 

insbesondere deren Äquivalenz. 

Von A. MOÖR und GY. SOÖS in Debrecen. 

Einleitung. 
Zu Grunde gelegt sei eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit P n „ 

Die Punktmännigfaltigkeit Pa werden wir nun dadurch zu einer Mannigfaltig-
keit von Hyperflächenelementen Hn erweitern, daß wir zu jedem Punkt xl von 
Pn alle den Punkt xl enthaltende orientierte Hyperflächenelemente ut hinzu-
nehmen. Das. Grundelement (xl, ut) des Raumes Hn ist also das Hyperflä-
chenelement ut. mit dem Zentrum x'. 

Bei einer Koordinatentransformation 
(0,1) 3ci = x i (x , ,x a , . . . > x») , 

die wir immer als umkehrbar und eindeutig voraussetzen, transformieren sich 
die ut wie kovariante Vektordichten vom Gewicht —1. Es wird also bei der 
Koordinatentransformation (0,1) 

(0,2) 
wo 

d x l 

dxk J " 1 = Det d x k 

d x l (0,3) z / = Det 

bedeutet. 
Existiert in Hn eine metrische Grundfunktion 

L = L(x, u), 

die in den ut positiv homogen von erster Dimension ist, und die das Ober-
flächenelement in der Form 

dO=' L(X'U) rfjc1...^'-1 

Un-
definiert, so ist Hn ein Cartanscher Raum. Die Geometrie der Cartanschen. 
Räume hat L. BERWALD in einer fundamentalen Arbeit1) entwickelt. In einem. 

') Vgl. [1], Schriftenverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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Cartanschen Raum sind die Größen, die das invariante und das kovariante 
Differential der Vektoren und der Tensoren bestimmen, alle von der Grund-
funktion L(x, u) ableitbar. 

Im folgenden wollen wir die Existenz einer metrischen Grundfunktion 
in unserem Hn nicht bedingen, wohl aber voraussetzen, daß ein invariantes 
Differential der Vektordichten existiert. Die Grundgrößen, die das invariante 
Differential der Vektordichten bestimmen, bilden also die Fundamentalgrößen 
des Hn . 

Hu ist also eine „affine" Erweiterung des Cartanschen Raumes. In die-
sem Raum treten neben den Tensoren auch Tensordichten auf, deswegen 
werden wir in § 1 und § 2 für Vektordichten das invariante und das kova-
riante Differential angeben. In § 3 werden wir die fundamentalen Krümmungs-, 
und Torsionsgrößen dieses Raumes bestimmen, endlich in § 4 untersuchen 
wir das Äquivalenzproblem der affinzusammenhängenden Mannigfaltigkeiten 
der Hyperflächenelemente. Das wird uns eine Möglichkeit geben, die charak-
terisierenden Invarianten des Raumes zu bestimmen. 

Wir werden dieses Problem in analoger Weise behandeln, wie Herr 
O . VARGA das entsprechende Problem der affinzusammenhängenden Mannig-
faltigkeiten von Linienelementen behandelt hat.2) 

§ 1. Invariantes Differential von Vektordichten. 

In diesem § werden wir das invariante Differential von Vektordichten 
angeben. Die entsprechenden Formeln lassen sich dann leicht auch auf all-
gemeine Tensoren und Tensordichten erweitern. Sämtliche Größen von H„ 
sind erst in bezug auf ein Hyperflächenelement definiert; sie sollen in den 
iu homogen von irgendwelcher ganzzahliger Dimension sein. 

Die Formel des invarianten Differentials der Vektordichten ergibt auch das 
invariante Differential der Vektoren, wenn darin /7 = 0 gesetzt wird. Vom 
invarianten Differential der Vektordichten fordern wir, daß es zu einer Vektor-
dichte vom Gewicht p eine ebensolche Vektordichte zuordne, und die Gesetze 
des gewöhnlichen Differentials befriedige. 

Das invariante Differential einer kontravarianten Vektordichte r ; vom 
Gewicht p ist durch die Formel 
(1, 1) Dt"' = dx; + rs

;
kfdx + (S/Y^—/^(Z / + Z/'du,,) 

angegeben.1) Offensichtlich befriedigt die Operation „D" die Gesetze des 
gewöhnlichen Differentials; somit müssen wir nur noch zeigen, daß Dx' eine 
Tensordichte vom Gewicht p ist. 

2) Vgl. [4], § 4. 
;i) Wir werden die Vektor- und Tensordichten, falls p 4= 0 besteht, mit gotischen 

Buchstaben bezeichnen; wir bezeichnen nur das Grundelement «< mit lateinischem Buch-
staben. 
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Dazu gehen wir jetzt über. Wir. definieren die Transformationsformeln 
der /V;,-, in bezug auf (0, 1) durch folgende Transformationsgleichungen: 

<1,2) 

.. ,, dx" dx< dx" ,,cdxa dx' dx'- d-x> _ 
* ~ " ° d x » dx1 , d x k "" d x ' d x h dx" oxr&xk. 

d-~x' • dx" dxh • 
dx"dxh bx" dx" 

und 

{ h 3 ) . U dx* dxdx°-
Da das invariante Differential (1,1) einer Vektordichte sich nicht ändern 

kann, wenn man die U; durch qu; ( p > 0 ) ersetzt, müssen die /V/,- in den U; 
homogen von nullter, die @Ä''f homogen von (—l)-ter Dimension und@s'u = 0 
sein. 

Wir nehmen an, dass die die Relationen 
(1,4) . 
befriedigen, die in dem metrischen Fall, also im Cartanschen Raum immer 
•erfüllt sind. Dabei bedeutet das „o" jetzt und im folgenden stets die Über-
schiebung mit U;. Aus (1,2) folgt 

v ' ' dx1 dx'- ÖX' ÖX" ^ dxk • ' 
bei der Herleitung von dieser Transformationsformel haben wir noch die 
Relationen: 

_v. dx! dxs .„• dx' dx' 

benutzt, wo dl das Kroneckersche Symbol bedeutet. 
Aus (1,1)—(1,6) folgt nun die Formel 

0 x -
die ausdrückt, daß Dx' eine Vektordichte vom Gewicht p ist, wie wir das 
gefordert haben. 

Für eine kovariante Vektordichte lautet das invariante Differential: 

(1,7) = dp—r;k&dxk—G;k$»duk—psi(rt
t
kdxk + &kdu,). 

Wie es schon bemerkt wurde, erhält man das invariante Differential der Vek-
toren aus (1, 1) bzw. (1,9), wenn man darin p = 0 setzt. Es wird z. B. für 
einen kontravarianten Vektor 
<1,8) Dl dS -!- / jk?dxk + £jk?du':. 

Wenn die und 6/' ' von einer metrischen Grundfunktion ableitbar 
sind, also H„ ein Cartanscher Raum ist, dann ergibt (1,8) eben das invari-
ante Differential des Vektors im Cartanschen Raum. 
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Aus den Gleichungen (1,1) und (1,7) kann man das invariante Diffe-
rential einer allgemeinen Tensordichte schon ableiten, was wir aber jetzt 
nicht durchführen werden; wir verweisen aber darauf, daß die r / k und 
enthaltenden Glieder bei kontravarianten Indexen stets positive, bei kovarian-
ten Indexen dagegen stets negative Vorzeichen erhalten. Ähnlich für Vektoren. 
Wir geben die folgende 

Definition: Eine Mannigfaltigkeit von Hyperflächenelementen heißt 
affinzusammenhängend, falls für sie Funktionen r/k und (¿/L definiert sind, 
die den Transformationsgleichungen (1,2) und (1,3) und ferner die Relatio-
nen (1,4) genügen. 

§ 2. Die kovariante Ableitung. 

Die kovariante Ableitung spielt in der Tensorrechnung die Rolle der 
partiellen Ableitung. Angewandt auf einen Tensor läßt die kovariante Ab-
leitung die kovariante Stufenzahl des Tensors um eins wachsen. In Bezug auf 
Tensordichten fordern wir von der kovarianten Ableitung: 

1. sie soll die kovariante Stufenzahl einer Tensordichte vom Gewicht p 
und homogen in den von r-ter Dimension um eins erhöhen; 

2. sie soll das Gewicht p und den Homogenitätsgrad v unverändert 
lassen; 

3. sie/soll die gewöhnlichen Differentiationsregeln befriedigen; 

4. für einen Vektor Sv der in den ut homogen von nullter Dimension 
ist, soll • 

sein, wo 

( 2 , 2 ) - /V,,-!-CS,"7Vv/c 

bedeutet. Aus den Formeln (1, 2)—(1, 4) folgt leicht, daß r * l
k dieselbe Trans-

formationsformel besitzt, wie der Übertragungsparameter eines affinzusammen-
hängenden Punktraumes P„. Es ist also 

, . =,j *h dxa dxl dxe d°-x» dxl 

l s * — l a o d - , d x b d ~ k "J" ajf .gj j f t d X b ' 

Nach (2, 3) folgt nach einer kurzen Rechnung sofort, daß (2,1) einen Tensor 
zweiter Stufe bestimmt: 

Definiert man die kovariante Ableitung für Skalardichten, dann kann 
man nach den Forderungen 1—4 die kovariante Ableitung der Tensordichten 
explizite angeben. 
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Für eine Skalardichte t, die in ut homogen von r-ter Dimension, und 
vom Gewicht p ist, ist die kovariante Ableitung durch: 

(2.4) i — -JJT + JJ^r ri"> ~(P+ ")>r,"„ 

definiert. In der Definition der kovarianten Ableitung könnte man im letzten 
Glied statt vi auch 

0 i , ih = i'i 
dui 

setzen. In dieser Weise definiert R. S. CLARK die kovariante Ableitung in all-
gemeinen metrischen Räumen, deren Grundelement also eine Vektordichte vom 
Gewicht —p ist.4) Die von ihm angegebene Definition stimmt im wesent-
lichen mit der unsrigen überein, wenn darin p= 1 und gesetzt 
wird.5) Im metrischen Fall steht aber statt Ui der Vektor /¿. 

Wir beweisen jetzt, daß t|,,- die Forderungen 1—3 befriedigt, daß 
also auf t|& in bezug auf die Transformation (0,1) die Transformationsformel: 

(2.5) 

gültig ist (für A vgl. (0, 3)). Die Forderung 3 ist offensichtlich erfüllt. Beach-
tet man nun die Transformationsformel: 

(2.6) t (x,ü)=J"t(x,u) 

von t, ferner die aus (0,2), wegen der Gleichungen (1,6) folgenden Relatio-
nen: 

(2.7) Us = ¿1 ür 

und 
dx° 

du, __ d log/1 , , , dlxm dxr 

dxk dxk * ' dxsdxr dxk ' 
hierauf die aus (2,6) und (2,7) folgende Transformationsgleichung: 

/"> — ,fy+i Oi d x k 

[V'*' dük ~J dus dx° ' 
so bekommt man nach einfachen Rechnungen eben die Formel (2, 5), w. z. b. w. 

Nebenbei bemerken wir, daß clie Gleichung (2,8) eine wichtige Tat-
sache ausdrückt: die partielle Ableitung einer Tensordichte nach uk erhöht um 
eins die kontravariante Stufenzahl und auch das Gewicht; selbstverständlich 
vermindert sich dabei der Homogenitätsgrad in der Ui um eins. 

4) Vgl. [2], Gleichung (1.10). 
s) —p bedeutet bei CLARK das Gewicht des Grundelementes; dies ist in unserem 

Fall —1. 

A 3 
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Jetzt können wir die kovariante Ableitung einer Vektordichte bestimmen. 
Wir nehmen an, daß die Vektordichte S ' in der Form: 
(2,9) S' = t£; 

angegeben ist, wo t eine Skalarendichte vom Gewicht p und homogen r-ter 
Dimension in den ut ist, E' aber einen Vektor homogen von nullter Dimen-
sion in den Ui darstellt. Es wird nach der. Forderung 3 und (2,9): 

Si|,.. = t|kH'' + t£ i | , , 
und nach den Gleichungen (2,1) und (2,4) wird: 

<2, io) 

•Wie man sich aus den entsprechenden Transförmationsformeln leicht über-
zeugen kann, befriedigt (2, 10) die Forderungen 1—4 auch dann wenn 
nicht in der Form (2, 9) darstellbar ist. 

In ähnlicher Weise kann man für eine kovariante Vektordichte die 
Formel: 

<2,ii) . 
Y A ö Iis 

erhalten0). Nach (2,11) bekommt man 
Ui'l; 0, 

da u< eine Vektordichte vom Gewicht —1 ist; es ist also p — —1, r=l. 
Mit Hilfe der Relationen (2,10) und (2,11) kann man schon auf 

Grund der Forderung 3 leicht das kovariante Differential für allgemeine 
Tensordichten ableiten. Es ist z. B.: 

<2, 12) + + 

§ 3. Charakterisierende Tensordichten des Raumes. 

Zuerst werden wir in diesem Paragraphen die Formel des invarianten 
Differentials der Vektordichten, also (1, 1) bzw. (1,7) umformen, dann wie 
gewöhnlich7), mit Hilfe von vertauschbaren Differentiationssymbolen die Tor-
sions- und Krümmungsgrößen des Raumes ableiten, und zuletzt die Parallel-
übertragung von Vektordichten untersuchen. 

Das invariante Differential von ist nach (1,7) wegen p = — 1 
<»k(d) = Duk = diu — fYrdx + uk rt'rdxr, 

die man nach (2,2) und (1,4) auch in der Form: 
(3, 1) ojk(d) = du,-r,'0rdxr + u,:r*\dx 

p bedeutet in (2,11), wie vorher, das Gewicht, v den Homogenitätsgrad in den u,. 
7) Vgl. [4], § 3, oder [1]. 
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schreiben kann. Mit Hilfe der konvarianten Ableitung können wir dann (1,1) 
und (1,7) in der Form: 
(3, 2a) 
(3,2b) 
schreiben, wo 71 

{3,3a) 

(3,3b) 

bedeutet. Offenbar sind (3, 3a) und (3, 3b) Tensordichten vom Gewicht p + 1. 
Eine kleine Rechnung zeigt, daß das invariante Differential noch in der Form 

(3,4a) Dx1 = df + fo)i(d)—px'co'i^d) 
bzw. 

(3,4b) Dii = dii—it(Oi{d)—piiO}rr{d) 
angegeben werden kann, wo 

(3.5) cü-(rf) = r ; W ' +©/%;(</) 
bedeutet. 

Sind d und d miteinander vertauschbare Differentiationssymbole und D 
bzw. A die zu ihnen gehörigen invarianten Differentiale, so ist durch 

tdx—D<)x; 

in jedem Grundelement des Raumes ein kontravarianter Vektor definiert, da 
dx' im wesentlichen einen kontravarianten Vektor darstellt. Es wird: 

/dx: — D öx: iijk\dxjdxL) | -15/' [i/x' <•>, (</)), 

wo die eckigen Klammern die entsprechenden alternierenden Differentialfor-
men bezeichnen3), und 

(3.6) o ; v - A ( / ; ; , ; _ / f ; ) 

ist. Die Transformationsformel (2, 3) zeigt sofort, daß die i2/k einen schief-
symmetrischen Tensor bestimmen. djk ist nach (1,3) eine Tensordichte vom 
Gewicht + 1 . Die Größen i2fk und charakterisieren somit die Torsion 
des Raumes. Verschwindet der Tensor Q?k, so ist der Zusammenhang sym-
metrisch. Im metrischen Fall ist immer 

i-V, 0. 
Wir bestimmen jetzt die Krümmungsgrößen des Raumes. Dazu berech-

nen wir die Formel 
(AD-DA)xj, 

Df — f |,„ dxm + f •cok(d) 
Dti = vi\mdx"l + xi'kwk(d). 

df 
duk 

dx, 
duk 

; . 7. U l - i k r _ i rc 11c 
i ' =^77,—H®r r —p x duk 

(S;rl:X,—pX,i<l": 

8) Vgl. [1]. 
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wo d und D zwei invariante Differentiationssymbole und r; eine kovariante 
Vektordichte bedeutet. Aus der Formel (3,4b) erhält man nach einer längeren 
Rechnung 

(3, 7) (AD - DJ) Vi = —.Qi'vs+piiiorr, 

wo afr die äußere Ableitung von <or bedeutet, und , 

(3,8) & = \w\a>\\-aZ 

ist; die Berechnung von (3, 8) ergibt 

(3, 9 ) ' -Q,;s = y [dx"dxk] + %\m[dfa>m\ + i - [ o j m a n ] , 

wo 
(3,10) = —®r% 0

m u t t ) 
mit 

(3, 10*) 

P S 9 I I S
M D T J , D F I N( R * O 

r k 

or:% r *0 , rt* r w~t*S p *r J-1*S 
r » i \ i i m-t r k ' i k J- r m > du,-

q» * m _ d F j fc „ Q Fi k rr s m j 

/ 0 , _ .«it öS/"1 (3 6;" 
f s m tk s k s?tm ( 3 , 1 2 ) O J = — — H <&T VI-£ — LÄT 

0 Uli O Um 
ist. 

ist ein Tensor homogen von nullter Dimension in den «¡; ^ ¿ V 
ist eine Tensordichte vom Gewicht + 1 und homogen von (—l)-ter Dimen-
sion in den üc, ist endlich eine Tensordichte vom Gewicht + 2 und 
homogen von (—2)-ter Dimension in den «». 

In einem Cartanschen Raum hat der dritte Krümmungstensor die Form 

sr'c = Ar Alk-A:kAl"\ Ar = ~ e r . 
vg 

Nach Überschiebung mit ls wird 

s r n k = 0 

bestehen. Überschieben wir (3,12) mit us, so wird nach (1.4) 

omk vi: fr- s m ,v m r r v k . /7- m k rr k m 

Ist 
© r + — ^ H + Gi — 6 * " . 

<sr* = o, 

9) M°mk= Rt'mkUil wir haben -H",,^ geschrieben, weil die Überschiebung mit u, eine 
Tensordichte ergibt. 
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so folgt, wenn wir i — m setzen und auf m summieren wegen (1, 4) und wegen 
der Homogenität ( - l ) - t e r Dimension der (§/'" in der u,-: 

das ist im Cartanschen Raum immer erfüllt10). Bei Beachtung von (3,6) kön-
nen wir den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 1. Die Verallgemeinerung des Cartanschen Raumes bildet derjenige 
Raum Hn, in dem die Relationen 

ß/ f c = 0, <B/""" = 0 
erfüllt sind. 

Nach der Gleichung (3,8) wird das Glied w'. in (3, 7) durch die Formel 

«;:'•=— Q; 

bestimmt sein. Statt der Gleichung (3, 7) bekommt man somit 

(3,13) (AD—Dd)xi = —(£>/+pd"Qr
r)vx. 

Den Krümmungstensor (3,10*), der im folgenden noch eine wichtige 
Rolle spielen wird, kann man auch mit Hilfe der Vektordichten und der 
kovarianten Ableitung bestimmen. Aus den Gleichungen (2, 11) und (2,12) 
bekommt man 

(3, 14) i-i U-1 /—r,-1 # U 1 & + ^ A — 2 ÖA-', Sil«, 
0 Llj 

wo Qkt durch (3, 6) bestimmt ist. 
Jetzt werden wir die Parallelübertragung der Hyperflächenelemente und 

der Vektordichten in unserem H„ untersuchen. Die Parallelübertragung defi-
nieren wir immer durch das Verschwinden des invarianten Differentials. Dem-
entsprechend ist die Parallelübertragung der Hyperflächenelemente nach (3, 1) 
durch die Differentialgleichung 

(3.15) ffl*(rf) = 0 

festgelegt. Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichungen kann man aus 

öiok(d)—da>k(ö) = 0 

bestimmen. Nach (3, 15) ist das gleichbedeutend mit 

zlcok(d)—Da>i;(d) = 0. 

In Hinsicht auf (3, 15) erhalten wir als Integrabilitätsbedingungen die Gleichung 

(3.16) %°mk — ,. = o. 
Diese Gleichung beweist den 

>") Vgl. [1], Gl. (5.12). Im metrischen Fall steht aber statt der Tensordichte 
immer der Tensor A'k. 

4 
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S a t z 2. Ein absoluter (vom Wege unabhängiger) Par.allelismus der 
Hyperflächenelemente existiert in denjenigen äff ̂ zusammenhängenden Mannig-
faltigkeiten von Hyperflächenelementen, wo die Gleichungen (3, 16) bestehen. 

Die Parallelübertragung der Vektordichten definieren wir durch die 
Gleichung 

(3,17) Dr, = 0. 

Wenn noch das Hyperflächenelement parallel mitgeführt wird, so muß außer 
der Gleichung (3,17) auch (3,16) erfüllt sein. Die Integrabilitätsbedingungen 
von (3, 17) lassen sich durch 

(JD—DJ)Yi = 0 

angeben. Nach (3,9), (3,13) und (3,15) kann man den folgenden Satz aus-
sprechen : 

S a t z 3. Existiert in H„ ein absoluter Parallelismus der Vektordichten, 
so muß 

R/,:i+pöljR = 0 

erfüllt sein. Wegen der Willkürlichkeit des Gewichtes p ist 

/ ? , ' « = 0 . 

§. 4 . Die Aquivalenztheorie. 

Es sein zwei verschiedene affinzusammenhängende Mannigfaltigkeiten 
von Hyperflächenelementen //„ und //„ angegeben. Die beiden Mannigfaltig-
keiten Hn und Ha sind äquivalent, wenn es eine Transformation 

(4,1a) x' = x' (x\ x2,..., x"), Tu = ¿1~1 S{ uj, 

(4,1b) = /l~l = Det d X ' ' v ' ÖX1 d x s 

existiert, durch die die Größen <£JJ, von Hn gemäß den Transformationsfor-
meln (1,3) und (2,3) in Fn/j von//,, transformiert werden. Nebst S[ 
führen wir auch das zu inverse System S'l durch die Gleichungen 

(4,2) SiSi = öi 

ein. Wegen (4, lb) wird dann 

c,: dX1 

sein; von der Transformation (4,1a) nehmen wir nämlich immer an, daß sie 
umkehrbar eindeutig ist. 

i 
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Die Äquivalenzbedirigungen stellen wir nun in folgender Form zusammen. 
Wegen (1,6) wird 

05c' d - x b d x J d x k d - x 1 

0 x b d x j d x k d x r d x ' 1 d x r d x > ' ' 

Mit Hilfe dieser Identität können wir die Gleichung (2,3) umformendes wird: 

d"x1 _ r * t d x l d x ' d x k 

' M1 , »4 * 3 d x r d x » ' d x ' J d x d x " 

Die Äquivalenzbedingungen sind: 

(4.3) = 

(4.4) e/ft s;X 
(4.5) I i = / f t S ! - r : ,

t S 7 S i . . 

Die Gleichungen (4, 4) und (4, 5) sind also im wesentlichen äquivalent 
mit (1,3) und (2,3). Zu diesen Gleichungen kommen noch die folgenden: 

(4.6) • 

<4 '7> 

(4,8) s < ^ = i f : J - \ 
Ü Hb 

oder nach (4, 2) 

•(4,8*) = 

//i dw,: dA 1 , - i d S ? „ r 

Die Gleichungen (4, 8) und (4, 8*) sind wegen (4, 2) äquivalent. Sie folgen 
unmittelbar aus (0, 2). Auch die Gleichung (4, 9) folgt aus (0, 2) nach partieller 
Ableitung nach x'. Wir müssen also die Integrabilitätsbedingungen des Diffe-
rentialgleichungssystems (4, 3)—(4, 9) bestimmen. Dies wollen wir mit Hilfe 
eines für Punktmanningfaltigkeiten zu gleichen Zwecken verwendeten Satzes 
von O. VEBLEN und J. M. THOMAS") über ein gemischtes Differentialglei-
chungssystem durchführen. Die bestimmenden Funktionen sind x, in und Sj, 
die Veränderlichen x', ur. Unter den Differentialgleichungen unseres Systems 
ist (4, 4) eine skalare Relation, zu der wir aber sofort noch eine hinzufügen 

") Vgl. [3]. 
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können, denn wegen (4, 3) bestehen die Gleichungen 

dS'j d Sl q 
dx': ~~dxt ~ ' 

die nach (4, 5) und (3, 6) mit 

gleichbedeutend sind. 
Das Vehlen—Thomassche Verfahren ist nun das folgende: wir müssen die 

skalaren Relationen nach us, x l ableiten, bei den anderen Gleichungen der 
ersten Gleichungskette (4, 3)—(4, 10) die Integrabilitätsbedingungen bilden. 
Somit erhalten wir eine neue Gleichungskette, von der man durch ein ent-
sprechendes Verfahren wieder eine neue Gleichungskette gewinnt, u. s. w. 
Existiert nun eine Zahl N von der Art, daß die aus den N ersten Gleichungs-
ketten bestehenden Gleichungen verträglich sind und jede ihrer Lösungen die 
(N+ \ )-te Gleichungskette identisch befriedigt, dann ist das gemischte Diffe-
rentialgleichungssystem lösbar. 

Differenziert man (4,4) und (4,10) nach ur, so wird wegen (4, 8*) 

d @/fc c ' f> ® c • c'-
„ - 0 , | O/ = / r — Ol, Oj d Up d Ii,-

oder nach Überschiebung mit S'l-

(4, 11) si = ^ s L du,, du,-
und in ähnlicher Weise: 

(4.12) - 57Sl- = 0. v du,- d u q 

Die Ableitung von (4, 4) und (4, 10) nach x' ergibt wegen der Homogenität in 
den Ui und nach 

(4.13) = - 1 | s i Sl'si= h\n s';-r;\SLs?r, 

(4.14) Sl' u,, = A Tu, 
die Relationen (vgl. §. 2) 

(4.15) & * \ r s ; s i = / i & r \ t s L $ - , 

(4.16) ß „ 7
r | , S ? S ™ S £ = ß / * | , S i . 

(Die Gleichung (4, 12) folgt aus (4,2), und (4,14) aus (4, la)). 
Die Integrabilitätsbedingungen von (4, 5) sind 

d~ S) = d~ S) ^ q 

d x k d u , du , -dx k 
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und 

d~ Sj d~ Sj 
dxkdxr dx''dxir 

Die erste ergibt nach (4,8*) 

< 4 , 1 7 ) = 
(J Up 0 llr 

die zweite 

< 4 , 1 8 ) R J T Y S J & S ^ R U Ü . 

Bei der Herleitung der Formel (4, 18) haben wir außer den bisherigen 
Gleichungen statt (4,9) 

dür dlog J t A-\ r * 0 

benutzt, die aus (4, lb), (4,9) und (4, 13) unmittelbar folgt. 
Die Gleichungen (4, 6)—(4, 9) geben keine neuen Integrabilitätsb.edin-

gungen, da diese entweder trivialerweise erfüllt werden, oder aus (4,18) fol-
gen. Z. B. die Integrabilitätsbedingungen von (4, 9) ergeben die Relation 

9i« Jm Srn Sic Sl = d 3i))i 1;1 • 

Die erste Gleichungskette ist von den Gleichungen (4,3)—(4, 10) gebil-
det worden. Die Gleichungen (4, 11), (4, 12), (4, 15)—(4, 18) bilden diezweite 
Gleichungskette. Wir müssen diese wieder nach ur und x' partiell differen-
zieren. Wir können dann leicht verifizieren, daß die partielle Ableitung unserer 
Gleichungen nach ur immer solche Tensordichten ergibt, bei denen immer 

(4,19) p + r = 0 

besteht, wenn p das Gewicht, v den Homogenitätsgrad in den u-, bedeutet. Nach 
der Ableitung nach xr erhält man immer die kovarianten Ableitungen der ent-
sprechenden Tensoren. Wegen der Relation (4,19) wird die kovariante Ablei-
tung der Tensordichten nach (2, 7) ebensolche Form haben, wie die kovari-
ante Ableitung eines Tensors. 

Wir sind jetzt imstande die folgenden zwei Sätze zu formulieren: 

S a t z 4. Zwei affinzusammenhängende Mannigfaltigkeiten von Hyper-
flächenelementen sind dann und nur dann äquivalent, wenn es eine Zahl N 
von der Art gibt, daß die N ersten aus (4, 11), (4, 12), (4, 15)—(4, 18) durch 
kovariante Ableitung bzw. gewöhnliche Ableitung nach ur folgenden Gleichungs-
ketten ein verträgliches Gleichungssystem für die x , ür, S) als Funktion der 
x", uf bilden und daß jede Lösung dieses Systems die (N-~ \)-te Gleichungs-
kette identisch befriedigt. 

Die genannten Gleichungen ergeben noch den 
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S a t z 5. Der Krümmungstensor R/km, die Torsionsdichte der Tor-
or*1-sionstensor die Tensordichte—und die daraus durch eine endliche 

3 Um 

Anzahl gewöhnlicher Ableitungen nach den w¡ bzw. kovariante Ableitungen nach 
den xl hervorgehenden Tensoren und Tensordichten bilden ein vollständiges 
In varian tensystem. 

Schriftenverzeichnis. 

[1] L. BERWALD, Über die n-dimensionaien Cartanschen Räume und eine Normalform 
der zweiten Variation eines (n — l)-dimensionalen Oberflächenintegrals, Acta Math., 71 
(1939), 191—298. 

[2] R. S. CLARK, The conformal geometry of a general metric space, Proceedings Lon-
don Math. Soc., (2) 5 3 ( 1 9 5 1 ) , 2 9 4 — 3 0 9 . 

[3] J. M. THOMAS—O. VEBLEN, Projective invariants of affine geometry of paths, Annals 
of Math., 27(1926), 2 7 9 - 296. 

[4J O. VAROA, Über affinzusammenhängende Mannigfaltigkeiten von Linienelementen, 
insbesondere deren Äquivalenz, Pubticaiiones Math. Debrecen, 1 (1949), 7—17. 

(Eingegangen am 28. Juli 1954.) 


