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- Uber affinzusammenhiingende Mannigfaltigkeiten
von Hyperﬂachenelementen,
insbesondere deren Aqulvalenz.

Von A. MOOR und GY. SOOS in Debrecen.

Einleitung.

Zu Grunde gelegt sei eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit P, _
Die Punktmannigfaltigkeit P, werden wir nun dadurch zu einer Mannigfaltig-
keit von Hyperflaichenelementen H, erweitern, daf wir zu jedem Punkt x‘ von
P, alle den Punkt x° enthaltende orientierte Hyperflachenelemente u; hinzu-
nehmen. Das Grundelement (x!, #)) des Raumes -H, ist also das Hyperfla-
chenelement i, .mit dem Zentrum x’

Bei einer Koordinatentransformation

0, 1) Xi=X{(x", X% ..., x"),
die wir immer als umkehrbar und eindeutig voraussetzen, transformieren sich

die u;, wie. kovariante Vektordichten vom Gewicht —1. Es wird also bei der
Koordinatentransformation (0, 1)

©,2) d=d" gft u,,
wo
©,3) - 4—Det|-2X ‘”" , 47 =Det ‘7’;
bedeutet.
Existiert in H, eine metrische Grundfunktion
L= L(x, u),

die in den u: positiv homogen von erster Dimension ist, und die das Ober—
flachenelement in der Form

L(x,u) dx

" dO== T .dx!

13

definiert, so ist H, ein Cartanscher Raum. Die Geometrie der Cartanschen.
Réume hat L. BERWALD in einer fundamentalen Arbeit®) entwickelt. In einem.

1) Vgl. [1], Schriftenverzeichnis am Ende der Arbeit.
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Cartanschen Raum sind die Grofen, die das invariante und das kovariante
Differential der Vektoren und der Tensoren bestimmen, alle von der Grund-
funktion L(x, u) ableitbar.

Im folgenden wollen wir die Existenz einer metrischen Grundfunktion
in unserem H, nicht bedingen, wohl aber voraussetzen, daf} ein invariantes
Differential der Vektordichten existiert. Die Grundgrofien, die das invariante
Differential der Vektordichten bestimmen, bilden also die Fundamentalgrofien
des H..

H, ist also eine ,affine“ Erweiterung des Cartanschen Raumes. In die-
sem Raum treten neben den Tensoren auch Tensordichten auf, deswegen
werden wir in § 1 und § 2 fiir Vektordichten das invariante und das kova-
riante Differential angeben. In § 3 werden wir die fundamentalen Kriimmungs-,
und TorsionsgroBen dieses Raumes bestimmen, endlich in § 4 untersuchen
wir das Aquivalenzproblem der affinzusammenhidngenden Mannigfaltigkeiten
der Hyperflichenelemente. Das wird uns eine Moglichkeit geben, d1e charak-
terisierenden Invarianten des Raumes zu bestimmen.

Wir werden dieses Problem in analoger Weise behandeln, wie Herr
O. VARGA das entsprechende Problem der affinzusammenhingenden Mannig-
faltigkeiten von Linienelementen behandelt hat.?)

§ 1. Invariantes Differential von Vektordichten.

In diesem § werden wir das invariante Differential von Vektordichten
angeben. Die entsprechenden Formeln lassen sich dann leicht auch auf all-
gemeine Tensoren und Tensordichten erweitern. Samtliche Grofen von H,
sind erst in bezug auf -ein Hyperflaichenelement definiert; sie sollen in den
u; homogen von irgendwelcher ganzzahliger Dimension sein.

Die Formel des invarianten Differentials der Vektordichten ergibt auch das
invariante Differential der Vektoren, wenn darin p=0 gesetzt wird. Vom
invarianten Differential der Vektordichten fordern wir, daf es zu einer Vektor-
dichte vom Gewicht p eine ebensolche Vektordichte zuordne, und die Gesetze
‘des gewohnlichen Differentials befriedige.

Das invariante  Differential einer kontravarianten Vektordichte r’ vom
‘Gewicht p ist durch die Formel ‘

a,1) Dy =dy' + I dx" + 6"y du—py' ([Vvdx* + 6/ duy)
angegeben.”) Offensichtlich befriedigt die Operation ,D“ die Gesetze des
gewohnlichen Differentials; somit miissen wir nur noch zeigen, daB Dy’ eine
~ Tensordichte vom Gewicht p ist.

%) Vgl [4], § 4. :

%) Wir werden die Vektor- und Tensordichten, falls p & 0 besteht, mit gotischen
Buchstaben bezeichnen; wir bezeichnen nur das Grundelement u, mit lateinischem Buch-
staben.
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Dazu gehen wir jetzt iiber. Wir definieren die Transformationsformeln
der I/, G/ in bezug auf (0, 1) durch folgende Transformationsgleichungen::
Fio—rt 9x O_Y:_ _0;; g ] f’t Ofl’ 0}»" _—j))‘)c'_, g—
{1,2) ax* axt dx'_. 9x* ax" ax* ax"ox*
' PX-9x" ax"
T 9x"ext ox" 9x*

und
- 6" ve X gx¢ ()Y’
,3) 6" =dts 9x* 9xt gx-

Da das invariante Dxfferentlal (1, 1) einer Vektordichte sich mcht dndern
kann, wenn man die #; durch ou; (o > 0) ersetzt, miissen die 1., in den u;
homogen von nullter, die €.”" homogen von (—1)-ter Dimension und €,”" =0
.- sein. o : ,

Wir nehmen an, dass die 6.'* die Relationen
(1,4) - o 6 =u6/"
befriedigen, die in dem metrischen Fall, also im Cartanschen Raum immer
erfiillt sind. Dabei bedeutet das ,0“ jetzt und im folgenden stets die Uber-
schiebung mit ;. Aus (1, 2) folgt

. : x¢ ve A2yt ) PR
A9 Thergoer il 28,
bei der Herlentung von dleser Transformationsformel haben wir noch die
Relationen:

: A Aaxs . i oaxt .
(L6 ,%%=o}, %%:o‘ﬂ
benutzt, wo J}, das Kroneckersche Symbol bedeutet.
Aus (1,1)—(1, 6) folgt nun die Formel
D=4 py,
0x
«die ausdriickt, dal Dy’ eine Vektordichte vom Gewicht p ist, wie wir das
gefordert haben.

Fiir eine kovariante Vektordichte lautet das mvanante leferentlal
(1,7 Dyi= dyi— I vpod X — 6 vuduy— pri( e d X" +6/ "du).
Wie es schon bemerkt wurde, erhdlt man das invariante Differential der Vek-
toren aus (1, 1) bzw. (1,9), wenn man darm p=0 setzt. Es wird z. B. fiir

- .einen kontravananten Vektor &':
(1,8) © DE=dE 4+ I}, Fdx + 6" dd".

‘Wenn die 3, und G/ von einer metrischen Grundfunktion ableitbar
sind, also H, ein Cartanscher Raum ist, dann ergibt (1, 8) eben das invari-
ante Differential des Vektors & im Cartanschen Raum.



32 A. Moér—Qy. Soos

Aus den Gleichungen (1,1) und (1, 7) kann man das invariante Diffe-
rential einer allgemeinen Tensordichte schon ableiten, was wir aber jetzt
nicht durchfiihren werden; wir verweisen aber darauf, daB die 77 und 6"
enthaltenden Glieder bei kontravarianten Indexen stets positive, bei kovarian-
ten Indexen dagegen stets negative Vorzeichen erhalten. Ahnlich fiir Vektoren.
Wir geben die folgende

Deflnltxon Eine Mannigfaltigkeit von Hyperflachenelementen heifgt
-affinzusammenhdngend, falls fiir sie Funktionen 1} und 6" definiert sind,
die den Transformationsgleichungen (1,2) und (1,3) und ferner dze Relatio-
nen (1,4) geniigen.

§ 2. Die kovariante Ableitung.

Die kovariante Ableitung spielt in der Tensorrechnung die Rolle der
partiellen Ableitung. Angewandt auf einen Tensor ldfit die kovariante Ab-
leitung die kovariante Stufenzahl des Tensors um eins wachsen. In Bezug auf
Tensordichten fordern wir von der kovarianten Ableitung:

1. sie soll die kovariante Stufenzahl einer Tensordichte vom Gewicht p
und homogen in den u; von v-ter Dimension um eins erhohen; .

2. sie soll das Gewicht p und den Homogenititsgrad » unveridndert
- lassen;
3. sie soll die gewohnlichen Differentiationsregeln befriedigen;

4. fiir einen Vektor &, der in den u, homogen von nullter Dimension
ist, soll - .

) . ’ 3 k¢ Oti, 0 £ s
@ R . R gt
sein, wo ,
(2, 2) Fs*ik - ['sil.-"‘ @sirrrok .

bedeutet. Aus den Formeln (1, 2)—(1, 4) folgt leicht, daf I," dieselbe Trans-
formationsformel besitzt, wie der Ubertragungsparameter eines affinzusammen-
hdngenden Punktraumes P,. Es ist also

' = s 9X® 0X' 9X° Px"  ax
(2,3) I "*F“ “9x® 0x® 9x* | 0X*9X* ax®

Nach (2, 3) folgt nach einer kurzen Rechnung sofort, daﬁ (2,1) einen Tensor
zweiter Stufe bestimmt.

Definiert man die kovariante Ableitung fiir Skalardichten, dann kann
man nach den Forderungen 1—4 die kovariante. Ableitung der Tensordxchten
explizite angeben.
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Fiir eine Skalardichte t, die in u; homogen von w-ter Dlmensmn und
vom Gewicht p ist, ist die kovariante Ableitung durch: :

24 tlem=gr g L5 DL

definiert. In der Definition der kovarianten Ableitung konnte man im letzten
Glied statt »t auch

a1
setzen. In dieser Weise definiert R. S. CLARK die kovariante Ableitung in all-
gemeinen metrischen Rdumen, deren Grundelement also eine Vektordichte vom
Gewicht —p ist.*) Die von ihm angegebene Definition stimmt im wesent-

u;,=rt.

lichen mit der unsrigen {iberein, wenn darin p=1 und ||°=ui0—u gesetzt
. o

wird.") Im metrischen Fall steht aber statt u; der Vektor /;.
Wir beweisen jetzt, dafi t|. die Forderungen 1—3 befriedigt, daB
also auf t|; in bezug auf die Transformation (O 1) die Transformationsformel:

2,5 - | t!;——d"t\

giiltig ist (fir 4 vgl. (0, 3)). Die Forderun0 3 ist offenswhtllch erfiillt. Beach-
tet man nun die Transformationsformel:

(2, 6) (5, ) =4"t(x, 1)

von t, ferner die aus (0, 2), wegen der Gleichungen (I, 6) folgenden Relatio-
nen:

X
@ u,=d g ~ i,
ax
und : _
du, ~ alogd Fxm o 9x
axc —  9xk s d ————r X gx" rra U,

hierauf die aus (2,6) und (2, 7) folgende Transformationsgleichung:

' at s Ot X"
. O gt g
(2, 8) aﬁk Ous 0xs ’

so bekommt man nach einfachen Rechnungen eben die Formel (2, 5), w. z. b. w.

Nebenbei bemerken wir, daB die Gleichung (2, 8) eine wichtige Tat-
sache ausdriickt: die partielle Ableitung einer Tensordichte nach u. erhoht um
eins die kontravariante Stufenzahl und auch das Gewicht; se]bstverstandllch
vermindert sich dabei der Homogenitatsgrad in der u; um eins.

1) Vgl. (2], Gleichung (l 10). )
) —p bedeutet bei Crark das Gewicht des Grundelementes dies ist in unserem
Fall —1.

A3
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Jetzt konnen wir die kovariante Ableitung einer Vektordichte bestimmen.
Wir nehmen an, daf die Vektordichte <¢ in der Form:
2,9) i =t¥
angegeben ist, wo t eine Skalarendichte vom Gewicht p und homogen »-ter
Dimension in den u, ist, & aber einen Vektor homogen von nullter Dime'n-
sion in den u; darstellt. Es wird nach der Forderung 3 und (2, 9): '

T =t &+ tEs,

und nach den Glelchungen 2, 1) und (2, 4) wird:
-izilk-— 0x, +W [ s A—f—r:'/:c—(P—f'q)mr.\ ke
‘Wie man sich aus den entsprechenden Transformationsformeln leicht iiber-
zeugen kann, befriedigt (2, 10) die Forderungen 1—4 auch dann wenn '
nicht in der Form (2, 9) darstellbar ist. :

In dhnlicher Weise kann man fiir eine kovariante Vektordlchte die
Formel:

(2, 10)

@1y =T 0N e e (p e
ax- ous
erhalten ®). Nach (2 11) bekommt man
ui|r =0, _
da u; eine Vektord.ichte vom Gewicht —1 ist; es ist also p=—1, v=1.

Mit Hilfe der Relationen (2,10) und (2,11) kann man schon auf
Grund der Forderung 3 leicht das kovariante Differential fiir allgemeine
Tensordichten ableiten. Es ist z. B.:

9Ty
au,

(2,12) = a},’+ L4 00— 10T e— (0 + ) T 0

§ 3. Charakterisierende Tensordichten des Raumes.

Zuerst werden -wir in diesem Paragraphen die Formel des invarianten
Differentials der Vektordichten, also (1, 1) bzw. (1,7) umformen, dann wie
gewdhnlich?), mit Hilfe von vertauschbaren Differentiationssymbolen die Tor-
sions- und. KriimmungsgroBen des Raumes ableiten, und zuletzt die Parallel-
iibertragung von Vektordichten untersuchen.

Das invariante Differential von u, ist nach (1,7) wegen p=—=—I1

w:({d)= Du, —du;—ﬂ *rdX 4wy, I},dx
die man nach (2, 2) und (1, 4) auch in der Form:
G oi(d) = du— I dX + u v d X"

%) p bedeutet in (2, 11), wie vorher, das Gewicht, » den Homocemtatsgrad in den u,.
7) Vgl [4], § 3, oder [1].
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schreiben kann. Mit Hilfe der konvarianten Ableitung kénnen wir dann (1, 1)
und (1,7) in der Form:

(3, 22) Dyl =i, dx" 4 1'% wm, (d)

(3, 2b) Dy = gilwdx" + i on(d).

schreiben,lwo , '

3,3a) o piit ar’ +@:L G
: - . dux

(3,3b) 5";103%;_@iﬂgr—P&'@tﬂ:

bedeutet,_Offenbar sind (3,3a) und (3,3b) Tensordichten vom Gewicht p+1.
Eine kleine Rechnung zeigt,r daB das invariante Differential noch in der Form

(3, 4a) Dy’ =di’' +1° ou(d)—pr' w(d)
bzw. ) '

(3,4b) Dgi=dy5-—-gta)$(d)—~pg;w:(d)
angegeben werden kann, wo ‘

3,5 ol(d) =1TI7"dx" + 6w, (d)
bedeutet. ~

Sind d und J miteinander vertauschbare Differentiationssymbole und D
bzw. 4 die zu ihnen gehorigen invarianten Differentiale, so ist durch

ddx*—D dx
in jedem Grundelement des Raumes ein kontravarianter Vektor definiert, da
dx'im wesentlichen einen kontravarlanten Vektor darstelit. Es w1rd
4dx'—D dxi = /i [dx’dx") + C”‘[dx wi(d)),

wo die eckigen Klammern die entsprechenden alternierenden Differentialfor- -
men bezeichnen®), und

: i 1 % i
3,6) v Qe (1))

ist. Die Transformationsformel (2, 3) zeigt sofort, daB die- £, einen schief-
symmetrischen Tensor bestimmen. 6;" ist nach (1,3) eine Tensordichte vom
Gewicht +1. Die GroBen £/, und G/* charakterisieren somit die Torsion
des Raumes. Verschwindet der Tensor 2/, so ist der Zusammenhang sym-
metrisch. Im metrischen Fall ist immer

Jlro

Wir bestimmen jetzt die Krummungsgroﬁen des Raumes ‘Dazu berech-
nen wir die Formel

 (UD—DMy,

8 Vgl. [1].



36 A. Moor—QGy. Soos

wo 4 und D zwei invariante Differentiationssymbole und p; eine kovariante
Vektordichte bedeutet. Aus der Formel (3, 4b) erhdlt man nach einer lingeren
Rechnung

3.7 (AD—Ddyy;—=— ity + priosy,
wo w, die dufere Ableitung von o, bedeutet, und .
(3,8 Q] —[wiw]]—o!
ist; die Berechnung von (3, 8) ergibt
s m Vs m z 1 smk

(3, 9) . -(-)L L ml [dx dx ]"I‘(L [dx’ (Um] + 'E‘ 6:2 ’ [wm a)k];
woO
(3, 10) - Rismk - Izjsmk— % <)H mk )
mit - . '

‘ls ar:sm F:s a»rits;n ‘to

_Rimk: (,)x,‘; - 0axmk + au Fr E
(3,10% s '

- (Ol;,-h :O)IL+FL mrr I F;rk :sm;

s d [’;SI; e sl Orlftl s

§ ' — — (5. —
(3’ 11) ik 0”1)1 . LL e 0 Uy, Cl ll ’

-~ smk d @s‘s " ) @is " o Sm oo bk sk tm

= [ J— S O (Y S
(3,12) ' ST ow qu, TO GG
ist.

R ,» ist ein Tensor homogen von nullter Dimension in den- u;; R.°."
ist eine Tensordichte vom Gewicht 41 und homogen von (—1)-ter Dimen-
sion in den u;; €°™" ist endlich eine Tensordichte vom Gewicht 42 und
homogen von (—2)-ter Dimension in den u;.

In einem Cartanschen Raum hat der dritte Krijmmungstensor die Form

Cosmk ik gt p
Sis‘ﬂl \,= Atsﬂl AL __AtS AL ])L, AL.S‘ﬂl — C sm

Vg

Nach Uberschiebung mit I, wird
Siumkzo -
bestehen. Uberschieben wir (3, 12) mit u,, so wird nach (1.4)

0 @ss m B 9 @ssh
011]; 6”111

eyio-mk - () sm d m @:l _I_ i(

)_*_@ml Lm
Ist

~ ¢mk
&g " =0,

9) R r=Riru;; wir haben XS, geschrieben, weil die Uberschiebung mit u; eine
Tensordichte ergibt.
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so folgt, wenn wir /=m setzen und auf m summieren wegen (1, 4) und wegen
der Homogenitit (—1)-ter Dimension der €. in der u;:

(2_,1) Gssk: (S:mk m;
das ist im Cartanschen Raum immer erfiillt'®). Bei Beachtung von (3, 6) kon-
nen wir den folgenden Satz aussprechen: :
Satz 1. Die Veraligemeinerung des Cartanschen Raumes bildet derjenige
Raum H,, in dem die Relationen

--]I—O CoIm:O
erfiillt sind.

Nach der Gleichung (3, 8) wird das Glied o) in (3, 7) durch die FQrmel"

(1)::/': 07

=y

bestimmt sein. Statt der Gleichung (3, 7) bekommt man somit
3,13) (AD—DAyr;=— (2 +poi)r,.

Den Kriimmungstensor (3,10%*), der im folgenden noch eine wichtige
Rolle spielen wird, kann man auch mit Hilfe der Vektordichten und der
kovarianten Ableitung bestimmen. Aus den Gleichungen (2, 11) -und (2, 12)
bekommt man

G wld—slle= =R R 2200,
7

wo £2,°, durch (3,6) bestimmt ist.

Jetzt werden wir die Paralleliibertragung der Hyperflachenelemente und
der Vektordichten in unserem /, untersuchen. Die Paralleliibertragung defi-
nieren wir immer durch das Verschwinden des invarianten Differentials. Dem-
entsprechend ist die Paralleliibertragung der Hyperflachenelemente nach (3, 1)
durch die Differentialgleichung-

(3, 15) " wu(d)=0

festgelegt. Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichungen kann.man aus
dwr(d)—dwi(0)=0

bestimmen. Nach (3, 15) ist das gleichbedeutend mit
dwy(d)— Dw.(0)=0.

In Hinsicht auf (3, 15) erhalten wir als Integrabilititsbedingungen die Gleichung

(3, 16) O — iR =0.

Diese Gleichung beweist den

1) Vgl (1], GL (5 12). Im metrischen Fall steht aber statt der Tensordichte Gt
immer der Tensor A/%. ' ' .
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Satz 2. Ein absoluter (vom Wege unabhingiger) Parallelismus der
Hyperflichenelemente existiert in denjenigen affinzusammenhdngenden Mannig-
faltigkeiten von Hyperflichenelementen, wo die Gleichungen (3, 16) bestehen.

Die Paralleliiberiragung der Vektordichten - definieren wir durch die
Gleichung

(3, 17) . Dr:=0.

Wenn noch das Hyperflichenelement parallel mitgefiihrt wird, so mufl aufier
der Gleichung (3, 17) auch (3, 16) erfiillt sein. Die lntegrab1htatsbedmgungen
von (3, 17) lassen sich durch

(AD—DdA)y; =0

angeben. Nach (3,9), (3,13) und (3, 15) kann man den folgenden Satz-aus-
sprechen:

Satz 3. Existiert in H, ein absoluter Parallelismus der Vektordichten,
so mup

Rj il:l + p()',i- R, =0
erfiillt sein. Wegen der Willkiirlichkeit des Gewichtes p ist
R J ’:I;I =(.

§. 4. Die Aquivalenztheorie.

Es sein zwei verschiedene affinzusammenhidngende Mannigfaitigkeiten
von Hyperflichenelementen H, und H, angegeben. Die- beiden Mannigfaltig-
keiten 1:1,, und H, sind dquivalent, wenn es eine Transformation

(4, 1a) | X=X, ..., ), Gi=d4"'8 u,
(4, 1b) §=2% 47— Det _(
. oxt ax° _

existiert, durch die dieGroBen 6,7, I'y; von H, gemih den Transformatlonsfor—
meln (1,3) und (2,3) in 6,7, [n; von H, transformiert werden. Nebst S
filhren wir auch das zu §% inverse System SY durch -die Gleichurigen

“4,2) §iSi= ok
ein. Wegen (4, 1b) wird dann

X
ax*

sein; von der Transformation (4,1a) nehmen wir nimlich immer an, daf sie
umkehrbar eindeutig ist.

Si=
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Die Aquivalenzbedingungen stellen wir nun in folgender Form zusammen.
Wegen (1, 6) wird :
FEE N T S
gx' 0N IX* 9x" 9xr  gxox

Mit Hilfe dieser Identitdt konnen wir die Gleichung (2, 3) umformen;es wird:

Fxt cxr AXF Y 0)_67 X+

Ox’o'xl’:rr "—O—?_FJ Faxt axr

~ Die Aquivalenzbedingungen sind:

0 -EI) ’ 0 xL )
4 o, X
( b 3) Oxt S d xl' S
(4, 4) . CS i S{:—_—A(Sl,mt S,;:l Slt,
) ?S Tl om ot
(4, 5) (ax, l—t) Ja S l m,t S_] S:-

Die Gleichungen (4, 4) und (4,5) sind also im wesentlichen dquivalent
mit (1, 3) und (2, 3). Zu diesen Gleichungen kommen noch die folgenden:

(4,6). 2o,
.
@D T
(4,8) S"gﬁf ot
oder nach (4, 2)
(4,8 | 3—j§j—=4“.§f, |
4,9 - ZZ’; s{‘ ,,+41")Sp S

Die Gleichungen (4, 8) und (4, 8") sind wegen (4, 2) &quivalent. Sie folgen
unmittelbar aus (0, 2). Auch die Gleichung (4, 9) folgt aus (0, 2) nach partieller
Ableitung nach x'. Wir miissen also die Integrabilititsbedingungen des Diffe-
rentialgleichungssystems (4, 3)—(4, 9) bestimmen. Dies wollen wir mit Hilfe

“eines fiir Punktmanningfaltigkeiten zu gleichen Zwecken verwendeten Satzes
von O. VEBLEN und J. M. THomas") iiber ein gemischtes Dlﬁerenhalg!el-
chungssystem durchfithren. Die bestimmenden Funktionen sind X', Z; und Sj,
die Verdnderlichen x/, u,. Unter den Differentialgleichungen unseres Systems
ist (4, 4) eine skalare Relation, zu der wir aber sofort noch eine hinzufiigen

1) Vgl. [3].



40 A. Mo6r—Gy. Soés

konnen, denn wegen (4, 3) bestehen die Gleichungen
S Sk

: Xt g
die nach (4,5) und (3, 6) mit

(4,10) QS — 2,8 =0
gleichbedeutend sind.
~ Das Veblen—Thomassche Verfahren ist nun das folgende: wir miissen die
skalaren Relationen nach us, x° ableiten, bei den anderen Gleichungen der
ersten Gleichungskette (4, 3)—(4, 10) die Integrabilititsbedingungen bilden.
Somit erhalten wir eine neue Gleichungskette, von der man durch ein ent-
sprechendes Verfahren wieder eine neue Gleichungskette gewinnt, u. s. w.
Existiert nun eine Zahl N von der Art, daf3 die aus den N ersten Gleichungs-
ketten bestehenden Gleichungen vertriglich sind und jede ihrer Ldsungen die
(N4 1)-te Gleichungskette identisch befriedigt, dann ist a’as gemischte Diffe-
rentialgleichungssystem l0sbar. :

Differenziert man (4,4) und (410) nach u., so wird wegen (4, 8*)

ik mt
oaC/ Sp SI 7 0 CJ Sm Sf
p
oder nach Uberschiebung mit S
] 3‘]"‘ ) mit
(4, 1 1) 0 C;) \SI7 = 0 Cl Sm St Slq:
du,
und in dhnlicher Weise:
(4, 12) 0(;-;11 k SS'I 0(;- mn fST;S]f,:O.
. r 11

Die Ableitung von (4, 4) und (4, 10) nach x* ergibt wegen der Homogenitit in
den u; und nach : . '

aS! 08

(4, 13) = ’S,,, SIS =178 —1I7".85 8],
4,14) St u, = din,

die Relationen (vgl. §. 2) :

(4, 15) ;™ |, S 8] =d46""|. S\, I,

(4, 16) O, 1. S S) SE =9, 1S

(Die Gleichung (4, 12) folgt aus (4, 2), und (4,14) aus (4, 1a)).
Die Integrabilititsbedingungen von (4, 5) sind
S _ TS _
ox"ou,  du9xt
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und

Die erste ergibt nach (4,8%)

Iy o o ar;
0t gngt— gl

)
ad, ‘ du, S8t

4,17)
die zweite

@, 18) R.,S) S8 =R/, S..

Bei der Herleitung der Formel (4, 18) haben wir aufser den bisherigen
Gleichungen statt (4, 9)
ZL:C,I - g 1:)):;[ u” +r'*uf Sl d*l ].1.:01 Sj
benutzt, die aus (4, 1b), (4, 9) und (4, 13) unmittelbar folgt'.
Die Gleichungen (4, 6)-—(4,9) geben keine neuen I[ntegrabilititsbedin-
gungen, da diese entweder trivialerweise erfiillt werden, oder aus (4,18) fol-
gen. Z. B. die Integrabilitatsbedinvungen von (4,9) ergeben die Relation

-1 =
'-w he Sm SI Sl A :]llmul.'l-

Die erste Gleichungskette ist von den Gleichungen (4, 3)—(4, 10) gebil-
det worden. Die Gleichungen (4, 11), (4, 12), (4, 15)—(4, 18) bilden die zweite -
Gleichungskette. Wir miissen diese wieder nach u, und x’ partiell differen-
zieren. Wir konnen dann leicht verifizieren, dafl die partielle Ableitung unserer
Gleichungen nach u, immer solche Tensordichten ergibt, bei denen immer

4,19 p+r=0
“besteht, wenn p das Gewicht, » den Homogenitatsgrad in den «; bedeutet. Nach
der Ableitung nach x” erhilt man immer di¢ kovarianten Ableitungen der ent-
sprechenden Tensoren. Wegen der Relation (4,19) wird die kovariante Ablei-
tung der Tensordichten nach (2, 7) ebensolche Form haben, wie die kovan—
ante Ableitung eines Tensors.

Wir sind jetzt imstande die folgenden zwei Sdtze zu formulieren:

Satz 4. Zwei affinzusammenhdngende Mannigfaltigkeiten von Hyper-
flichenelementen sind dann und nur dann dquivalent, wenn es eine Zahl N
von der Art gibt, daf3 die N ersten aus (4,11), (4, 12), (4, 15)—(4, 18) durch
kovariante Ableitung bzw. gewohnliche Ableitung nach u, folgenden Gleichungs-
ketten ein vertriagliches Gleichungssystem fiir die x:, i,, S; als Funktion der

x* u, bilden und daf3 jede Losung dieses Systems die (N-+1)-te Gleichungs-
~ kette identisch befriedigt.

Die genannten Gleichungen ergeben noch den
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Satz

5.
. ol f .
sionstensor Q,',., die Tencordzchle ~——= und die daraus durch eine endliche

u"l

Der Kriimmungstensor RJ wn, die Torsionsdichte G;*, der Tor-

Anzahl gewéhnlicher Ableitungen nach den u; bzw. kovariante Ableitungen nach
den x* hervorgehenden Tensoren und Tensordichten bilden ein volistindiges
Invariantensystem.
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