Eine Bemerkung zur starken Summi’erbérkeit
der Orthogonalreihen.

Von G. ALEXITS in Budapest.

Sei {i.(x)} ein Dbeliebiges Orthonormalsystem im endlichen Intervall
(a, b). Bezeichne 0,'(x) das n-te (C, «)-Mittel der Orthogonalreihe
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Die Reihe (1) heifit fast iiberall stark (C, u)-summlerbar wenn es eine Funktnon
S(x) glbt S0 daﬁ fast tiberall
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zutrifft. Man konnte (1) fast tberall sehr stark (C @)- summlerbar nennen,
wenn sogar fiir jede wachsende Indexfolge {7.}

@ X 1569~ (O = o)

fast iiberall gilt, wo die"AuS'riaihme'm'e‘nge mit {»,} natiirlich variieren darf.
ZyGMUND?') hat bewiesen, dafi die fast iiberall stattfindinde Abelsche Sum-
mierbarkeit der Orthogonalreihe (1) unter der Bedingung Xch < oo schon die
fast tiberall stattfindende starke (C, ¢)-Summierbarkeit fiir alle ¢ > % nach
sich zieht. ZALCWASSER?) hat die Frélge gestellt, ob man in dieser Behauptung
die starke Summierbarkeit — zumindesten fiir die (trigonometrische) Fourier-
reihe — nicht etwa durch die sehr starke Summierbarkeit ersetzen darf. Er
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konnte aber nur beweisen, daB die Beziehung (2) fiir ¢ =1 und jede kon-
vexe Indexfolge {v,} fast iiberall besteht.

Wir wollen nun — den Zygmundschen Beweisgang folgend — zeigen,
daB diese Fragestellung unter gewisser Einschrankung der Grofienordung von
¢, bejahend zu beantworten ist.

‘Satz. Bezeichne {7, } eine positive, -monoton zunehmende Zahlenfolge mit

monoton zunimmt. - Die

konvergentem Xn"'7;', fiir welche die Folge

v

fast iiberall stattfindende Abelsche Summzerbarkett der Orthogonalrezhe (1)
impliziert unter der Bedingung

@ | &= 0|

fiir alle « >% die sehr starke (C, «)-Summierbarkeit fast iiberall..

Ist die Reihe f. ii. nach der Funktion s(x) Abelsch éummierbaf, so folgt aus .
dem eingangs erwihnten Zygmundschen Satz insbesondere lim o (x) =s(x)

f. ﬁ.(a>%), und so ist f.ii.

> [s()— 0%, (OF — o(n).
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Also haben wir wegen

S s—ot O =23 [s()—ot, (F +22[ @ of, T
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nur zu zeigen, dafl dle letzte Summe fast {iberall die Groﬁenordnung o(n) hat.
Nun ist aber.
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wo A’ den v-ten Binomialkoeffizienten g-ter Ordnung bedeutet. Es gibt
bekanntlich von » unabhingige positive Konstanten -Ci, C; derart, daf
G = AL =G ist, folglich gilt die Abschétzung :
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Nach unserer Annahme (3) ist k2c2=0(7.k—). Da: die Folge
) vi
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Wéchst, folgt

I.) » > (Vm'_‘k)_a_

< 1 Vi 7.
g E J [01,”1 (X)_ 01 " (X)] dx o O(l) m>—1 m;nn . 'V;u ’
und wegen « > —:12~ ist Z (1/m S —— O(Vfl"‘]), also erhalten wir letzten
k=1 ’ . :
Endes '
. . .
ZLJ [o5! () =05, (F dx=001) 3 > o
m—1 I ” " m—= 2'7'711,

Daraus folgt bekanntlic_h die Konvergenz fast iiberall der Reihe der'Integrandcn,'
woraus sich nach einem oft verwendeten Kroneckerschen Lemma fast iiberall
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Z (07, (Y)-— o5, (O = o(n)

ergibt, w.z.b. w. _ : S

~ Bekanntlich ist ¢, (log log n)2 < oo eine hinreichende Bedingung fiir die
(C, 1)-Summierbarkeit fast iiberall?). Aus unserem Satz ergibt sich mxthm
das folgende

Korollar. Ist die Grifenordnung der Koeffizienten c, 'durc/z die
" Beziehung ' '

2 1 '
G=0 (n/m(log log n)’ )
emgeschlankz‘ so ist dze Orthogonalreihe (1) fast iiberall sehr stalk (C, a)—

summierbar fiir alle ¢ > %
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