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Metiische Dualität "der allgemeinen Räume 
Von ARTHUR MOOR in Debrecen. 

Einleitung. 

In der neueren Entwicklung der Geometrie, sowie in der Physik haben 

eine grundlegende Bedeutung1). Diese Variationsprobleme kann man sowohl 
vom Standpunkt der Funktionentheorie, wie vom Standpunkt der Geometrie 
untersuchen. 

A. L. UNDERHILL bestimmte zuerst die Invarianten des Variationsproblems 
(0 .1 ) in seiner Arbeit2) [15] mit .analytischen Methoden. Die geometrische 
Charakterisierung des Variationspröblems (0. 1), die zuerst systematisch von 
P. FINSLER durchgeführt wurde, ist zum Ausgangspunkt der Theorie der all-
gemeinen differentialgeometrischen Räume geworden. (Vgl. [8] und [4].) Diese 
Theorie, wurde in vielen Abhandlungen behandelt, und neben dem Varia-
tionsproblem ( 0 . 1 ) hat man bald auch Variationsprobleme mit mehreren 
Veränderlichen „geometrisiert". In erster Reihe kommen hier die Variations-
probleme von der Form 

in Betracht, wo die die Bestimmungszahlen der Hyperflächenelemente 
bedeuten. Die funktionentheoretische Untersuchung des Variationsproblems 
(0. 2) hat zuerst L. KOSCHMIEDER durchgeführt und die zu (0. 2) gebundenen 
Invarianten bestimmt.8) 

Die Entwicklung der geometrischen Theorie des Variationsproblems 
( 0 . 2 ) h a b e n E . CARTAN u n d L . BERWALD in d e n A b h a n d l u n g e n [1] u n d [3 J 

!) Wenn es nicht anders gesetzt wird, bedeutet x immer die n Koordinaten 
x\x-,.. .,-x" eines .Punktes im^rt-di^ens|onalen ¡Raum.. Entsprechend; ist ix — x1 , x 2 , . . .,xn. 

-) Die Zahlen in eck ig 2 ii Klammern deuten auf das Schriftenverzeichnis am Ende 
unserer Arbeit. 

:l) Vgl. für die Untersuchungen L. KOSCH.MIKDERS das Schriftenverzeichnis von [6]. 

Variationsprobleme von der Form 

( 0 . 1 ) c)\F{x,x)üt 0 

(0.2) 
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durchgeführt. Diese Geometrien lassen sich dadurch kennzeichnen, daß ihr 
Grundelement das Hyperflächeiielement (x, ü) ist, und daß durch eine Funda-
mentalfunktion F(x, u) die Oberfläche in diesen Räumen für Hyperflächen 
definiert ist. Von F(x, u) ausgehend kann man einen metrischen Fundamen-
taltensor g.ik definieren, und dann mit Hilfe von g a die Länge der. Vektoren, 
und alle charakteristische Größen des Raumes bestimmen. Diese Räume nennt 
man Cartansche Räume, während die durch (0. 1) bestimmten Räume die 
Finslerschen Räume sind. Die letzteren sind dadurch gekennzeichnet, daß 
ihr Grundelement das Linienelement (x, x ) ist, und daß die metrische Funda-
mentalfunktion F(x, x ) die Länge der Kurven 

x^x^t), a^t^ß 

zwischen den Grenzen a, ß bestimmt. Der metrische Fundamentaltensor und 
die weiteren grundlegenden Größen des Raumes sind — wie im Cartanschen 
Raum — auch aus F(x,x) ableitbar. In diesen Räumen spielt ein kontrava-
rianter Vektor bzw. eine kovariante Vektordichte eine fundamentale Rolle. 

Bei der neueren Entwicklung der Geometrie der allgemeinen Räume hat 
man einen einheitlichen Gesichtspunkt dadurch erzielt, daß man für das 
Grundelement eine Vektordichte vom Gewicht p gewählt hat. In dieser Ver-
allgemeinerung sind dann sowohl die Finslerschen, wie die Cartanschen 
Räume enthalten. In den Arbeiten [14], [6] und [5] wurden die Fundamental-
tensoren, und mit Hilfe des invarianten Differentials die Parallelübertragung 
in diesen allgemeinen metrischen Räumen bestimmt. 

Das Ziel unseres Artikels ist die Untersuchung der metrischen Dualität 
der allgemeinen Räume. Ihre genaue Definition ist in § 2 angegeben. Wir 
erwähnen hier einleitend nur so viel, daß es sich um eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung der Grundelemente beider Räume handelt, für die die 
metrischen Fundamentaltensoren in entsprechenden Elementen übereinstimmen. 
Falls die Grundelemente der dualen Räume kontravariante bzw. kovariante 
Vektordichten sind, behandeln wir das Dualitätsproblem mit Hilfe des osku-
lierenden Riemannschen Raumes. 

Die Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes ist an sich 
eine interessante und wichtige Methode, da mit Hilfe des oskulierenden Rie-
mannschen Raumes die Struktur des allgemeinen Raumes längs einer Folge 
der Grundelemente einfacher wird, als im allgemeinen Fall. (Vgl. [16], [11], 
[12] und [13].) Als wichtigstes Ergebnis bekommen wir, daß mán durch die 
Dualisierung die Fundamentaltensoren des einen Raumes aus denen des 
anderen gewinnen kann. Demnach existiert zwischen dem kontravarianten und 
kovarianten Fall kein prinzipieller Unterschied. Diese Ergebnisse haben wir 
in Satz V bzw. VI formuliert. 
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§ 1. Fundamentalgrößen der allgemeinen metrischen Räume. 

In diesem Pragraphen werden wir die Fundamentalbegriffe und die Fun-
damentalgrößen der Geometrie der allgemeinen metrischen Räume zusammen-
stellen. Die vollständige Entwicklung dieser Theorie befindet sich in den 
Arbeiten [5], [6] und [14]. 

Ein allgemeiner metrischer Raum %, ist eine Mannigfaltigkeit von kova-
rianten oder kontravarianten Vektordichten vom Gewicht — p bzw. + q 
— sie sind die Grundelemente des Raumes — für die eine Grundfunktion L(x, t) 
existiert. Die Grundfunktion L(x,t), — wo U bzw. t' die Komponenten der 
Vektordichte bedeuten — soll in den t positiv homogen von erster Dimen-
sion sein und außerdem nach ihren Argumenten mindestens viermal stetig 
differenzierbar sein. 

Im folgenden bezeichnen wir die Grundelemente des Raumes 9t„, falls sie 
kovariante Vektordichten vom Gewicht —p sind, mit £/,, und falls sie kontravariante 
Vektordichten vom Gewicht -\-q sind, mit v\ Bei einer Koordinatentransformation 

die umkehrbar und eindeutig sein soll, transformieren sich also die Grund-
elemente nach den Transformationsgesetzen: 

( 1 . 1 a ) . . ' ü r = J - v ^ U i , ' ( 1 . 1 b ) ' i l l - o * , 
dx dxk 

wo 
J Det dxb 

die Substitutionsdeterminante der Koordinatentransformation bedeutet. 
Aus der metrischen Grundfunktion kann man den metrischen Grund-

tensor gu aus den Gleichungen (np~1=1, nq^=\) 

o4 ] D 
(1 .2a ) gik = a "p-1 v . ( 1 . 2 b ) gik - a v - -dUiCUk • v ' ö " dv%dif 
bestimmen, wö~a in den beiden Fällen 

(a) « = (b) a = Det|«*|, % = 

bedeutet4). Durch die Formeln 
.. _ _ i 1, wenn i = k, 

g g j k~~ fc— jo, wenn • /=}=*, 

») Wir definieren A im kovarianten Fall anders, als E. T. DAVIES in |6] die entspre-
chende Größe definiert hat. Setzt man im kovarianten Fall a = a - 1 , dann erhält man die 
Bezeichnung von E . T . DAVIES. Dies kommt auch in der Formel (1 .2a) im Vergleich zur Gleichung 
( 1 . 4 ) von [6] zum Vorschein. Unsere Bezeichnung wird auch von L. BERWALD in seiner 
Arbeit [1] für den Fall p —-1 benützt. 
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kann man in beiden Fällen die rein kontravarianten bzw. die rein kovarianten. 
Komponenten des metrischen Grundtensors bestimmen. Mit Hilfe des metri-
schen Grundtensors kann man die Tensoren in gewöhnlicher Weise mit kova-
rianten oder kontravarianten Komponenten darstellen. 

Bilden wir die Determinante 

g = Det \gik |, 

so haben wir eine wichtige Grundgröße des Raumes -ji,, erhalten. Aus der 
Transformationsformel der gik folgt nämlich, daß 1ig eine Skalarendichte vom 
Gewicht 4 -1 ist, ihre Transformationsformel lautet also: 

(1.3) j ''g=z!\fg, //= Det dx< 
dx' 

Diese Gleichung zeigt, daß das Inlialtsmaß in 3i„' mit Hilfe von ][g definiert 
werden kann, allerdings nur in bezug auf eine ausgezeichnete Folge oder 
ein Feld der Grundelemente. Ist \fg nur vom Orte abhängig, dann existiert 
im Raum ein Inhaltsmaß im gewöhnlichen Sinne (vgl. [2], § 1 und [11], 
S. 358). 

Die Grundfunktion können wir mit Hilfe des metrischen Grundtensors 
in der Form: 

( 1 . 4 a ) L-(x, u) =g1'g'juiuj, ( 1 . 4 b ) U{x,v)=g-'gijviv' 

darstellen. Aus den Formeln ( 1 . 2 ) kann man sofort feststellen, daß die gu: 

und somit auch g in den u;, bzw. vi homogen von nullter Dimension sind. 
Wir bemerken jetzt, daß mit Ausnahme der Grundfunktion alle übrigen den 
Raum charakterisierenden Größen in den u: bzw. v: homogen von nullter 
Dimension sind. 

Die Komponenten des Einheitsvektors, der die Richtung seines Grund-
elementes hat, sind in den beiden Fällen: 

n 5a) I - ^ u - / ' - 1 • 

( 1 . 5 b ) /.• = _ 4 = r t , ; = 
v ' Lfgi '• dv* • 

Wir führen die Bezeichnung 

(a) / ( * , „ ) = > ) / ( * , « ) || 

ein, wo / e i n e homogene Funktion bedeutet. Offenbar ist die Operation ||': 
bzw.- ||fc eine tensorielle Operation, die auch den Homogenitätsgrad der Funkti-
onen nicht ändert. Mit Hilfe dieser Operation läßt sich der Torsionstensor 
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durch die Formel 

(1 .6a ) m = . ( 1 . 6 b ) Aijk = Ygij\\i; • 

festlegen. Durch Verjüngung erhält man aus ( 1 . 6 ) den Torsionsvektor 

(1 .7a) /r = A ; " ' = (log i^)|f , (1. 7b) • A: = = (log 

bzw. 

(1 .8a) = ( 1 . 8 b ) A;„!" = {\—(n — \)q)A;. 

Der Torsionstensor ist in seinen ersten beiden Indizes symmetrisch; aus (1. 2) 
folgt aber, daß er nur im Falle p== 0, bzw. q = 0, oder falls a nur von x! 

abhängt, in allen Indizes symmetrisch ist. Bezeichnen wir die Kontraktion mit 
dem Einheitsvektor /', wie gewöhnlich, mit „o", so wird 

(1 .9a) /V"'' A"'l: plÄ\ ( 1 . 9 b ) Aoi,.. = A,„, = ql,Ak 

und nach. ( 1 . 6 ) 

( 1 .10 ) ÄJO = 0, A" = 0 

in - beiden Fäll'en. Dabei ist es :offenbä'r : gleichgültig, ob die. Indizes- oben-.oder 
unten stehen. 

Die Übertragungsparameter der Parallelverschiebung sind: 

(1 .11a) / % ;'/'/. - r 1 [ A . ; " № -/'/,) ( t \ 

+ Kl ( / , c - Al!n?) (f +MS)]] + [/, r,k\} 7," 

bzw. 

( l . i i b ) rfv=yii^gj''{[Ai;"№-n1)gilu + 

+ K^h;dZ-A,J)(lsgtp + qd;Ai)]] + li, r, k]\ y0',, . wo 

' • {dx'! ^ dx< . dxr J 

is. Wir setzen voraus, daß der Tensor 

(1 .12 ) H ^ ö l + A j ' A j 

vom Range n ist und daher der zu ihm reziproke Tensor K l existiert, für 
'den also 

(1 .13) HaK'h = HlKa=ö'a 

besteht. Das Symbol [/, r, k\ drückt aus, daß in (1 .11a) und (1. I I b ) noch zwei 
weitere Glieder auftreten, wo aber /, r, k zyklisch vertauscht sind und im 
letzten Glied noch das Vorzeichen geändert wird. (Vgl. [5] Gleichung (1 .7 ) . ) 

In ( 1 . 1 1 ) kann man nach der Gleichung (1 .9a ) bzw. ( 1 . 9 b ) 

(1 .14a) pAr — AJ', bzw. (1 .14b) qAr = AMr._ 
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setzen. Die Hauptkrümmungstensören sind: 

(1. 15a) Rm% = ^ + r : \ - i r r ; , ; + I^J r:\-[j\k], 

(1. 15b) ^ J ^ - r ^ V r ^ + r l ^ r V u - m i 

wo das Symbol [j\k] den ganzen vorigen Ausdruck mit vertauschten Indizes 
j und k bedeutet. 

§ 2 . Z u o r d n u n g d e r G r u n d e l e m e n t e d e r d u a l e n R ä u m e . 

Es seien 9L und 9i*( zwei allgemeine metrische Räume5), mit den Grund-
elementen (x, z) und (x, z*), wobei (x, z) und (x, z*) entweder eine kovariante, 
oder eine kontravariante Vektordichte bedeutet. 

D e f i n i t i o n . :)i„, und 9t* werden als duale Räume bezeichnet, falls 
eine ein-eindeutige Zuordnung 

{ x ' = x', 
(2 n 1 

der Grundelemente existiert, für die 

( 2 . 2 ) gik(x,z)=g*k{x,z*) 

besteht, wo gik bzw. gl- die entsprechenden Grundtensoren der Räume :)in bzw. 
31* bedeuten. Dabei werden die Funktionen <pl(x, z*) entsprechend den drei 
möglichen Fällen spezielle Formen haben, die wir im folgenden angeben 
werden. 

Der Fall A). Wir nehmen an, daß die Grundelemente von kovari-
ante Vektordichten vom Gewicht —p, die von 9i* hingegen kovariante Vek-
tordichten vom Gewicht —q sind. Bezeichnen wir die Grundelemente von 
'H,, bzw. mit Ui bzw. «*, dann sollen u-k und u* durch die Relationen 

( 2 . 3 ) H ^ f i x , u*))- i mu>, ^ = D e t | ^ | 

zusammenhängen. Wenn noch ( 2 . 2 ) besteht, dann sind % l und 9C, duale. 
Räume. Die Relationen (2. 3 ) sind invariant in bezug auf eine Koordinaten-
transformation, wie das nach ( 1 . 1 a ) und ( 1 . 3 ) sofort bestätigt werden kann. 
Aus (2. 2) folgt noch sofort, daß 

( 2 . 4 ) g(x,u)^g*(x,u*) 

besteht. ' 

d<pl 

dz1 
+ 0 

?) Die Größen von :H* werden wir immer mit einem Stern kennzeichnen. 



Metrische. Dualität den allgemeinen Räume. 177 

Der Fall B). Die Grundelemente von 9i„ bzw. :)i* seien jetzt kontrava-
riante Vektordichten vom Gewicht q bzw. s. Die Zuordnung ( 2 . 1 ) soll jetzt, 
von der Form: 

( 2 . 5 ) • . i i = ( W ( & n ) q ~ ' v " i 

sein. Die Relation (2. 5) ist nach (1. l b ) und (1. 3) wieder koordinateninvariant.. 

Der Fall C). Das Grundelement ut von 9t„ sei eine kovariante Vektor-
dichte vom Gewicht —p, das von aber eine kontravariante Vektordichte 
'<;iC) vom Gewicht -\-q. Die Relation (2. 1) ist in diesem Fall von der Form:. 

(2.6) u! 

Die Umkehrung der Relationen ( 2 . 1 ) ist in diesem Falle durch 

( 2 . 7 ) 

angegeben, da nach ( 2 . 2 ) offenbar auch g'k(x, u)=g*ik(x, v) folgt. Offen-
sichtlich sind die Gleichungen (2. 6), (2. 7) invariant in bezug auf eine Koor-
dinatentransformation. Das folgt sofort auf Grund der Gleichungen (1. 1)-
und (1 .3 ) . 

Die Übereinstimmung der Grundelemente und der Grundtensoren be-
stimmen die Dualität; im nächsten § werden wir aber zeigen, daß diese 
Zuordnung nur dann möglich ist, wenn entweder der Torsionsvektor ver-
schwindet, oder die Gewichte der Grundelemente in den Fällen A) und B) 
einander gleich sind, während im Falle C) die Gewichte von Ü,: und vl ent-
gegengesetzt gleich sind. In den Fällen A) und B) bedeutet aber die Iden-
tität der Gewichte nach (2. 2) und (2. 3) bzw. nach (2. 2) und (2. 5) die Iden-
tität von und -R*. Nur im Falle C) gibt das eine neue Möglichkeit. 

B e m e r k u n g . Aus ( 2 . 2 ) folgt, daß wenn ein Tensor von 9t,* in kova-
rianten Komponenten mit einem Tensor von übereinstimmt, diese dann 
auch in kontravarianten Komponenten übereinstimmen. 

§ 3 . Übereinstimmung der Grundtensoren. 

Im vorigen §-en haben wir die Dualität der allgemeinen metrischen 
Räume definiert, jetzt wollen wir die Identität von weiteren charakteristischen 
Größen beweisen. 

Der Fall A). Aus ( 1 . 4 a ) folgt nach den Gleichungen ( 2 . 2 ) und (2. 3> 

(3.1) L(x,u) = V{x,u*), 

wo L und L* die entsprechenden Grundfunktionen der Räume bedeuten. Nach. 

Da kein Mißverständnis vorhanden sein kann, schreiben wir statt v*1 hur v>. 



. 1 7 8 A. Moor 

der zweiten Gleichung von (1 .5a) wird wegen (3. 1): 

( 3 . 2 ) / ¡ = * 
Vg>' duj du-, 

Aus (2. 3) und (2. 4) hat man aber • 

^ ( p - Q ) O f g ) r 0 - ^ u J + Ofgy «T,. (IUi (JUi 

Diese Gleichung kann man nach (1 .5a) und (1 .7a) in der Form: 

(3-3) j £ = Q g r ' J [ ( p - < l ) A i l i + * j ] 
schreiben; es wird also aus (3. 2), wenn wir die zweite Gleichung von (1 .5a) 
beachten (in diesem Falle aber für die Größen von ¡R*): 
(3 .4 ) + 
Aus den'Gleichungen (2 .3) , (2 .4 ) und (3. 1) folgt-aber-auf' Grund von (1 .5a) 
unmittelbar, daß 

(3 .5 ) f(x, n) = i'(x, u<) 

besteht. Somit wird nach ( 3 . 4 ) entweder p = q, oder Ä' = 0. 
Die Gleichung ( 3 . 3 ) bekommt also die Form : 

(3 .6 ) fc" 

Aus den Gleichungen ( 2 . 2 ) und (3 .6) erhalten wir nach ( 1 . 6 ä ) : 

A.;x . 1 0g*:J du* 
2 VF* OiC du, 

Wie am Schluß des zweiten § bemerkt wurde, ist außer den trivialen 
"Fall p = q eine Dualität zwischen Räume von kovarianten Vektordichten nur 
dann möglich, wenn die Torsionsvektoren verschwinden. 

Der Fall B). In diesem Falle können wir ganz ähnlich verfahren, wie 
im Fall A). Nach ( 2 . 5 ) und (1 .4b) bekommen wir sofort 
(3.7) L(x,v) = L*{x,v) 
und aus (2. 5) und (1 .5b) wird wieder: 
(3.8) li(x,v) = lt'(x,v*). 

Mit der vorigen Methode erhält man auf- Grund der zweiten Gleichung 
von (1. 5b) daß- entweder. q = s, oder A*' = 0 ' besteht. Aus ( 2 . 2 ) kann man 
auch jetzt unmittelbar 
(3 .9 ) A;ju(x, v) = A*jk(x, r*), 

<3.io) ( i ^ r * 
herleiten. 
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Der Fall C). Beachten wir in diesem Falle noch die Gleichung 
f&(x,v)g>-'°(,x,u) 

die nach ( 2 . 2 ) offenbar besteht, so bekommt man aus (2. 7) nach der Iden-
tität ( 1 . 4 b ) unmittelbar die Relation: 
<3.11) L ( x , u ) = L*(x,v) 
und somit wird aus (2. 6) 
( 3 . 1 2 ) /,-(*, u) = /?(x,v;). 

Die Herleitung der Formel für ist etwas länger.- Aus der Glei-

chung ( 2 . 6 ) bekommt man nach (1 .5b) , ( 1 . 6 b ) und ( 1 . 7 b ) : 

Nach ( 1 . 9 b ) bekommt man aus dieser* Gleichung: 

(3 .13) | 

Differenzieren wir jetzt ( 3 . 1 1 ) nach v1:, so wird nach der zweiten Gleichung 
von (1. 5b ) : ' # 

/r = l [ p l L i O L . 
/'' ^ diu- a b -

setzen wir in diese Gleichung den Wert aus ( 3 . 1 3 ) ein, so muß wegen dv 
( 2 . 2 ) und ( 3 . 1 2 ) entweder p = q, oder At = 0 bestehen. Aus (3. 13) wird 
jetzt: • 

(3-14) . H = 

Nach (2. 2) und (3. 14) bekommen wir für die Torsionstensoren der 
Räume: 

Aijk = Ayl.-, 
es ist nämlich: 

2 g^g.*' ^v'. -

Unsere bisherigen Resultate können wir im folgenden Satz zusammen-
lassen : 

S a t z 1. Für die Dualität der allgemeinen metrischen Räume %t und 
ist notwendig, daß entweder das Gewicht der Grundelemente bis auf das 

Vorzeichen einander gleich sei, oder daß der Torsionsvektor AL verschwinde. 
Im Falle A) und B) stimmt das Vorzeichen der Gewichte überein, im Falle C) 
ist es aber nach (1. 1) verschieden. 

Wir werden im folgenden sehen, daß diese Bedingungen schon hin-
reichend sind, wenn noch die metrischen Grundtensoren in. entsprechenden 
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Grundelementen übereinstimmen; vgl. dazu den Satz V. der eben diese Tat-
sache beweist. Offensichtlich folgt aus dem Satz I, nach ( 1 . 7 ) der 

S a t z I I. In den dualisierbaren Räumen mit q existiert immer ein 
Inhaltsmaß im gewöhnlichen Sinne. 

(Im Falle A) und B) sind die Gewichte, wie schon bemerkt wurde, 
immer verschieden.) 

Die Finslerschen Räume, für die A = 0 und L(x,x)> 0 besteht, sind 
aber nach einem Satze von A. DEICKE (vgl. [7]) mit den Riemannschen 
Räumen identisch. Ist ein allgemeiner Raum mit p^O zu einem Finslerraum 
dual, dann ist nach Satz I für beide Räume A; = 0. Somit hat in diesen 
Räumen der metrische Grundtensor die Form: 
(3-15) gik ---=£;*(*). 

Diese Räume sind also im wesentlichen auch Riemannsche Räume. Läßt man 
die Bedingung L(x,u)> 0 oder L(x, v) > 0 fallen, will man also nur solche 
Räume berücksichtigen, deren Metrik nicht positiv definit ist, wie sie z. B. in 
der Relativitätstheorie benutzt werden (vgl. etwa [10]), so folgt aus Ai = 0 
nicht, daß der Tensor gih die Form ( 3 . 1 5 ) hat. Ein Beispiel für einen solchen 
Raum befindet sich in L. BERWALDS Arbeit [2], Fußnote 39 ,auf Seite 161. 
Vom geometrischen Standpunkt aus ist es zweckmäßig in diesen Räumen 
unsere Betrachtungen auf solche Teilbereiche der Grundelemente, beschränken, 
in denen L > 0 besteht. Offenbar kann man in diesen Räumen, ebenso wie 
in der Relativitätstheorie, den „Nullkegel" konstruieren. (Vgl. [10] S . 252—254. ) 
Die Konstruktion wollen wir aber jetzt nicht durchführen, da diese in erster 
Reihe ein physikalisches Interesse'hat. 

Das zitierte Beispiel von L. BERWALD kann man leicht auf allgemeine 
Räume übertragen. Das beruht auf der Tatsache, daß falls F(x, z\..., z") 
eine Funktion bedeutet, die ebensolche Eigenschaften hat, wie die Grundfunk-
tion L(x, u), dann 

£>-• Detj/;,.j •.-/••""/•-, 
mit 

d3F \&F 
dz^z'^dz" 

ist. Es sei jetzt F(x,z) = L(x,u), so wird, wenn wir zl = Ui setzen (da es 
jetzt um eine rein formale Rechnung handelt, kommt die Stellung der Indizes 
nicht in Betracht): 

(3 .16a) ¿i = — T ^ D e t 

u 
1 O'F-
2 dz^z" F r-

d-L ÖL 
DUIDUT duh-

ÖL 
0 

OU; 
0 



Metrische. Dualität den allgemeinen Räume. 181 

Entsprechend ist im kontravarianten Fall : 

( 3 .16b) ¿ , = = — Det 

Es ist also in beiden Fällen 

c 
und nach 

d2L \ dL 
d'tfdv* i d.v* 

dL ; o 
dv 

(a) • g = a 71 p- 1 (b) . g = a •vq-1> 

wird 
n'+i i 

( 3 . 1 7 a ) , g ^ Ü ^ L f ^ , 
ii+i i • 

(3 .17b) g ^ L ^ L x ^ K . 

Ebenso wie in der Cartanschen Geometrie ergeben die Grundfunktionen 
i i 

(a) L(x, « ) = ( « ! « , . . . « „ ) " , (b) L(x,v)==(v'v-.. ,vn)7' 

solche Räume, für die — 0 besteht, wenn nur n ungerade ist. In beiden 
Fällen wird Lx die Form 

/-, ü>(n)L " 1 

haben. Man kann im allgemeinen einen Raum 31« mit Al = 0 dadurch charak-
terisieren, daß seine Grundfunktion die Lösung der partiellen Differential-
gleichung 

( 3 . 1 8 ) /„, rP(x)L " 1 

ist, wo L, durch (3. 16a) bzw. im kontravarianten Fall durch (3 .16b) ange-
geben ist. 

Zum Schluß dieses Paragraphen bemerken wir, daß in den Fällen A) 
und B) aus 

f(x, u)=r(x,ut), f(x, ^ 

nach ( 3 . 6 ) und (3r 10) die Identitäten 

(3 .19a) / U ' W T (3 ,19b) 

folgen, wenn /und /* zwei Größen der Räume 9t „ und 9t* sind. Im .Falle C) 
folgt nach (3. 14) : 

( 3 . 2 0 ) . .. r\\k=gr,ff, 

wenn 
f(x,r) f(x.u) 

besteht.^ 
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§ 4 . Identität der Übertragungsparanieter 
und der Krümmungstensoren. 

• 

Die Fälle A) und B). Aus den Definitionsgleichungen ( 2 . 2 ) der 
dualen Räume kann nach einer leichten Rechnung gefolgert werden, daß die 
Übertragungsparajn.eter und die Krümmungstensoren der dualen R ä u m e i n 
einander entsprechenden Grundelementen identisch sind. Aus ( 2 . 3 ) bzw. 
(2. 5 ) folgt nämlich : 

(4 .1a ) f ( 4 . 1 b ) ^ = V / d x k V* r / Q X k \ / d x i . vv / d x i . 

Sind nun f(x, u) und f*(x, u*) zwei Größen, für die die Relation 

f(x,u)=f(x,u') 

besteht, und betrachten wir x\u* als unabhängige Veränderlichen, so folgt, 
wenn / in den ih bzw. f* in den u* homogen von nullter Dimension ist, daß 

( 4 . 2 ) » r v ' dxl dx' 

besteht. Nach (4. ,1a) besteht nämlich auf Grund der Eulerschen Relation 
über homogene Funktionen : 

df Oui_Q 
' dUi dx" 

In entsprechender Weise folgt die Gleichung ( 4 . 2 ) auch im Fall der kontra-
varianten Vektordichte als Grundelement. 

Aus den Gleichungen (4. 1) und ( 3 . 1 9 ) folgt nun die Identität der 
Übertragungsparameter und der Krümmungstensoren. 

In dem Falle C), wo es sich also um die Dualität eines Raumes mit 
kovarianter Vektordichte zu einem mit kontravarianter Vektordichte handelt, 
werden wir die Identität der Grundgrößen mit Hilfe der „oskulierenden 
Räume" durchführen können. In den nächsten Paragraphen konstruieren wir 
deshalb den oskulierenden Raum; wir werden aber keine Einschränkungen über 
den Torsionsvektor Al machen. Im folgenden werden wir schon die Bedingung 
i4*==0 fallen lassen und somit wieder den allgemeinsten Fall untersuchen. 

§ 5 . Der oskulierende Riemannsche Raum. 

(a) Räume mit kovarianter Vektordichte als Grundelement: Bevor wir den 
oskulierenden Riemannschen^aum eines allgemeinen metrischen Raumes 9i„ 
mit kovarianter Vektordichte als Grundelement konstruieren, werden wir die 
Formel des Übertragungsparameters, also ( 1 . 1 1 a ) etwas umformen. Über-
schieben wir (1. l i a ) mit /,, beachten wir die Gleichungen (1 .9a) , (1. 12) 
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und (1.14a), so erhalten wir für die Übertragungsparameter die Formel: 

(5 .1 ) Ftjk — '/ißt -f- Aij Tmok + Ajk r*wi—Am r,* 0 j , 

die man noch in der Form 

(5 .2 ) ffjk = Yißt-\- A^ rMOk -j- Ajk f moi—Au- r m a j 

schreiben kann, wo für r M , die' Relation 

r r* A m r /"" n! Am r iok *- £oli *• mok —: ' tok ylit* ' mok 

besteht. ( 5 .2 ) stimmt dann mit der "Gleichung (3. 9) (a) von , [6], S. 246 : 

überein. 
Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Konstruktion des oskulierenden 

Riemannschen Raumes über7). Es sei eine Folge der Grundelemente 

(5 .3* ) r .r(/), 
(5.3**) Ui = Ui(t), 

die wir Grundfolge nennen wollen, angegeben, wo die auftretenden Funk-
tionen im folgenden immer hinreichend oft stetig differenzierbar seien. Durch, 
jedes Element von (5 .3 ) legen wir nun eine Hyperfläche hindurch in der 
Weise, daß diese Schar von Hyperflächen einen «-dimensionalen Teilbereich 

um (5. 3) schlicht bedecke. Dabei betrachten wir die Hyperfläche als den 
Ort ihrer Grundelemente. (Vgl. [6] S. 252.) 

Ist nämlich einei<Hyperfläche in ,parametrjsaher,iForm. durch 

= X£(<7], O-, . . . , O' 1- 1) 

angegeben, so kann man in jedem ihrer Punkte die Größen 

= 1);+I D e t 
dx r 

dok A: = 1 , 2 , . . . , H - 1 

bestimmen. Die pi(o) bilden eine kovariante Vektordichte vom Gewicht —1.. 
Diejenigen (x\ ui), für die das Verhältnis der ii; mit dem derp< übereinstimmt, 
werden wir als das dem (Xi,pi) zugeordnete Grundelement bezeichnen. Somit 
erhalten wir unsere Hyperfläche in der Form: 

r = ¿(o1, a-,..., ff'"1), u:. = o(x)Ui{o\ a 2 , . . . , ff1'"1). 

Nach unserer vorigen. Konstruktion haben wir erreicht, daß J n sö zu 
jedem Punkt xi eindeutig ein Grundelement Ui(x). zugeordnet ist, nämlich 
dasjenige Grundelement, das von der durch den Punkt xl hindurchgehende 
Hyperfläche unserer Schar bestimmt wird. In den Punkten der Kurve (5 .3* ) 
sind diese Grundelemente nach der Konstruktion offenbar eben die durch 
(5 .3** ) angegebenen u,. Offenbar gilt für die in den Punkten der Kurve 

•) Die oskulierenden Riemannschen Räume sind in Spezialfällen in den Arbeiten [13] 
und [16] untersucht worden. In [13] ist p = 1 bzw. in [16] <7 = 0. 
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(5. 3*) definierten (5 .3** ) 
UiW-mixit)). 

Führen wir jetzt die Ui(x) in den metrischen Grundtensor ein/ so be-
kommen wir einen eindeutig bestimmten Tensor 

(5 .4) Yilt(x)=gik{x,p(x))~gik{x,u(x)), 

der allein von den xl abhängig ist, also einen Riemannschen Raum darstellt. 
Diesen Raum wollen wir den oskulierenden Riemannschen Raum in 33 
bezeichnen. 

Wir wollen jetzt eine Annahme über unsere Schar von Hyperflächen 
machen. Wir wählen einen Punkt x' aus 23, und einen Punkt x'(t) aus (5 .3 * ) 
so, daß 

(5 .5) |x' —x'(t)| <*• (t: fest) 

bestehe, wo s eine beliebig vorgegebene Größe ist. Der Einheitsvektor, der 
die Richtung von üi(x) hat, ist h(x). Unsere Annahme lautet nun: 

F). Der Vektor h(x) soll im oskulierenden Riemannschen Raum in den 
beiden Punkten xl und xl(t) parallel sein, wenn Größen höherer als erster 
Ordnung in s vernachlässigt werden. 

Die anschauliche Bedeutung dieser Annahme betreffs des Vektors U(x) 
ist die folgende: liegen die Mittelpunkte xi der Grundelemente «¿(x) in einer 
schmalen Umgebung von (5 .3*) , so sind die zu diesen Grundelementen 
gehörigen Einheitsvektoren im oskulierenden Riemannschen Raum in erster 
Annäherung parallel. 

Wir geben jetzt die analytische Formulierung unserer Annahme. Wir 
legen durch die Punkte x.1 und x'(t) die Kurve 

<5.6) ( i : f e s t ) 

Offenbar besteht für die Punkte von ( 5 . 6 ) die Ungleichung (5 .5 ) . Nach 
unserer Bedingung soll h längs (5. 6) in dem durch ( 5 . 4 ) bestimmten Rie-
mannschen Raum parallel sein. Das ergibt die Gleichung: 

i d h . ) d x k 

(p) • ' . ' " . • 
wo r'i'kix) die aus den y lk gebildeten Christoffelklammern bedeuten. In Hin-
sicht auf ( 5 . 6 ) bekommt man 

( 5 . 7 ) . = 

eil- i9) ' • 
Die Größen /TO, ~ , I?.h sollen in (5. 7) alle längs der Kurve ( 5 . 6 ) gebil-

0 x 
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< 5 . 8 ) 0. 

det werden. Verwenden wir jetzt den Mittelwertsatz der Differentialrechnung8) 
dl- (e) 

auf die Größen /,„, — ^ und r ? , : , und vernachlässigen wir die Glieder in s 
U ^ . 

höherer Ordnung, so bekommen wir eine Gleichung von der Form (5. 7), in 
der aber die genannten Größen längs xl(t) (t fest) zu bilden sind. Wegen 
der Willkürlichkeit des Punktes 5c*.bekommt man aus ( 5 . 7 ) : 

d.x" 

Diese Gleichung besteht also nach unserer Forderung längs ( 5 . 3 * ) . Die 
Gleichung ( 5 . 8 ) können wir noch nach der Relation ( 1 . 5 a ) in der Form 

/K n\ '> «< L / • f ' I , o , l'g1, ! 
(5- 9 ) ^ f ! " ' 

angeben. Das Glied f,.us wird im folgenden keine Bedeutung haben, da der 

3 u 
Ausdruck ——f- immer in Relationen von der Form 

. DXH 

0 T ,/ u. 
diis ox': 

auftreten wird, wo T(x,u) in den U; homogen von nullter Dimension ist. 
Nach der Eulerschen Relation über homogene Funktionen ist aber 

vT . 
, ii, 0. • , • <"'* " 

Bilden wir jetzt die Christoffelklammer aus dem Tensor ( 5 . 4 ) . Es wird : 

/r , m . , VF (A * du, . . s dus s duA 
<5. 10) , /,,..• ^ - i - l \A:j - j j r + Aj* , r - - J , 

wo 

1' (dgy , dgjk "dg,*) 
. - i , } k 2 I. dx" ^ axi dxi) 

ist. Dabei haben wir die aus ( 1 . 6 a ) folgende Formel 

As — — p-..| ls ' 

benützt. Nach ( 1 . 9 a ) und {S . 10) wird: , 
/ r , VF f « ' > du,. . , ,>• du,- . r du <5. 11) rsok^ysok + ±j-\plsÄ -JW+phA -^--Asi: ~-l'\ . 

s) Aus l„,(x(o)) wird z. B.: 

L = L(x(t)) -i- o(xi~xi(t)) — 0x> 

-wo die Argumente von sind: 

xHf) + &o(x;—x-(t)) (0 < & < 1). 
A 13. 
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Nach ( 5 . 9 ) und (5. 11) wird: 

' d u r (5. 12) V 
L .. dUt r • 

Yroo+pA'-^^r—follr. dx> ' fgi '/"" dxr 

Aus der aus (1. 12) folgenden Relation 

A'A,; i<>ii 
r —-Oy 

folgt wegen (5 .9 ) , ( 5 . 1 1 ) und (5. 12) nach Überschiebung mit A": 

(5. 13) 
d u l h 

. dxl ( H l - p l r A ' ) - Al yiür - (//,'" — d?) 
p 

Wir bemerken jetzt, daß man im Falle p = 0 (5. 12) unmittelbar in die 
Gleichung ( 5 . 1 1 ) einsetzen kann, was wegen ( 5 . 2 ) 

(?) 

( 5 . 1 4 ) . /;../.. r * , ! : 

ergibt. 
Diese Gleichung werden wir aber auch im allgemeinen Fall, also für 

/7={= 0 herleiten. Überschieben wir die Gleichung (5. 13) mit 
Kidl+phA"), 

so wird man nach (1. 13) und nach der Relation 

(5. 15) k : /, 

(vgl. etwa [5] S. 2 9 6 ; nach ( 1 . 1 2 ) und (1. 13) kann man aber die Relation 
(5. 15) sofort verifizieren), die Gleichung , 

(5. 16) A* 
du„ 
dxl Yg" 

Kl Atytor--{H7-(fr)y„ ' p ' 

erhalten, wo [• • •] solche Glieder bedeutet, die im folgenden ausfallen werden. 
Nach (5. 9) und (5'. 11) wird die Gleichung 

..V 0 Iis An' 
d x k 

A-s 
• 

L , , du,-^•y^+plkA 
Yg d x s 

A rJU^» 
Ask dx* 1 

bestehen. Setzen wir in dieses Gleichung die Werte aus (5. 12) und ( 5 . 1 6 ) 
ein, so erhalten wir nach einigen leichten Umformungen : 

L : Ö US 

. d x k Yg" 
- A sr*0, tltj ! s I; . 

Setzen wir diese Werte in (5. 10) ein, so erhalten wir unmittelbar die w i c h -
tige Relation: 

(?) 
( 5 . 1 7 ) • r,Jk(x) = / •*,(*> «), 

die längs der Grundelementfolge ( 5 . 3 ) besteht. 
Wir können diese Resultate im folgenden Satz zusammenfassen : 
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S a t z III. Längs der Folge von Grundelementen stimmen die Über-
tragungsparameter des oskulierenden Riemannschen Raumes und die des allge-
meinen Raumes 9i„ überein. 

B e m e r k u n g . Aus (5. 17) folgt sofort die Gleichung (5. 14); aber es 
gilt auch, daß aus (5. 14) nach (5. 9) und (5. 10) die Relation (5. 17) folgt. 

Nach (5. 17) können wir die Gleichung ( 5 . 9 ) in der Form 

schreiben. Mit Hilfe dieser Gleichung können wir sofort den folgenden Satz 
beweisen: 

S a t z IV- Längs der Folge von Grundelementen stimmt.das invariante 
Differential eines Vektors im oskulierenden Raum mit dem des Vektors im 
allgemeinen Raum 3i„ überein. 

B e w e i s . Das invariante Differential von t,1 im oskulierenden Riemann-
schen Raum lautet: 

(?) (?) 
(5- 19) /J ; ' d i : • f ! a d x : . 
Längs (5. 3) ist nun 

Qu, 
d x k 

somit wird nach (5 .10) und (5. 18) 
(?) ' • 

(5 .20 ) /V/dx CTdiL - r:,dx\ 
w o 

• Fik = Fi''k—M Fsoii = F/.k—M FSOk, C{ 

bedeuten. Setzen wir nun ( 5 . 2 0 ) in (5. 19) ein, so bekommen wir eben den 
Satz IV. (Vgl. etwa [6] S. 246.) 

Wir wollen noch darauf hinweisen, daß man mit Hilfe des oskulieren-
den Riemannschen Raumes das invariante Differential in diesen allgemeinen 
Räumen ebenso einführen könnte, wie im Finslerschen, Raum das von Herrn 
0 . VARGA durchgeführt wurde (vgl. [16]. Für den Cartanschen Raum vgl. 
[13])-

* 
* * 

(b) Räume mit kontravarianter Vektordichte als Grundelement.. In diesen 
Räumen können wir bei der Konstruktion des oskulierenden Riemannschen 
Raumes in ungefähr analoger Weise verfahren wie vorher, doch werden wir 
der Vollständigkeit halber die Konstruktion auch jetzt durchführen; wir wol-
len aber in erster Linie diejenigen' Überlegungen ausführen, die von dem 
vorigen Fall abweichen. 

, dx': = du,, v>' • 7 
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(1. I I b ) können wir in die Form: 

(5. 21) / 'ijl. Y ¡.iL' Aij fowk ' AjU I^omi îfc Fo-mj v-

umwandeln. 
Es sei nun eine stetige Folge 

( 5 . 2 2 * ) x{ = x ! ' (0 , 

( 5 . 2 2 * * ) v' = tf(t) 

der Gründelemente, die Grundfolge angegeben. Durch jedes Element von 
{5. 22 ) legen wir eine Kurve hindurch, und wir betten die Kurven in eine 
Kurvenschar ein, so daß diese Kurvenschar einen n-dimensionalen Punkt-
bereich 33 um (5. 22* ) schlicht bedecke. 

Gegenüber der vorigen Konstruktion benützen wir hier statt der Hyper-
flächenschar Kurvenscharen, da zu den Punkten einer Kurve 

x'^x'(s) 
ein kontravarianter Vektor in natürlicher Weise zugeordnet ist; nämlich der 
Tangentenvektor 

Der Tangentenvektor in einem Punkt bestimmt aber eindeutig im Raum 3i„ 
ein Grundelement 

' V< = v*(s), 

wo das Verhältnis der vl mit dem der x'1 übereinstimmt. Somit erhalten wir 
für eine Kurve unserer Kurvenschar die Darstellung 

xi = xi\s), vl = vl(s). • 
: Zu jedem Punkt x1 in 23 ist. also eine kontravariante Vektordichte V'"(JC) 

zugeordnet, nämlich dasjenige Grundelement, das durch diejenige Kurve 
bestimmt wird, die eben durch x{ passiert. Längs (5. 22* ) gilt natürlich 

' • ' ( 0 ( * ( > ) ) • 

Führen wir jetzt die v'(x) in den metrischen Grundtensor ein, so erhalten 
wir den Tensor 

( 5 . 2 3 ) yl/;(x)rs::gi/;(x,v(x)), 

der den metrischen Grundtensor des okulierenden Riemannschen Raumes 
darstellt. ~ 

Wir stellen auch in diesem Falle über den Einheitsvektor t(x), der die 
Richtung seines Stützelementes hat, die folgende Forderung: 

F') Wenn xl aus 23 und x{(t) aus (5. 22*) gewählte Punkte sind, für die 
|j?—x'iOl c« (t fest) 

besteht, dann soll ll(x) im oskulierenden Raum in den beiden Punkten x' und 
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x*(t) parallel sein, wenn Größen höherer als erster Ordnung in s vernach-
lässigt werden. Damit haben wir die konstruierte Kurvenschar spezialisiert. 

Aus dieser Bedingung können wir leicht die der Gleichung (5. 8) ent-
sprechende Relation ableiten. (Vgl. [16], insb. die Herleitung der Gleichung 
(2, 18) auf Seite 172.) Es wird: 

(5-24) . • + = - ' 

das man nach ( 1 . 5 b ) auch in der Form: 

(5 -25) ^ = (/, = - ¿ > § ¿ 1 ^ ) 

schreiben kann. 
Die Christoffelklammer, gebildet aus dem Tensor ( 5 . 2 3 ) ist : 

(i>) 1 f n if ß vs D if 

•Lfg'1 \ "x\ dx' . dx' 

Aus. den Gleichungen ( 5 . 2 5 ) und (5. 26) erhalten wir in Hinsicht auf ( 1 . 9 b ) 

• . ^ № + 2qfA,) =~L f r "A, + +/>'• 

Überschieben wir diese Gleichung mit , • 

{ö'~2 qtAs), . 
so wird 

(5 .27 ) - f ^ = — Z . Z o o + ^ ^ . 

Aus (5. 25) und (5. 26) bekommt man noch wegen 

A,Askr = — (Hkr—gkr), //„, = /,. 

nach Verwendung von (1. 13) 

(5. 28) Am = -L]Jg>Kl: ^AsY:k + ^(gkr-Hkry/:0 

B e m e r k u n g . In unseren Betrachtungen können wir immer <7=j=0 
bedingen, da der Fall <7 = 0 in [16] schon vollständig entwickelt ist. 

Wir können jetzt die in (5 .26) auftretenden Größen 

IJS d x k 

berechnen. Nach (5. 25), ( 5 , 2 7 ) und (5. 28) wird 

( 5 . 2 9 ) A y . - £ j r = - L V F > A i / r Z k 
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(Bei der Herleitung von ( 5 . 2 9 ) haben wir noch zur Vergleichung 

( 5 . 3 0 ) A t / r l u 

aus (1. I I b ) berechnet.) Nach ( 5 . 2 6 ) und ( 5 . 2 9 ) folgt in Hinsicht auf ( 5 . 2 1 ) , 
daß längs der Grundelementfolge (5. 22) 

(o) • -

( 5 . 3 1 ) . r , j l ; ( x ) : /- ,M-V ; ) 

besteht. Damit haben wir die Gültigkeit des Satzes III auch im Fall der 
kontravarianten Vektordichte bewiesen. 

Benützen wir nun die längs (5. 22*) gültige Relation 

so kann man auch in diesem Falle den Satz IV beweisen. Aus (5. 19) und 
(5. 26) bekommt man nämlich 

fe) • 
( 5 . 3 2 ) Fhdx1 = Cldv° + F!,:dxk, 

wo •' 

Ffl;z=Fi\--\-AfsI''ok, Cfs = 77=A/s 
• Lfg7' • 

bedeuten. Setzen wir ( 5 . 3 2 ) in (5. 19) ein, so bekommen wir eben den Satz 
IV im kontravarianten Fall. (Vgl. [6] S. 246.) 

B e m e r k u n g . Offenbar ist 

und wegen Afu.= 0 können wir noch für r*Jh die Relation 

aufschreiben, die mit der von E . T . D A V I E S angegebenen Formel vollständig 
übereinstimmt. (Vgl. [6] Gleichung (3. 9b).) 

* 
* * 

Geometrische Bedeutung der Annahme bezüglich l'(x). Die Annahme, 
die wir für den Einheitsvektor l'(x) in beiden Fällen vorausgesetzt haben, ist 
analytisch durch ( 5 . 8 ) bzw. ( 5 . 2 4 ) angegeben. Überschieben wir diese 
Gleichungen mit dx1-, so folgt, daß längs der Grundfolgen das invariante 
Differential des Vektors l'(x) im oskulierenden Riemannschen Raum ver-
schwindet. Nach dem Satz IV verschwindet aber dann das invariante Diffe-
rential von /!(x, u) längs der Grundfolge dev Grundelemente auch im allge-
meinen metrischen Raum Di». 

Das bedeutet aber, daß die einzelnen Hyperflächen bzw. die einzelnen 
Kurven der Scharen, mit denen wir den oskulierenden Riemannschen Raum 
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konstruiert haben, mindestens längs der Grundfolgen „autoparallel" sein 
sollen. 

Autoparallele Hyperflächen, oder Hyperebenen, existieren nicht in jedem 
dln- Für die Existenz solcher Gebilde hat L. BERWALD im. Cartanschen Raum 
{ / 7 = 1 ) die Bedingung 

( 5 . 3 3 ) Roju = 0 

abgeleitet (vgl. [1] S. 235—236) . Autoparallele Kurven existieren dagegen 
immer in den Räumen Di„ und sind im Falle 

A ooi — 0 

mit den Extremalkurven identisch (vgl. [6] S. .257—258 und [9] S . 77). 
Wir betonen aber, daß die einzelnen Elemente der Scharen nicht in 

allen ihren Punkten geodätisch zu sein brauchen. Vgl. noch dazu die Fuß-
note30) in [16] auf Seite 170. Nach dieser Bemerkung genügt also zur .Mög-
lichkeit der Konstruktion, daß. die Flächen- bzw. Kurvenschar längs der 
Grundfolge eine Schar der aütoparallelen Flächen bzw. Kurven oskuliere, d. h. 
daß unsere Konstruktion auch in Räumen gültig ist, für die ( 5 . 3 3 ) nicht 
besteht. 

§ 6 . Identität der-Übertragungsparameter und Krümmungstensoren 
der dualen Räume mit kontravarianter bzw. kovarianter 

Vektordichten als Grundelement. 

Bedeute jetzt wieder Di* einen allgemeinen metrischen Raum mit kontra-
varianter Vektordichte, 9l„ einen solchen mit kovarianter. Vektordichte als 
Grundelement. Nach den Resultaten von § 3 muß also für die Dualisier-
barkeit von Dir. und Di„ entweder der Torsionsvektor Al verschwinden, oder 

p = q sein. Die Grundelemente von Di„ und Di*, sind einander durch ( 2 . 6 ) 
und ( 2 . 7 ) zugeordnet. 

Es sei eine Grundfolge 

a": r ( / ) , v' = -i>'(t) 

in Di* angegeben, zu der wir mit der im vorigen Paragraphen angegebenen 
Methode den oskulierenden Riemannschen Raum konstruieren. In einem Teil-
bereich 23 von Di* ist dann 

< 6 . 1 * ) /;' v:(x) 

und nach (2. 6) wird auch -

<6.1) . II; ti;(x) 

bestehen. Aus (2. 2) hat man noch die Identität: 

<6.2) g,3(x, u(x)) = g*(x, v(x)) = y„(x), 
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wo Yij(x) den metrischen Fundamentaltensor des oskulierenden Riemannscheri 
Raumes bezeichnet; ( 6 . 2 ) bedeutet nach ( 6 . 1 ) , daß zu dem oskulierenden 
Raum von 9t* automatisch ein Riemannscher Raum zugeordnet ist, von- dem 
wir sogleich nachweisen, daß er ein oskulierender. Riemannscher Raum voa 
9t,, ist. Dazu müßen wir nun zeigen, daß die Forderung F ) , die sich analy-
tisch durch (5. 8). ausdrückt, für gültig ist. 

Zufolge der Gleichungen ( 2 . 6 ) , (3. 12), (6. 1*) und (5. 24) wird aber der 
zu ( 6 . 1 ) gehörige Einheitsvektor ¡¡(x) die Gleichungen ( 5 . 8 ) längs der 
Grundfolge befriedigen. Daraus folgt nun, daß der zuvor erwähnte Riemann-
sche Raum ein oskulierender Raum ist. 

Die Gleichungen (5. 8 ) und) (5. 24) sind übrigens tensorielle Relationen, 
und sie drücken aus, daß das kovariante Differential des Vektors /' im osku-
lierenden Riemannschen Raum längs der Grundfolge verschwindet. 

Nach Satz III ist aber längs der Grundfolge 
(?) 

( 6 . 3 ) r i j k ( x ) ^ r U x , v { x ) ) = r U x , u ( x ) ) , 

wo wir mit r * J k den Übertragungsparameter von -9t,, bezeichnet haben. Zu 
jedem dualen Elementenpaar 

(-*, '•), (x,u) 

der Räume 9t* und 9t» kann man aber einen gemeinsamen oskulierenden 
Riemannschen Raum konstruieren. Dann folgt aus (6. 3) 

( 6 . 4 ) . * r r A x , v ) = T & ( x , u ) ; 

diese Gleichung drückt aus, daß die Übertragungsparameter. der dualen 9 t 
und 9t* übereinstimmen. 

Aus (6. 2 ) und (6. 4) folgt selbstverständlich auch 

(6.5) r?k(x,v) = f?k(x,u). 

Wir beweisen jetzt die.Identität der Krümmungstensoren ( 1 . 1 5 a ) und (1. 15b). 
Nach (3. 20) und (6. 5) folgt: 

te. k\ 0 F i J k N R * r dFi J k . 0 I i Ji; 0 Ut 
( 6 - 6 ) = T x ^ + T U T ö x ^ ~ ~ g r t 1 fcl|r° 

dabei haben wir xl, vl als unabhängige Veränderlichen betrachtet, während 
u'iVonxl,vl gemäß ( 2 . 6 ) abhängt. Die Gleichung ( 2 . 6 ) schreiben wir nun in 
der F o r m : 

( 6 . 7 ) . ut = Q / ] r r " ~ q g r t ( x , u ) v r . 

Wegen (3. 12) und 

^ ,/ = 2 ( ) f g )'*''"'Arl* t = 2p(\fgy%A" . 
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bekommt man aus (6. 7) 

(6-8) ^ = u t ( p m ( x , u , v ) + - ^ M ± r , 
dxm Vgi> ßxm 

wo (pm(x,u, v) eine Funktion der Argumente x, u, v bedeutet, die man aus 
(6. 7) leicht explizit bestimmen könnte, die aber für die folgenden unwesent-
lich ist. Setzen wir ( 6 . 8 ) in (6. 6) ein, so wird wegen der Homogenität null-
ter Dimension der Fi\ in den ut die Relation ' 

/•FI OY d l l Jk r*J II T~*r —lilJL r*i L L ' - F 9 ^ í r* 1 

bestehen. Nach ( 5 . 1 ) wird wegen der Identität (1 .9a ) 

/>' h* r* Ort) A*'r 
— — l l otm • l tom ¿é^fitr\ l rom* 
Ö X 

Setzen wir das in (6. 9) ein, so wird in Hinsicht auf die Homogenität von 
nullter Dimension der f*Jk in den ut: 

(6 .10) ' ^ - r v ^ n ^ ^ r v ^ T L , : 

Aus den Relationen (6. 5) und (6. 10) folgt die Identität der Krümmungstensoren 
der dualen Räume. . 

Aus der Relation (6. 5) kann noch eine weitere fundamentale Identität . 
bewiesen werden. Wenn für ein Vektorpaar die Gleichung 

?'(*, >:) P(x, u) 

in den einander entsprechenden Elementen besteht, dann folgt: 

(6.11) = 
Der Beweis kann analog zur Rechnung geführt werden, die aus (6. 5) zur 
Gleichung (6. 10) führte. Statt rVk steht hier g . . 

Wir können also unsere Resultate über die dualen Räume im folgenden 
Satz zusammenfassen: 

S a t z V. Die Grundgrößen der dualen allgemeinen Räume stimmen in 
den einander entsprechenden Grundelementen überein. Die Grundoperationert)-
ergeben aus übereinstimmenden Größen wieder übereinstimmende Größen. 

Sind die Räume 9t» und 9i* dualisierbar, dann ist entweder p = q, oder 
es verschwindet identisch der Torsionsvektor A\ 

Aus dem letzten Teil dieses Satzes folgt, daß die Räume dtn mit kovarian-
ter Vektordichte als Grundelement mit den Räumen 9i,* mit kontravarianter 

'•>) Die Grundoperationen sind: 1) das invariante Differential, 2) die kovariante Ablei-
tung und 3 ) die Operation |¡4 bzw. ||t. Die Indentität der invarianten Differentiale der 
dualen. Räume folgt unmittelbar aus Satz IV, da die oskulierenden Räume von Dt„ und! 
3?* gemeinsam sind. 
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Vektordichte als Grundelement gleichberechigt sind, falls das Gewicht der 
•Grundelemente die Relation p = q befriedigt.I0) 

Zum Schluß bemerken wir noch, daß in den Räumen mit A' = 0 ein 
Rauminhalt im gewöhnlichen Sinne existiert. Nach ( 1 . 7 ) ist nämlich g von 
Ui bzw. r} unabhängig, somit ist 

•(6.12) V= | f g dxx dx1... dx" 

•ein Maß des Raüminhalts. Ist so kann man mit Hilfe der Formel 
•(6. 12) den Rauminhalt erst in bezug auf ein Feld 

= « , ( * ) , bzw. v' — v'(x) 
berechnen. 

§ 7 . D i e D u a l i s i e r u n g e i n e s a l l g e m e i n e n R a u m e s . 

In vorigem betrachteten wir immer zwei Räume 9i* und 9i,„ die wir als 
duale Räume bezeichneten, falls die metrischen Grundtensoren in einander 
entsprechenden Gruridelementen übereinstimmten. Jetzt wollen wir zeigen, daß 
zu einem Raum 9t*, dessen Grundelemente kontravariante Vektordichten sind, 
immer ein dualer Raum 9t„ konstruiert werden kann, dessen Grundelemente 
kovariante Vektordichten sind. 

Bedeutet 9t* mit der Grundfunktion L*(x,.v) einen allgemeinen Raum, 
und ist das Gewicht der Grundelemente p, so gilt der 

Satz VI. Besitzt die Gleichung 

( 7 . 1 ) U: - (g*(x, ^y' gf.ix, r),:> ' 

mindestens eine,, in . den uk von erster Ordnung homogene Lösung v': = v' (x, u), 
• so kann zu 91* ein dualer 9i„ konstruiert werden."") 

B e m e r k u n g . Die Gleichung (7. 1) ist mit (2. 6)" identisch, falls in 
( 2 . 6 ) p = q gesetzt wird. 

B e w e i s d e s S a t z e s V I . Bestimmt man v'; aus (7. 1) in der Form 
?/ = v':(x, u) und substituiert man diese Werte in die Grundfunktion L*(x, v), so 
erhält man eine Funktion L(x, u) und es wird 

L*(x, v) = L(x, u). 

Aus dieser Gleichung erhält man nach partieller Ableitung nach v' in Hin-
10) Vgl. auch den Satz VI. 

" ) Die Forderung, daß vk(x,u) in den u, von erster Ordnung homogen sei, ist keine 
einschränkende Bedingung. Ist nämlich Ui = <pi(v) ein. Gleichungssystem, wo die homo-
gen von erster Ordnung sind, und existiert die Lösung vk = ip i(u), so ist auch »V wegen 

Xpk (O u) = 1pk (f (v)) = i;>k (rp (O r)) = I> tk = Q (;/) 
eine homogene Funktion erster Ordnung. 
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sieht auf (7. 1) 

/7 2) ^ = —/TV, - . 
. dv' du,g g 

Offensichtlich kann ( 7 . 2 ) nach ( 1 . 5 b ) in der Form: 

<7 .3 ) — = 2 № L T r r 

geschrieben werden. Nun folgt aus ( 7 . 2 ) 

, def 1 d-L*2 t-2p . 1 OL- d ( *-v t\ 

Substituieren wir ~ aus ( 7 . 3 ) , so wird nach ( 1 . 6 b ) , (1. 7b) und ( 1 . 9 b ) : 

<7 .4 ) ' a% = (fg^gtigiki 

mit 
'• l d2^ a * •= . 

2 u u,b u. 

Nach der Multiplikationsregel der Determinanten wird aus (7. 4) 

< 7 . 5 ) ' «* = ag*~2'u'+2. 

Nach ( 1 . 2 b ) , ( 7 . 4 ) und ( 7 . 5 ) erhält man 

Nach Überschiebung dieser Gleichung mit g*ijg*k'" wird in Hinsicht auf (1. 2a)' 

< 7 . 6 ) g*jm(x,v)=-g>"'(x,u). 

Betrachten wir also L(x, u) für die Grundfunktion eines Raumes Di„, 
•dann drückt die Relation ( 7 . 6 ) aus, daß und dl, duale Räume sind, 
w. z. b. w. . 

Schließlich bemerken wir noch,. daß der Satz VI umkehrbar ist, d. h. 
es läßt sich mit der angegebenen Methode auch zu einem 9i„ ein dualer 
konstruieren. -
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