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Eine Verallgemeinerung eines Satzes von M. Deuring. 
Von ANDRZEJ MOSTOWSKI in Warszawa. 

Es sei K ein Körper, L eine endliche normale Erweiterung von K, 
G(L/K) die Galois-Gruppe von L nach K, R(L/K) der Gruppenring von 
G(L/K) mit K als Koeffizientenbereich. Es ist wohlbekannt, daß L und R(L/K) 
(aufgefaßt als .K-Moduln mit G als Operatorenbereich) miteinander operator-
isomorph sind.1) Dieser Satz wird hier auf den Fall einer unendlichen, algebra-
ischen Erweiterung von /f verallgemeinert, allerdings unter der einschränkenden 
Voraussetzung, daß die Charakteristik von K Null ist. Der Beweis, der frei-
gegeben ist, funktioniert auch unter einer schwächeren Voraussetzung, daß für 
jeden endlichen Zwischenkörper M (Kc.Mc.L) der Grad (M/K) von M über 
K prim zur Charakteristik von K ist. Es ist sehr wahrscheinlich, daß der 
Satz auch im allgemeinen Fall gilt, doch konnte ich nicht entscheiden, ob es 
dem wirklich so ist. 

1 . Wir beweisen zunächst ein Lemma, das sich auf den Fall einer 
endlichen normalen Erweiterung /-"/A' bezieht. Es seien Mu M2, ..., M, end-
liche normale- Erweiterungen von K (K^M/^F für j = 1, 2, . . . , s). Wir 
bezeichnen mit griechischen Buchstaben die Elemente des Ringes R(F/K) 
und setzen 

, l r = f r L 2 'S, Oj = S—Oj, Y = 1 , 2 , . . . . , 5 , 
(r/Mi) CC'••(«.'/;) 

wo s das Einselement von G(F/K) ist. Die Elemente oj und aj ( j = 1, 2 , . . . , s) 
sind beide idempotent und gehören dem Zentrum von R(F/K) an. 

Ein Element b0 £ F wird normal (oder genauer normal in F/K) genannt, 
falls es samt seiner Konjugierten eine Normalbasis von F über K bildet. Für 
ein normales ö0 gelten offenbar die folgenden Äquivalenzen; . 

(1.1) \ab,^Mj\< >[oj(c - <c\, 
( 1 . 2 ) [ccb0 ist normal in F/K] < = > [£« = 0 = > £ = = 0 für jedes £ £ R(F/K)]. 

Wenn OjU = cc und b0 normal in F/K ist, so gilt ferner 

( 1 . 3 ) [ab0 ist normal in Mj/K] <=> [§« = 0 = > Soj = 0 für jedes £ e R ( F / K ) ] . 

! ) M . DEURINO, Qaloissche Theorie und Darstellungstheorie, Math. Annalen, 1 0 7 

( 1 9 3 2 ) , 1 4 0 — 1 4 4 . 
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Denn bedeutet £ den Automorphismus von Mjt der auf Mj mit § überein-
stimmt, so stimmt R(Mj/K) mit der Menge aller f für £ £ R(F/K) überein. 
Folglich haben wir [c ist normal in Mj/K] < = > [ l c = 0 = > | = 0 für 
jedes £€R(F/K)]. Da nun = für c £ Mh £«60 = 0 < = > § « = 0 und 
| = 0 < = > | o y = 0, so folgt (1. 3) aus der zuvor gegebenen Äquivalenz durch: 
Substitution c —; CC Uq. 

Ein Element a £ R(F/K) nennen wir eine gemeinsame Erweiterung von. 
Elementen « 1 } . . . , « s , falls 

(1 .4 ) OjU = ccj für / ' = 1, 2, . . . , s. 

Wenn es eine solche gemeinsame Erweiterung gibt,-so gilt offenbar 

( 1 . 5 ) ojccj = ccj, OjCCk = okc.j für 1 ^ k < j ^ s. 

Wir beweisen nun die Umkehrung: . gelten die Gleichungen (1 .5) , so 
ist das Element 
( 1 . 6 ) a = «i -j-o[«2 + o[oi«a + \-o'io'y o's.!as + o[• • • o'so (o beliebig) 

eine gemeinsame Erweiterung von « , , . . . , « . „ . 
Zum Beweis zeigen wir zunächst, daß es für O s K j ^ s ein Element 

v k J e R ( F l K ) gibt, so daß 
(1 .7 ) « = «14" Ol «2 4 h 0[---0'kccj + 0jVkj. 

Für k=j—1 genügt es nämlich 

Vj-\,j=±ol- • • oj-i(a,-+i 4 - 4 - • • • 4- ffj+i• • • ot-i«V.+ o/+i• • -o'so) 

zu setzen. Gilt ( 1 . 7 ) für ein k (0 < k < j), so setzen wir . Vk-i,j — Vkj-{-
+ o[-• -o'k-icck und erhalten nach leichter Rechnung die Formel ( 1 . 7 ) für die 
Zahl k— 1. ( 1 .7 ) gilt also allgemein. Nun setzen wir in ( 1 . 7 ) k = Q und 
erhalten « = ß / 4 w o r a u s nach ( 1 . 5 ) oja = oiaj = ccJ folgt. Also i s t . « 
eine gemeinsame Erweiterung von . . . , «». 

Wir können nun das Hauptlemma dieses Paragraphen formulieren: 

(1 .8) . Ist b0 ein normales Element von F/K und sind «, b,,, ..a,bty 

normale Elemente von MJK, ..., M./K, für welche die Formeln (1. 5) gelten, 
so gibt es eine gemeinsame Erweiterung a der Elemente au ..., as, so daß 
absein normales Element von F/K ist. 

B e w e i s . Wir setzen o = « in ( 1 . 6 ) und erhalten eine gemeinsame 
Erweiterung a der Elemente «, , . . . , « , . Um zu zeigen, daß ccb0 normal in 
FjK ist, haben wir nach (1. 2) zu zeigen, daß £« = 0 = > £ = 0. Es sei also 
S« = 0. Wir multiplizieren diese Gleichung mit a[ - - -0 ' j . i 0j und erhalten 
i.o[• • •o'j-i ojccj = 0, da nach ( 1 . 5 ) 

(o[---oLicik)(o{---Oj-lOj) = 0 

für k 4= y ist. Da ccjb0 normal in MjjK ist, so folgt daraus nach ( 1 . 3 ) 
S,oi--:Oj-iOj = 0. Nun multiplizieren wir die Gleichung §« = 0 mit o[---o's und 
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erhalten • = 0. Durch Addition bekommen wir also 

j ; ( < 7 i + tfioH \ - o [ - - - o ' ^ o 3 + o l - - - a ' s ) = 0 , -

also § = 0, da die Summe in Klammern gleich .s ist. 
2 . Wir wenden nun das soeben bewiesene Lemma auf eine beliebige-

normale algebraische Erweiterung L von K an. Es sei 9i die Klasse aller 
normalen Unterkörper McL, für welche (M/K) endlich ist. Die Buchstaben. 
M,N, P, ... mit oder ohne Indizes bedeuten immer Elemente von 9t. Wir 
setzen 

1 v e 

°"x (M.MnN) „.ITvn.v,"' 

Die Operatoren a_ujN gehören den Ringen R(MjN) an und haben-
folgende Eigenschaften: 
(2 .1 ) PczM und b^NaM=>aXiv(b) = o,IjP(b), 
(2 .2 ) btM^NziP=>oXIPo.vlx(b) = o_uil.(b). 

Eine Funktion F, die jedem M aus 9i ein in M/K normales Element 1V-

zuordnet, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion, wenn 
(2 .3 ) /".„n.v «,,.v (•/'.„) für M, .VC :)i. 

L e m m a (2 .4) . Es gibt eine konsistente Auswahlfunktion. 

B e w e i s . 'Eine Klasse 9t0c:9i nennen wir voll, wenn N<=M £ 9 i 0 = > 
Eine auf 9i„ erklärte Funktion F, die jedem M£% ein in M/K' 

normales Element zuordnet und außerdem die Bedingung ( 2 . 3 ) für M , N £ Di», 
erfüllt, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion aus 9i0. Um ( 2 . 4 ) zu 
beweisen, genügt es (nach dem Lemma von . Zorn) zu zeigen, daß, falls 9t0 

voll ist und M0 £ 9 t — 9i0, jede konsistente Auswahlfunktion aus 9t0 sich auf 
die kleinste 9i0 und M0 enthaltende volle Klasse erweitern läßt. 

Es sei also F eine konsistente Auswahlfunktion aus 9i0 und b0 ein 
normales Element von M0/K. Wir bezeichnen mit Mu ..., Ms Unterkörper von 
Mo, die zu 9t0 gehören, und mit Ms+i, ..., :Ms+t die übrigen Unterkörper von 
M0. In R(MJK) gibt es Elemente cch,...,ccs, so daß = für 
j = 1 ,2 , ..., s. Wir setzen zur Abkürzung Oj = a.vj.y. und erhalten aus (2. 1) 
und (2. 3) die Gleichungen 

Ojakb0 = ojFMk = o.vki}ij(FMk) = F.vjr\.vk. 

Durch Vertauschung von k und j erhalten wir daraus die Gleichung 
ok ccjb0 = 7VSnMj• Folglich gelten die Gleichungen (1.5) , was nach (1. 8) 
beweist, daß es eine gemeinsame Erweiterung a von a u . . . , cis gibt, die zu 
R(M0/K) gehört und der Bedingung genügt, daß ab0 normal in M0/K ist. 
Wir setzen nun 

r3h = ccb0, Firs+h = o.v„prs,„ (Ex,) für h = 1, 2, . . . , t 
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und erhalten somit eine Funktion, die auf der kleinsten Di0 und Af0 enthal-
tenden vollen Klasse 9t, erklärt ist und jedem ein in M/K normales 
Element zuordnet. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die erweiterte Funktion r a die Gleichung 
< 2 , 3 ) für M,N£% erfüllt. Da dies laut Voraussetzung für M,N£% gilt, 
genügt es folgende drei Fälle zu betrachten: 

F a l l I. M = Ma+h, N£% (h=±\,2, ...,.t). Da a J W , v = a , w . V s + ! . n . v , ' 
liefert die Definition von /Vs+ft 

< 2 . 5 ) Osun ( / » = ff/.i/s ,h n -v Ou.j.v, (/ V)» 

also nach (2. 2) 

ffj//.v(rjV) = ffjy.vs+)l nx(r M „) . 

Nun ist aber Ma+hftN ein Unterkörper von N, also ein Element von Dl0, das 
in M0 enthalten ist. Es gibt also ein j ^ s , für welches Ms+hr\N = Mj. Wir 
•erhalten also 

OMjx(r^) = ffi/yi/j(/ VCI) ff;(/V(l) - Oj(cb„ - - a,ba = rMj = r.uf\-v• 

F a l l I I . M 6 N — Ms+h {h = \,2, t). Da o i m = omi[\ n = 
= omiirs+hpi und da Ms+h % ist, so erhalten wir aus der Voraus-
setzung, daß ( 2 . 3 ) für M , N ~ £ % gilt, die Formel 

ff,I//.\-(/V) = Oufu^h{r»i) = OMiirs+h n'jf(/j/) = /Vn<ars+fc n •!') = r„n ü/s+il = . r m N • 

F a l l I I I . M = Ms+h, N= Ms+j ( Ä , y = = l , 2 , . . . , 0- In diesem Fall gilt 
d ie Formel ( 2 . 5 ) mit N = M s + j und wir erhalten nach (2. 2) 

<JMix{rM) = ffay^+fc 

Falls nun'Af,+i inAis+/ £ so haben wir M,+h nAis+) = Mk für ein k ^ s 
und folglich 

0Mlx(rai) = 0MjMk(I m) = Okäbo = cckb0 = /V,. = /Vs+(( p|ms+}. = / Vf] .v• 

Falls Ms+h n Ms+j non £ ;){(,, so gibt es ein i i, so daß Ms+j, n Ms~j = 
-=Ms+i und folglich 

ff.i//.v(/"i/) = ff . ) / „ / . ) / ; , = />Ä+i = r.vs+h 0 ^ " = Arn*'• 

Dies schließt ab den Beweis von (2. 4). 

3 . Es sei wie zuvor L eine normale algebraische Erweiterung von K. 
W i r bezeichnen mit G(L/K) die Galois-Gruppe von L nach K, betrachtet als 
eine topologische Gruppe. Wir führen in K die diskrete Topologie ein und 
bezeichnen mit 90t den /f-Modul bestehend aus allen stetigen Funktionen, 
d ie G(L/K) in K abbilden. Für jedes / £ ?ttt gibt es also einen Körper Ai € 3t, 
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so daß für beliebige yit y2 £ G(L/K) 

( 3 . 1 ) . - A \ M = Y , I M = > / ( - / , ) = / ( • / , ) . ' ) 

Wir bezeichnen weiter mit D die Darstellung von G{L/K) in il>! definiert 
durch die Formel 

[Dyf=g] <=> lg® - / ( • / '£) für jedes | £ G{L/K)\ 

und mit d die Darstellung von G(L/K) in L definiert diirch die Gleichung 

¿jy(a) = y(a) für jedes a£L. 

S a t z ( 3 . 2 ) . Die Darstellungen D und A sind äquivalent. 

B e w e i s . Es sei Wir wählen einen Körper M.^dt für welchen 
(3. 1) gilt. Jeden Automorphismus y£G(M/K) erweitern wir beliebig zu 
einem Automorphismus y £ G{L/K) und setzen 

(M/K) YEE(.MIK) 

wo F eine beliebige aber ein für allemal fest gewählte konsistente Auswahl-
funktion bedeutet. Nach (3. 1) ist T ( f ) von der Art, wie y zu y erweitert wurde, 
unabhängig. 

Wir zeigen jetzt, daß T ( f ) auch von M unabhängig ist. Nehmen wir 
zu diesem Zweck an, daß ein anderer Körper ist, der (3. 1) erfüllt und 
bezeichnen mit N das Kompositum von M und Mt. Ferner setzen wir 

( 3 . 3 ) T ' i f ) - ^ 2 № d ( r w ) 
(N/K) ÄE&(KIK) 

und zerlegen G(NjK) in Neb'enklassen nach der Gruppe G(N/M): 

G(N/K) = U ¿G(N:M). 
. iei 

Fassen wir in ( 3 . 3 ) alle Glieder zusammen, für die ö ^ I G ( N / M ) mit 
einem festen § £ / gilt, so erhalten wir 

(N/K) ig/ o£(f(i|l) 

Wegen (3. 1) und MaN gilt / ( ^ ) = / ( l ) für £ <= / und co£G(N/M). 
Also kommt 

-) Das Symbol / 1 M bezeichnet die auf M beschränkte Funktion -/, d. h. eine Funk-
tion, die auf M mit y übereinstimmt und außerhalb von M nicht definiert ist. 

A 14 
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Jedes y£G(M/K) läßt sich zu einem und nur einem H £ / erweitern 
und sowohl /(£) als auch £(7^/) hängen nur von §|Af ab. Aus der zuletzt 
gegebenen Gleichung folgt also T ( f ) = T'(f). In dieser Gleichung kann man 
nun M überall durch M, ersetzen und kommt so zu der gewünschten Unab-
hängigkeit von T(f) von M. 

Jedes b £ M hat die Gestalt 1 2 °y7(^V)> w 0 Oy^K. . Setzt 
( M / K ) y€ti(WK) 

man /(£) = di\u, so erhält man eine Funktion, die auf G(L/K) definiert ist 
und die Formeln ( 3 . 1 ) sowie auch T(f) = b erfüllt. Also bildet T den Modul 
99t auf ganz L linear ab und diese Abbildung ist eineindeütig, da aus T ( f ) = 0 
f o l gt /("?) = 0' für -/ <E G{M/K), also wegen ( 3 . 1 ) / = 0 . Um den Satz zu 
beweisen, brauchen wir also noch die Gleichung TD — JT zu beweisen. 

Es sei also s ^ G i L / K ) und es sei M ein Körper, der ( 3 . 1 ) für 
die Funktion / erfüllt. M erfüllt dann ( 3 . 1 ) auch für die Funktion D^f, da 
aus yx\M = y2\Moffenbar (r1*A)|M = ( r V O I ^ und folglich f(l~ly,) = f{rly»), 
d.h. A / ( 7 I ) = A / ( 7 2 ) folgt. Also ist 

T D ^ f ) = J W K S A / ( 7 ) 7 ( / ' . u ) ^ ( M / K ) 7CG'(.V/A-) 

= T M T f c i z /(Г ]•/)¿ l ,-/(/:„)) , (M/K) yeo(M/K) (M/K) \v€«(J№) . J 

wo = M gesetzt ist. Bezeichnen wir .mit d das Element '¿ily, so läuft ö 
zusammen mit / über ganz G{M/K). Da IT 1 7 eine Erweiterung von ö auf 

M{L/K) ist, können wir setzen. Auf diese Weise erhalten wir 
TD((f) = H f ) = MTf), w. z. b. w. 

4 . Der Modul 9Jc kann in einen Ring umgewandelt werden, indem man 
den Mittelwert von / als 

(4.1) S(f)^SJ® = jJjj7S E f(y) 

definiert und die Multiplikation f x g = h durch die Formel 

( 4 . 2 ) . h{,c) - - S t m g ^ a ) 

erklärt. M bedeutet dabei einen Körper, der die Bedingung ( 3 . 1 ) für die 
Funktion / erfüllt. Man zeigt leicht (ähnlich wie im § 3 ) , daß ( 4 . 1 ) von der 
Wahl von .M nicht abhängt. Der 

von DEURING °) festgestellte Zusammenhang 
zwischen den Körpern ¿ ' mit KcL'czL und rechtsseitigen Idealen von 9K 
besteht auch im unendlichen Fall. Denn ist L' ein Zwischenkörper, so setzen 
wir $ = Menge aller f f J S l , für welche 7 £ G (L/L') => D y f = f . 

3) M. DEURING, a. a. O., Satz 2, S. 142. 
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$ ist natürlich ein Modul. Die Idealeigenschaft von ergibt sich wie 
folgt: Ist G(L/L') und h = f x g , so haben wir nach ( 4 . 1 ) 
und ( 4 . 2 ) 

Dy h(a)'= h ( f l a) = S£/©£(r'' «) = SJ(y< n)g(>r '0 = 

wobei wir die Gleichungen S t / ( c ) = 5,,/(§//) und D y f = f benutzt haben. 
$ ist gleich der Menge aller / für welche T(f)£L', denn 

( 4 . 3 ) \T{f) L'] <=> [-/ c G(L/L') y T ( f ) = T(J)\ <=> 

[*/£G(L/L')=> TDy(f) = T (/)] <=>[-/ ^ G(L/L') => Dy(f) = / ] 

Auf diese Weise ist jedem Zwischenkörper ein Rechtsideal eineindeutig 
zugeordnet. Ist umgekehrt ein Rechtsideal, so bezeichnen wir mit G die 
Gruppe der y, für welche - D 7 ( / ) = / . Diese Gruppe ist im Räume 
G(L/K) abgeschlossen. Denn ist Dyf(So)4=/(!o), d ; h- /(/_1 ä>) =1=/(&>), und 
erfüllt Af die Bedingung (3. 1), so folgt aus Y\M~y9\M, daß /(7-1 §(,)== 
= / ( 7 ö 1 § o ) a ^ s o A ' o / ^ / * Die Gruppe G bestimmt also einen Körper L', für 
welchen die Formel G(L/L' )==G gilt. Aus ( 4 . 3 ) folgt nun, daß qj das durch-
T vermittelte Bild von L' ist. 

Wir bemerken zum Schluß, daß, genau so wie im endlichen Fall4), die 
Darstellung D beschränkt auf iß (d . i . die Darstellung. äquivalent der . 
durch die identische Darstellung von G(L/L') induzierten Darstellung von 
G(L/K) ist. D e r ' Beweis folgt sofort aus der Definition der induzierten 
Darstellung. ') 

(Eingengangen am 19. fitni 1955.) . 

4) M. DEURING, a. a. O., Satz 2, S. 142. 
5) Vgl. G. W . MACKEV, On induced representations of groups,. American Journal of 

Math., 73 (1951), 576. 


