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Theorie der Bahnen in Liniénelementmannigfaltigkeitén
und eine Verallgemeinerung ihrer affinen Theorie.

Von A. RAPCSAK in Debrecen. |

Eihleitung

D1e aligemeine Theorie der Bahnkurven in Punktrdumen wurde von ]
DouaLas [1] begriindet. Er hat einen n- dlmensxonalen ‘Punktraum zu Grunde
gelegt, in dem er die endliche Gleichung der Bahnen definierte, dann leitete
er von dieser ausgehend das Differentialgleichungssystem der Bahnen ab.
Er erklarte nun die Paralleliibertragung der Vektoren lings der Bahnen des
Raumes derart, daB die Bahnen eben die autoparallelen Kurven der Uber-
tragung werden.

Wir nehmen an, dall wir eine Manmgfaltlgkelt der Linienelemente
haben; in der in irgendeiner Weise eine Geometrie der Bahnen festgelegt
ist. Es wird vielleicht nicht uninteressant sein, das Problem zu untersuchen,
ob es moglich ist, die Bahnen dieser Geometrie mit der von O. VARGA [2]
zur Einfiihrung der Normalkoordinaten verwendeten sog. quasigeodatischen
Kurvenschar .in Zusammenhang zu brmgen Vorhegende Arbeit beschaftigt
~ sich mit diesem Problem.

In § 1 definieren wir in der Mannigfaltigkeit der Linienelemente den
Begriff der Bahnen, dann leiten wir von dem endlichen Glelchungssystem
der Bahnen ihr Differentialgleichungssystem ab. In § 2 werden wir die
" Parallelverschiebung der Vektoren erkldren, und zeigen, dab die Bahnen die
Verallgemeinerungen der von 0. VARGA betrachteten quasigeodatischen Kurven
sind. In § 3 bestimmen wir die Torsions- bzw. die Kriimmungsgrofien des
Raumes. In § 4 wird das Aqmvalenzproblem der allgemeinen Affingeometrie
untersucht, ‘

Alle vorkommenden Funk’nonen sollen regular-analyhsch von ihren
Veranderlxchen abhingen.
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§ 1. Bahnen in einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen.

Bezeichne F:,., eine Mannigfaltigkeit von Linienelementen, d. h. einen
Raum, dessen Grundelement aus einem Punkt P(x',...,x") und aus einer
in diesem Punkt definierten Richtung V(v',...,+") besteht. Da die + die
Richtung bestimmenden Parameter sind, kommt nur ihr Verhéltnis in Betracht.

. Offensichtlich wird das Wertsystem ' =1?=-..=1"=0 ausgeschlossen. Ist .
/ eine positive Zahl, so bestimmen die Z+¢ dieselbe Richting, wie die .
~ Bedeutet
1 L X=X()

"eine Koordinatentransformation, so erkliren wir das Transformatlonsgesetz
der +* durch die Formeln

_ R 655" o
Es. seien im Raum Fa,; co®-* Kurven und lings jeder eine Lmlenelement—'
folge durch die- Gleichungen

(1,3) X=fit, ..., "), v —ri(x) =gt d,...,a5"3) .

gegeben, wobei ¢ die Kurvenparameter und 4,...,a*-® di¢ Scharparame-
ter sind. - '

.Sind die Kurven (1, 3) von der Eigenschaft, daB durch jede zu einem
Linienelement (x,v) gehorige Richtung & eine und nur eine Kurve bestimmt

ist, und wird ferner eine gewisse Umgebung eines Punktes P(x, ..., x*) durch
© ©

die zu einem festen L1n1enelement (x,v) gehorigen Kurven schlicht bedeckt :

©©

dann nennt man die Kurven (1, 3) parametrizierte Bahnen'). A

Wiirde man nur fordern, daf es zu einer festen Richtung durch einen .
festgehaltenen Punkt genau eine berithrende Kurve gibt, so wire die.Para-
meterzahl- gerade 2n—2.%) Da die Gesamtheit der Richtungen durch einen
Punkt von n—1 Parametern abhangt ergibt sich die Parameterzahl w1e oben
behauptet. '

Die Bahnen (1, 3) werden analytlsch festge]egt 1) durch die Koordmaten '
xi, 2) durch die, die Richtung bestimmenden Parameter «, 3) durch den
Kurvenparameter #, 4) durch die Scharparameter a'.

In dem System, das die Bahnen bestimmt, sind folgende Transforma—
tionen zuldssig: :

A) die analytische Transformation der Grundelemente (X', ):

Ix* .

F=3(x), P=—75

M

1) Siehe z. B. Doucuas [1].
2) Siehe Douatas [1].
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B) die simultane analytlsche Transformatlon der Bahnparameter t

=),
- C) die analyhsche Transformation der Parameter a', ..., @*?%:
at=a(a).

Werden in (1, 3) die durch A), B) und C) def1merten neuen Groﬁen
substituiert, so stellen

(1, 4) - - X¥=gita), T=vy(a
" in diesem- neuen Bezugssystem die Gleichungen der Bahnen dar
Die Bahnen sind also durch die Gleichungen (1,3) und die ‘Gesamt-
heit der zuldssigen Transformationen A), B) und C) festgelegt. '
Eine Geometrie der Bahnen ist die Gesamtheit derjenigen Eigenschaften

.der Bahnen, die bei den Transformationen A), B) und C) unveréndert bleiben.
Ist die Transformation B) von der Form

(1,5) : - t—at1—,8, '
.wobei « und g Konstanten sind, so spricht man von emer affmen Geometne
der Bahnen. _ :

Die Gleichungen der Bahnen seien durch
(1,6) ‘xi=fi(at+ B, a), v'=¢'(at+5a)
gegeben. Wegen der fur die ' vorgeschriebenen Beschriankungen enthalt das
‘Gleichungssystem (1, 6) (2rn—1) unabhingige Gleichungen.

Differenzieren wir die ersten der Gleichungen (1, 6) zwéimal, die zweiten
" einmal nach dem Parameter ¢, so erhalten wir : '

(1,7) - ‘fi’; def. i %af (at+ﬂ a)
1,7) . _‘f;;” —aw'i(at+6a),

" ' 'd‘x"_ o prri
(1,7 . ar «*f (czt—i—ﬂ,a)

~ Wegen der Bedmgungen die wir friiher fiir die Bahnen vorgeschrleben
haben, sind die (3n—1) unabhanglgen Gleichungen (1, 6), (1,7) nach den
(3n—1) Unbekannten «, ef+ g, und @,...,a*3 auflosbar.
Substituieren wir die erhaltenen Werte in (1,7), (1,77), so erhalten
Cwir: - _
. . - . d'l/ : : d' .
. (1 8) ) . W————H (x D, 7/) —d— G (x D, I/),
'dles sind .die leferentlalglelchungen der Bahnen.

Lemma. Die H' sind in den p’ und ' von erster, die G’ in den p‘von
zweiter, in den +* von nullter Dimension homogene Funktionen.
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- Beweis. Ersetzt man in der Gleichung (1,7) die p' durch Zp/, so
bekommt man '

(1,9) p=-fiet+8,0).

‘Losen wir die Gleichungen (1,6) und (1,9) nach den Unbekannten
—;‘—,af-{—,é‘, ai,..'.,a3";3 auf, und substituieren die Lt')sungén iﬁ 1, 7) uﬁd
(i,7”), so erhalten wir - -

dv’ N ] :
—-[*IT—/.-/.:—(p —/.H(x,p,.//),

x| e i
=14 (TJf 12Gi(x, p,v).

(1,10)

Bestimmen wir anderseits (:,'at—{—ﬂ, a, ..., a2 aus den. Gleichungen
(1, 6) und (1, 9), so w1rd

a, 1,'1)' - ‘;7; — Hi(x,ip, v), %i: Gi(x, ip, v).

Aus (1, 10) und (1,11) erhalt man : -

(1,12) Hi(x, 2p, o) = 2H(x, p, o), Gi(x, Ap,s) = 22Gi(x, p, v).

Setzt man in (1, 6) statt +* die Werte 4+ (i_konst) ein, so bekommt man
(1, 13) ) f((tf—HJ,a), hvt = ¢/ (et + B, a).

Differenziert man (1, 13) nacht ¢, so folgt: V

(.14 | Pe=ef,

a1 2 ‘ff['-‘ — g, %:a‘ff”f.

"Wenn wir nun «, «f+4g,a',..., a3 aus den Gle:chungen (1,13) und (1, 14)

bestimmen und die erhaltenen Werte in (1,15) substltuleren S0 ergeben sich
die Relationen: : :

(1, 16) zi’i:mx, pi), L%

Da die Gleichungen (1,13) dieselben Bahnen bestimmen wie (1, 6) so folgt
aus (1, 16) und (1, 8): v -
1,17) Hi(x, p, vy =1Hi(x, p,v); Gi(x, p, i.v) =G'(x,p,v).

" Aus (1,12) und (1, 17) folgt die Richtigkeit unseres Lemmas.

“Wir bestimmen qetzt das Transformationsgesetz der Grofien HL und G'.
Es sei

(1, 18) . - X =X(%)

= Gi(x, p, /v).
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eine Koordinatentransformation, dann ist
' dx - X' dx*

(1, 19) dt — ax* dt’
~Aus (1, 7) und (1, 9) folgt .
o aw
(1,20) - P=—ar
Aus (1, 8), (1 2) und (1 20) folgt auf Grund einer einfachen Rechnung
. = 0% X
(1, 21) - O=0gT 0x10x* pp,
' Cme g 0X L 9°XE
1,22) H =155+ Gxian P
oder, wegen (1,2) und (1,20) ‘
| oA 0% o 0X
(1:23) . G —‘G] Oxj '-— 032"0)? 9xt p]p y
Q,24) H—pilX _ 0X X 5

axi X7 gx" gx

- § 2. Affinzusammenhiingender Raum der Bahnen.

Damit der in § 1 definierte affine Raum der Bahnen ein affinzuéam-
- menhidngender Raum sei, miilen wir die Parallelverschiebung definieren.
Die Parallelverschiebung von Vektoren wird in drei Schritten definiert:

1. Paralleliibertragung von Linienelementen langs Bahnkurven,
2. Paralleliibertragung von Vektoren lings Bahnkurven,

3. Ubertragung von Vektoren lings sogenannter Doppelfelder von
Linienelementen.

Definition 1. Die Linienelemente (x,v), die ldngs der Bahn (1 8)
erkldrt sind, sollen parallele Lzmenelemente genannt werden. '

Dementsprechend bedeutet

@ o V%f—Hunw—

daf die +* langs der Bahn (1, 8) parallel verschoben smd
Die Grofen K; und L; seien durch

' . dH (x, p,v
(2: 2) . : _—_—Kj(x, b, ’L’) = ——(%—ag———) ,
@3 Lix, py vy G 220)

ap’
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bestimmt. Wegen (1, 12) und (1, 7) ist

(2,4) - — K =—L;p’=H

Aus der Homogenitat von H' folgt, daB K; in den r homogen von erster, in
den +' homogen von nullter, die L; in den p' homogen von nullter, in den v'

homogen von-erster Dimension sind.
. . - . " *; .
Wir definieren nun eine Gréfie Iy (x, p, v) durch die Formel :

v . N 0K; _ 9*H
(2’5) . FJk(x’p: b)_’ ap - bjap"
Es ist klar, daB I in den p' und +' homogen von nullter Dlmensmn ist.
Nach 2, 3) und (2, 5) bekommt man

s oLy~ 0K;

’ (27 6) jl‘::W— 0[7]” .
Aus den Relationen (2, 2)—(2, 6) folgt:
27 S v’ =L,
VAARE ' *“p’ —KJ,
(2,71 o v pt = H,
Differenzieren wir (2, 7) nach +% und (2, 7’) nach p*, so wird:
. 0F1k:J OL;» _ *
(2, 8) 0 T +Fnl - a'L’a —rak;
al; IK; ;5
(2, 9) pJ’* p _I’lj" | 0puj = Fja,
d. h. - '
' ~ ol olw
(2, 10) s = ap pE=0.

Definition 2. Wir sagen, daf der Vektor & lings der Bahn (1, 8)
. parallel verschoben ist, wenn die folgende Gleichung besteht :

. : . dE' *; - ooef
2,11) g TG p, )Pt E =0.

Aus der Forderung, daB die Tangentenvektoren

dxi . .
T.langs. d_er Bahn

'parallel seien, folgt in Hinsicht auf (2, 11):

240 .
@212) QY P’ —o0.
Aus (2,12) und (1, 8) folgt unmittelbar :

@13y G'=—Tjip'p =—Kp.
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Die Transformatlonsformeln von K], L und I’,k erhilt- man aus
Relationen (1, 20) —(1,24) und (1, 2): :

L% ax - 2% gxe

2,14 K — X .
( ) . KJ -Kb PR 10 X° FEZ P,
@ (')x' 6xb azf" ' aJx¢
2, 15 . C . =1 S — a2k
( ) T b (’)x“ axI axkaxe px’ v _
- w 0% 90X 9x° 3% gx* 0x°
2’ 16 F _F‘ - — —n
( - ) . : 7k be ax° 0xj a9 x* axbaxc g% (?xk
oder B » .
7l oo 0X 4%’ °xc ax
4 i=Ks a a3 Zia vk . P,
2,17 Caxt 9x) | ax79xt ax
‘ [ ge0X 0x Pxt 9X
7 »b 6xu' aij, 63216)?’” axe -)
’ ) *; ¥ b R v C A2 =
218 T e 90X 0X 09X I E:

"X oxr axt | am0x gxt |

Die Gleichungen (1,2), (1,20) und (2 16) zeigen, dafi die_ Groﬁen
(2, 20) - o'(d)=dp’ +13,”p’ dx

@21) a A d) =dv' +I"‘ id

~ sich wie Vektoren transformieren.

Aus den vorigen Gleichungen folgt, daf das Glelchungssystem
wi(d) | A
dt dt

die Definitionsgleichungen der Bahnen darstellt.

Aus (2, 14)—(2, 16) folgt, dafi die Grofien
0K, oLy ol ol
g v 4 0pu ’ a v ’ opu

=0, =0

(2,22)

Tensoren sind.
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den. -

Man kann leicht vernﬁzleren daf die Ableltungen ‘eines Tensors nach
» und p* auch Tensoren sind; selbstverstindlich vermindert sich aber der

- Homogenititsgrad um- eins.

Eine Bahnkurve ist .nach Angabe von zwei Rlchtungen v und p' fest-
gelegt. Wir werden deswegen im Folgenden alle Grofien auf zwei durch einen:
Punkt gehende Linienelemente beziehen- und daher die Ubertragung eines
Vektors ldngs eines Doppelfeldes von Lmlenelementen erkldren. Eine solche

Doppelfolge ist durch

Xi=xi(l), v=v(D), _-pi:p"(t)
erklart. ' '
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Aus den vorangehenden folgt, dab im eben definierten affinzusammen-
hdngenden Raum alle Grofen in einem Linienelement (x, 1/) erklirt sind, das
.noch von einer Rxchtung Jok abhangig ist.

Es bezeichne &(x, p,v) einen Vektor der in p und o homogen von
nullter Dimension ist.

Definition 3. Der Vektor §(x D, v) ist lings des Doppelfeldes der
© © (©

Linienelemente [x(t) p(t) v,(t)] parallel -verschoben, falls er den Glezchungen

d&f

(2, 23) -a,—t C/](X b, b) di +B;;/(X,p, ’I/') df /”(x b, b) df =0

mit den Anfangsbedingungen
xX(l)y=x, pt)=p, v({t)y="1
: o ® © ®
geniigt. _
Die Grofien C, B, y sind die sogenannten Zusamﬁlenhangsobjekte
Aus den weiteren, an die Parallelubertragung zustellenden Forderungen
_ wird sich ergeben, dab liangs einer Bahnkurve die Paraileliibertragung (2,23)
mit der fiir diesen Fall durch (2,11) erklirten Ubertragung zusammenfallt.”)

Auf Grund von (2,23) erkldren wir das: invariante leferentxal des Raumes
auf folgende Weise:

@29 DE —dS - [Chdp + Budv' + yiad) &
Wir fordern von DE die folgenden Eigenschaften: 1) Bei einer Koordinaten-
transformation X' = x‘(x) soll: ‘

DE = ;_:G—FD: |
bestehen. 2) D& soll in p' und; +* homogen von nullter Dlménsmn sein.
~ Aus der Bedingung 2) ergibt sich, daB die i in den p¢ und +* homo-

sed’

gen von nullter Dimension, die C,, in den p/, die B, in den v homogen von .

(—1)-ter Dimension, und die Cj: in den +, bzw. die Bj in den pi homogen
von nullter Dimension sind, und noch ,
Ciup'=Biv =0
‘besteht. Es folgt aus der Bedingung 1):
‘C\u__ Lo_—a‘fﬂaxu —'n _BL Ox, Oxla—g
=0 0% gx ‘h( M3 5% T

.29 030X 9% | 00X 0% 0% 0%
' The = /”aa‘cb Ixax MR G 0X 0 Ix°
;8xF9xe 9°x 9x °x 9x

B-——_———-. = — — F —_— = .
BT 9% a0 ax "’ ek ox ax

P+

3) Aus den Formeln (2,28), (2, 26), (2,22) und (2, 23) fo]gt' namlich (2, 11).



Theorie der Bahnen in Linienelementmannigfaltigkeiten. ’ 259

Aus (2,23), (2,20) und (2, 21) folgt

(2,26) DE = dE +[Ch o' (d)+Bu'nt (d)—{—mdx]f

wo :

(2,27) /II == /II—KZ Cis— Li Bis.

Ferner folgt aus den Relationen (2, 20) (2,21), (2,27), (2,12), (2, 1) und (2 11)
(2,28) =N,

Auf Grund der Glexchungen (2,12), (2, 1) und (2,11) kann leicht gezeigt

werden, daf die Bahnen (wenn —H‘—/l (x 1/) )mlt derjenigen Kurven-

schar identisch sind, die Herr O. VARGA [1] in Ader affinzusammenhingen-
.den Mannigfaltigkeit von Linienelementen bei der Einfithrung der Normal-
koordinaten beniitzt hat." :

Wegen (2,16) koénnen dre1 kovariante Ableltungen elgenfuhrt werden:

229 gi— + Ciu,
(2; 30) ‘EC‘L [ +B;<:\,
i 98 9& ., (Is TN
@30 E axraﬁ’“ g H LA
Nach diesen Relationen kann (2,26) in der Form
(2,32) DE =E, 0" (d )+ Eya (d) + Endx”

geschneben werden.
Die verschnedenen kovarianten Ableitungen ‘eines beliebigen Tensors
Ty lauten:

(') Tkl

. (2’ 33/) T'i';s + Cas TI“I Clﬂ.s Tzil - CIL: Tliuy
' (2’ 33”) Tk" v T 0 T“ + Bu TI“I—B;l\ I’;I Cﬂ Tl.l:(u
(2, 33///) TI s == 007x‘lql——007’?;,'K~' 0 ﬂ o .L” + I . 7«;:/_-1 ;“g T(,I l 7: 7;5(( .. v

§ 3. Die Grundtensoren des Raumes.

. Bedeuten ¢ und J miteinander vertauschbare Differentialsymbole, und .
.D bzw. 4 die zu ihnen gehdrigen invarianten Differentiale, so bestimmt

3,1) _ Adxi—Dox
ein Vektorfeld.
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Berechnen wir den Ausdruck (3, 1), so folgt in Hinsicht auf die Rela-
tionen (2,26) und (2,28)

© ddx' —DOx = Ci[dx* ' (0)— 0x* ' (d)] + BL[d X" 7(6) — 0 x* ' (d)] +
(3,2 , .l[r;i—r?;'] [dx*ox' —dx*dx].
Wegen der Willkiirlichkeit der in (3 2) auftretenden Bllmearformen smd
3, 3) ~ Ch, B, [r,l—r,,]—gil |

" drei, Tensoren, die als die Torswnstensoren des Raumes bezenchnet werden v
sollen.. ‘
Bedeutet nun & ein belleblges Vektorfeld so ist auch
4DE— '
ein Vektorfeld Eine Rechnung, bei der dle Glelchungen (2 26), (2, 28), (2, 20),

(2,21),(2,7), (2, 7)und (2, 31) zu beniitzen sind, gibt fiir-den oblgen Vektor
den Ausdruck:

Jbgi—mgf % Shrs[0® (0)w (d) s(d‘)w"(d)H

- (3,4) + 5 @’\YS[” Ok (d)‘_”f (d) 7 (O)]+ Airs [0 (d)n (d) o’ (d) (D] +
+ Hk,s [dX' 0" () — 0x* 0" ()] + o [d 70 (6)— S " ()] +

- Phal0x’dx —dx'ox | &,
wo ' o
. ) e 0 C;;r d Che i u
(3, 5) . ~krs =— 6[7 (7]7' + Casc Ca?' Cl.s, .
(3, 6) A -. @I.rs 008;;7‘ aBl9+ Bas Bkr B(.er;::s.,
' ' ‘ d Bl 0 Drr d Cks : pu @ i . )
TS as er T s Bar;
. (31 7) - 11. 0p 07/ + C Bl Ck
i ol s i 6LJ
(3’ 8) » o E [[kl‘s 6 ’; CM/.s + Bk] apr )
' ol d s i ]
3,9 = OF kBt C 2K
oI oly oI% ; oIw . olh . oIy
Py = Oxf_axs'l"mw'l(s ap K’+ avf'L - Qv Lt
oKl okl oKl . oKi

. (3’ 10) +CI‘J 0xr axs+a @

6L] aLJr OL{' 'al @ J 2 *z *a ~ *a
axr 0xg+ 0pal{s K + ral FueL + rm'FLS l avrlt—

5

LI+ LUK rZiKi’%Jr

' +Bm
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Da die Bilinearformen auf der rechten Seite von (3,4) willkiirlich wihlbar
sind, sind die durch die Relationen (3, 5)—(3, 10) angegebenen Grofien Ten-
soren des Raumes. Diese Tensoren haben die folgenden Homogemtatse1gen-
schaften; Die Tensoren Py, @i, und @}, sind in den p* homogen von null- -
‘ter, IT;, und /Im homogen von (—1)-ter, und Srs homogen von (—2)-ter
Dimension; in den ¢ sind P, ITi. und 3%, homogen von nullter, i, und
A}, homogen von (—1)-ter, und @}, homogen von (—2)-ter Dlmensmn
Dies sind die Kriimmungstensoren des Raumes.
Es folgt aus den Gleichungen (2, 12) (2, 16), (2 24) und (2 25) daf

(3,11) gt -* +*i

Y aFm AL, j_a-lls 0F1,1 Ofx.e S
Fkajs— 9x 0Xs+(7pjv Ks 0p] ) + 01/ .~’ v ,L +lels lacrly,
(3,12) - M,fs=‘7_LS-__" LUF—‘?L" Ki— K + r:f.L;'_.r;§L;f,

9xT ax° . op” Op“
. . 01{ GK 01(1 0K I ¥ g a ¥ e
‘(3, ]3) ‘ Nae W X + 9 Ls L + rch _Fqu'
Tensoren sind. Diese sollen die Hauptkrﬂmmﬂngstensoren des Raumes genannt
werden. Diese Tensoren sind alle in den pf und +* homogen von nullter -
Dlmensmn :

§ 4. Das Aquivalenzproblem.

.

Es seien durch die Grundgrofien ,
'C”(X p,b) B;z(x D, 1}) F}l (x D, ’U) bzw. C,\z(x D, ’U) Bu(x, D 'U) F;,(x D, ’I/)

zwei, in dem vorigen § erkldrte allgemeine affinzusammenhidngende Réaume
angegeben. Offensichtlich sind die beiden Rédume aquxvalent falls Koordina-
tentransformationen von der Form

@, | X,
RO - A=l ey
Pa== %

%3 L P=ep
. existieren, die die GroBen Ci, B und I'fi gemi den Formeln (2,16), (2 25)
in Ci, Bi und [ uberfuhren

‘ Die Existenzbedingung einer Koordmatentransformahon von der Form (4,1)
wollen wir durch einen von J. M. THoMAs und O. VEBLEN [1] herriihrenden Satz .
tiber die Losbarkeit eines partlellen leferentlalglelchungssystems bestimmen.
Es sei durch
OZa

449 =Wz (@=1m 0=1,..m),
4, 5) ‘ FNZ, u)=0 ‘ (6=1,...,1)
ein sogenanntes gemischtes System angegeben. Bilden wir jetzt die Integra-
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bilitatsbedingungen des Systems (4,4) unter Verwendung der Gleichunger
des Systems selbst, differenzieren ferner (4,5) nach u°, und beniitzen bei
diesen Gleichungen wieder die Gleichungsgruppe (4, 4), so erhalten wir eine:
neue Gleichungsgruppe: : :

" (4,6) ' ', F>(Z,u)=0. (w=1,...,5).

Aus den Glelchungen (4,6) entsteht durch ahnhches Ven’ahren eine neue
Gleichungsgruppe, u.s.w. Mit

4,7 F(Z,u)=0

bezeichnen wir die so-erhaltene N-te Gleichungsgruppe.

Der erwihnte Satz lautet: Existiert eine natiirliche Zahl N derarz‘ dafp
die _N ersten Gleichungsgruppen vertriaglich sind, und ihre Lésung auch die
(N+1)-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt, so ist das System (4, 4), (4, 5)-
integrierbar. :

Die. notwendigen und hinreichenden Bedmgungen der Aqu1valenz der
beiden angegebenen Ridume konnen wir auf Grund von (2, 25) 2, 19) und.
(4, 1) in der Gestalt :

ax'

(41 8) : . O—iTL:(Pu’

(4, 9) ) g(ﬁ: = Z lwa::‘“'[ﬂl.lrpu(ﬁw

(4 10) o Cz,ctp = Cufpbfpc, )
(4 11) : ' : Bbcfﬁe = Bn(,Dbf/% »

schreiben. Die Gleichungen (4, 8)—(4, 11) stellen ein gemlschtes System VoI
leferentlalglenchungen in den Funktionen x’, ¢, dar. Da aber in diesen Glei-
chungen auch die p’ und +' als unabhidngige Verdnderliche vorkommen, miifien
wir diese Gleichungen durch Hinzufiigung der Ableitungen nach p¢ und w*
erweitern, und noch die p' und + als unbekannte Funktionen betrachten.
So erhdlt man aus (2, 14), (2, 15), (4, 2) und (4, 3) :

I ax gxt
I 1 =0,
(4, 12) Prriamit (4, 13) 0P -0,
4, 14). —'=0, : 4,15 = =0,
( bl ) Op”’ ‘ . ( ) . - o,uu O .
@16) 19: 4, 17) 09 _g
4 . a'Ub ’ ’ apb y
.0 i 0pL i
4 ] — =P, 4;1 : —— == Pa,
( 2 8) O,Uu q) ( 9) o opn, (p
4,20) I —Ligi—Ligh
’M—Kb f/’i—Ksi(/?i-

(4) 2]) (’) b
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In unserem Falle bilden die Gleichungen (4, 8)—(4, 21) das gemlschte-
System von Differentialgleichungen, wo statt Z° die X', ¢a, v und die p
und statt die ue die X, p* und die #" stehen.

Es sollen jetzt die Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (4, 8),.
4,9), (4,12)—(4,21) gebildet werden. Die Integrabilititsbedingungen von
-(4,9) sind auf Grund von (4, 20), (4,21), (3,11), (4, 1)—(4, 3):

(4,22) ' (/).';de,- = (,D,b:(/?(lr . Fiis,

! A i OF ¢ r*
4,23) L =gl
: ,07;,) 7;/.»-0[‘1::;-

(4, 24) . PoT7T—1 opd = @rP.Pa apc

Die lntegrabllltatsbedmgungen von (4, 20) sind nach (4 21), (4, 9) (3 3),
(3,12), (4, 1)—(4, 3):

(4, 25) ’ qﬁM"l’r: (/‘\:I (P:MI’\ y -
4,2 e — i,

- i 01:1, a ; OLlil
4,217 L — gl .
(4,27) Yoy T PP

Die Integrabll1tatsbed1ngungen von (4 21) smd nach (4, 20) 4, 21)
(4,9), (3,13), (4 1—(4, 3)

(4, 28) $eNj, = q>f, PN,
(4,29) o pL—f(;ﬁff(p;!¢I%1ﬁ’. '

Die iibrigen Integrabilititsbedingungen sind entweder trivialerweise erfiillt;
oder man kann sie auf die vorangehenden zuriickfiihren. Die Bedingungen
(4,27) und (4, 29) konnen wir ebenfalls weglassen, da diese aus (4, 23) bzw.
(4, 24) nach einer Ubersch1ebung mit p¢ und +* entstehen.

Leitet man jetzt die skalaren Relationen (4, 10) und 4, 11), und die
Relationen (4, 22)—(4, 26), (4, 28) nach X, p’ und ' ab, so erhdlt man in.
Hinsicht auf (4, 1)—(4, 3) und (2, 33"):

#eCooa = prpoga Ciisy @e Bioja — @i ey Bl
. (Pi'-(_-’?;c/rl = (P]l; 901 (Pfl l-(2;‘51/5 3 ’ R (P(I;M;;C/ﬂ = ‘P?) f/)i (p(; M;:l/s 3
v 5 i s i i F‘L s m (9 r
(4, 30) @eNieja =5 pepa Nivjs» IR (};Ub ) PP DL ( M’;L) ,
(af;c) _ 1;(1(9(111(01‘]:;) iﬁu ‘:(l: L(s mFi
Pe v o PoP.Papr v i Yo Lveajf= PoPePaPr Fitsim
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i8Che - k.1 s 9 Ciy i 0B 5 1 s 0B

P, 01—/-(1 —(Pbltpc(.ﬁd v ; ?eW:q)bq)c(ﬁtlF‘,
1'a§Ec_ R 3097;1 M _(: 1 s-(?MII
(pe 0,;(1 _(bepc(pd v 3 Pc Py {l pbq)cq)(] PR N
i Nbr ko1 saNI:I
Pe Yo _(/’b‘/cfl’dW )
4,31y . .
( ) i i) (olwbc) p 13 I( s‘( m 0 (0 FI:I)
P vl 07 bepc PaPr 0,11“ vt )’
(i 0 (ofb) '( I(s- m 0 (OFI.‘II)
Pe Py 01_)(1 PoPPaPr — E aps ’
'iaFIfcd___ I I(s 'mOFI:'IS
(/)"0;1/, = PrP:PaPr o y
. Ebc_(* l caCll ([OE;ic__ -( s'aB
Pr apd pb(/)c d 0[73 B Pc 0[—711 ‘(pb Pcp apq ’
(iOQ%c: ko1 s 0& o o M, :(k(l s OMy
//C aﬁd q)b(ch)(l ﬁpq ’ P‘f Oﬁd. ] Pbﬁcfpd_ aps ’ -
@320 o i0Nee_ o o 0Nk (,«i(al_“;)_(”qma (_a_l“L)
P*’ 0[7‘7 PoPcPa ap ’ 10° Ol_)f ’017(1 P Patpr apm Ops B
(7:_0_(61_“;")_(-(1 s om0 (aru) '
/)e Oﬁf a ;/:d Pb Pc pd(P/ 0pm » ] Ky |
ian;d ‘(‘.’ I s OF‘IIQ
e aﬁf PoPePafr — apm

' Die Glexchungen (4, 30)—(4, 32) sind mit der Glelchungsgruppe (4 6)
_.dquivalent.
Man sieht leicht ein, daB in der durch dieses Verfahren enstehenden
m-ten Gleichungsgruppe die (m—1)-ten kovarianten Ableltungen von (4, 30)
und die (m-——1)-ten - partiellen Ableltungen nach % bzw. p* der Gruppen .
(4, 31) und (4, 42) vorkommen.
Wir sind nun imstande die folgenden Sitze auszusprechen-

Satz 1. Zwei allgemeine affinzusammenhdngende Riume von Lmzen—
elementen sind dann und nur dann dquivalent, falls eine natiirliche Zahl N
~existiert derart, daf3 die N ersten aus (4, 30) durch kovariante Ableztung, und
die N aus (4,31) und (4,32) durch partielle Ableitung gewonnenen Glei-
chungsgruppen vertrdglich sind, und die Losung dieser Gruppen auch die
(N+1)-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt.
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SATZ 2. Die Hauptkrummungstensoren F”s,Mu,Nu, die Torsionstenso-
Y Y ol
av® ’ ap
ante baw. durch partielle Ableitungen nach + und p’ gebtla’eten Tensoren bil-
den ein vollstandlges System von thferentzalmvananten

ren Cu, Bm, Q,., die Tensoren und die aus ihnen durch kovari-
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