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T h e o r i e d e r B a h n e n in L i n i e n e l e m e n t m a n n i g f a l t i g k e i t e n 
u n d eine V e r a l l g e m e i n e r u n g i h r e r aff inen T h e o r i e . 

Von A. RAFCSÄK in Debrecen. 

Einleitung. 

Die allgemeine Theorie der Bahnkurven in Punkträumen wurde von J. 
DOUGLAS [1] begründet. Er hat einen /z-dimensionalen Punktraum zu Grunde 
gelegt, in dem er die endliche Gleichung der Bahnen definierte, dann leitete 
er von dieser ausgehend das Differentialgleichungssystem der Bahnen ab. 
Er erklärte nun die Parallelübertragung der Vektoren längs der Bahnen des 
Raumes derart, daß die Bahnen eben die autoparallelen Kurven der Über-
tragung werden. 

Wir nehmen an, daß wir eine Mannigfaltigkeit der Linienelemente 
haben, in der in irgendeiner Weise eine Geometrie der Bahnen festgelegt 
ist. Es wird vielleicht nicht uninteressant sein, das Problem zu untersuchen, 
ob es möglich ist, die Bahnen dieser Geometrie mit der von 0 . VARGA [2] 
zur Einführung der Normalkoordinaten verwendeten sog. quasigeodätischen 
Kurvenschar in Zusammenhang zu bringen. Vorliegende Arbeit beschäftigt 
sich mit diesem Problem. 

In § 1 definieren wir in der Mannigfaltigkeit der Linienelemente den 
Begriff der Bahnen, dann leiten wir von dem endlichen Gleichungssystem 
der Bahnen ihr Differentialgleichungssystem ab. In § 2 werden wir die 
Parallelverschiebung der Vektoren erklären, und zeigen, daß die Bahnen die 
Verallgemeinerungen der von 0 . VARGA betrachteten quasigeodätischen Kurven 
sind. In § 3 bestimmen wir die Torsions- bzw. die Krümmungsgrößen des 
Raumes. In § 4 wird das Äquivälenzproblem der allgemeinen Affingeometrie 
untersucht. 

Alle vorkommenden Funktionen sollen regulär-analytisch von ihren 
Veränderlichen abhängen. 
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§ 1. Bahnen in einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen. 

Bezeichne F2,,-1 eine Mannigfaltigkeit von Linienelementen, d. h. einen 
Raum, dessen Grundelement aus einem Punkt P(x1,..., x") und aus einer 
in diesem Punkt definierten Richtung V(vi,...,vn) besteht. Da die v1 die 
Richtung bestimmenden Parameter sind, kommt nur ihr Verhältnis in Betracht. 
Offensichtlich wird das Wertsystem r} = v~ ==••• = v11 = 0 ausgeschlossen. Ist 
A eine positive Zahl, so bestimmen die /?/ dieselbe Richtung, wie die v'. 

Bedeutet 
( 1 . 1 ) . 3c' = ic'(jc) 
eine Koordinatentransformation, so erklären wir das Transformationsgesetz 
der v' durch die Formeln 

Dx1 • (1.2) x ' dx'-

Es seien im Raum Fin-i 003"-3 Kurven und längs jeder eine Linienelement-
folge durch die Gleichungen 
( 1 , 3 ) x1 = f% a\ . . . , 03"-3) , vl = ?/(x) = (fit, a\ ..., a 3"- 3 ) . . . 

gegeben, wobei t die Kurvenparameter und a\ . . . , a 8 " - 3 die Scharparame-
ter sind. 

Sind die Kurven ( 1 , 3 ) von der Eigenschaft, daß durch jede zu einem 
Linienelement (x, v) gehörige Richtung eine und nur eine Kurve bestimmt 
ist, und wird ferner eine gewisse Umgebung eines Punktes P(xl,..., x'1) durch 

(0) (0) 

die zu einem festen Linienelement (x,v) gehörigen Kurven schlicht bedeckt, 
(0) (0) 

dann nennt man die Kurven ( 1 , 3 ) parametrizierte Bahnen1). 
Würde man nur fordern, daß es zu einer festen Richtung durch einen 

festgehaltenen Punkt genau eine berührende Kurve gibt, so wäre die Para-
meterzahl gerade 2n—2. 2 ) Da die Gesamtheit der Richtungen durch einen 
Punkt von n — 1 Parametern abhängt, ergibt sich die Parameterzahl, wie oben 
behauptet. 

Die Bahnen ( 1 , 3 ) werden analytisch festgelegt 1) durch die Koordinaten 
x\ 2) durch die, die Richtung bestimmenden Parameter 3) durch den 
Kurvenparameter t, 4) durch die Scharparameter al. 

In dem System, das die Bahnen bestimmt, sind folgende Transforma-
tionen zulässig: 

A) die analytische Transformation der Grundelemente (xf, v{): 

i) Siehe z. B. DOUGLAS [1]. 
ä ) Siehe DOUGLAS [lj. 
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B) die simultane analytische Transformation der Bahnparameter t : 

t t{t), 
C) die analytische Transformation der Parameter a\ ..., a3n~3: 

aA = äA(a). 

Werden in ( 1 , 3 ) die durch A), B) und C) definierten neuen Größen 
substituiert, so stellen 

(1.4) x^-g'ila), P = ipl(t,a) 

in diesem neuen Bezugssystem die Gleichungen der Bahnen dar. 
Die Bahnen sind also durch die Gleichungen ( l , 3) und die Gesamt-

heit der zulässigen Transformationen A), B) und C) festgelegt. 
Eine Geometrie der Bahnen ist die Gesamtheit derjenigen Eigenschaften 

der Bahnen, die bei den Transformationen A), B) und C) unverändert bleiben. 
Ist die Transformation B) von der Form 

( 1 . 5 ) ./ = «/ + £ • 
wobei a und ß Konstanten sind, so spricht man von einer affinen Geometrie 
der Bahnen. 

Die Gleichungen der Bahnen seien durch 
(1 .6 ) x ' ^ f i a t + ß , ^ , v ^ p i c c t + ß^a) 
gegeben. Wegen der für die vl vorgeschriebenen Beschränkungen enthält das 
Gleichungssystem ( 1 , 6 ) (2 n — 1) unabhängige Gleichungen. 

Differenzieren wir die ersten der Gleichungen (1, 6) zweimal, die zweiten 
einmal nach dem Parameter t, so erhalten wir: 

( 1 . 7 ) = + 

0 , 7 ' ) = ccrp"(cct + ß, a), -

(1 ,7 " ) ( ^ L = a T i ( a t + ß r a) . 

Wegen der Bedingungen, die wir früher für die Bahnen vorgeschrieben 
haben, sind die (3/z — 1) unabhängigen Gleichungen (1 ,6) , ( 1 , 7 ) nach den 
(3/i — 1) Unbekannten cc,at + ß, und a1, ...,a3n~3 auflösbar. 

Substituieren wir die erhaltenen Werte in (1,7 ' ) , (1 ,7" ) , so erhalten 
wir: 

( 1 . 8 ) = M'(x, p, /;), ^ = G ' ( x , / ? , <;), 

dies sind die Differentialgleichungen der Bahnen. 

Lemma. Die H' sind in den p' und r/ von erster, die G' in den pl von 
zweiter, in den v: von nuttter Dimension homogene Funktionen. 
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B e w e i s . Ersetzt man in der Gleichung ( 1 , 7 ) die p\ durch //?', so 
bekommt man 

( 1 , 9 ) p: = ^f"(<d + ß,a). 

Lösen wir die Gleichungen (1 ,6 ) und (1, 9) nach den Unbekannten 

ai+ß, a\ ..., a3""3 auf, und substituieren die Lösungen in (1, 7') und 

(1 ,7" ) , so erhalten wir 

dv' . a -,,••/ s = / f/) ' = / H'(x, p, v), 

( u o ) , . ; 

Bestimmen wir anderseits a,at-\-ß, a1,..., ß3" -3 aus den Gleichungen 
(1 ,6 ) und (1 ,9) , so wird : 

( 1 . 1 1 ) . ' - ^ = Hi{x,-).p,v\ -G;(x,i.p,v). 

Aus (1, 10) und (1 ,11) erhält man 
(1.12) H>(x, Ip, v) = lH' (x, p, v), G(x, /.p„v) = i2 G'(x, p, v). 

Setzt man in (1 ,6 ) statt vl die Werte lv'1 (¿ = konst.) ein, so bekommt man 

(1 .13) _ x'=f (at + ß,a), iv' = <[•'(<'-1 + ß, a). 

Differenziert man (1 ,13) nacht t, so folgt: 
(1, 14) > = «/" , 

(1 -15) = 

Wenn wir nun cc, cct-\-ß, a\ ..a3"'6 aus den Gleichungen (1, 13) und (1, 14) 
bestimmen und die erhaltenen Werte in (1, 15) substituieren, so ergeben sich 
die Relationen: 

( 1 . 1 6 ) = v), - G'(x,p, /./;). 

Da die Gleichungen (1, 13) dieselben Bahnen bestimmen wie (1,6) , so folgt 
aus (1, 16) und ( 1 , 8 ) : 

( 1 . 1 7 ) Hi(x,p,tv) = lH!(x,p,v), G'(x,/7,/i;) = G ,(x,/7,i;). -

Aus (1 ,12) und (1, 17) folgt die Richtigkeit unseres Lemmas. 
Wir bestimmen jetzt das Transformationsgesetz der Größen Hl und G'. 

Es sei 
(1.18) x'' = x'(x) 
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eine Koordinatentransformation, dann ist 

<1 19) ^ = dt 0xk dt 

Aus (1, 7) und ( 1 , 9 ) folgt 

0,20) P = 

Aus (1 ,8) , ( 1 , 2 ) und ( 1 , 2 0 ) folgt auf Grund einer einfachen Rechnung 

<1,21) ' ö ' - O ' j ^ + ^ p ' r , 

(1,22) + 

oder, wegen ( 1 , 2 ) und ( 1 , 2 0 ) : 

n r, n d d ' X ° hin* <1,23) G' G ^ ^ ixAi? „x PP> 

<1,24) = • •"•*' ff<:>. 
x ' dx> dxJdx'- dx" 

§ 2 . A f f i n z u s a m m e n h ä n g e n d e r R a u m d e r B a h n e n . 

Damit der in § 1 definierte affine Raum der Bahnen ein affinzusam-
menhängender Raum sei, müßen wir die Parallelverschiebung definieren. 

Die Parallelverschiebung von Vektoren wird in drei Schritten definiert: 
1. Parallelübertragung von Linienelementen längs Bahnkurven, 
2. Parallelübertragung von Vektoren längs Bahnkurven, 
3. Übertragung von Vektoren längs sogenannter Doppelfelder von 

Linienelementen. 

D e f i n i t i o n 1. Die Linienelemente (x, v), die längs der Bahn ( 1 , 8 ) 
erklärt sind, sollen parallele Linienelemente genannt werden. . 

Dementsprechend bedeutet 

<2,1) -%j--H>(x,p,v) = 0, 

daß die vi längs der Bahn ( 1 , 8 ) parallel verschoben sind. 
:h 

dH' (x, p,v) 

Die Größen K} und L} seien durch 

<2,2) -K){x, p, r) 
dv* 

dH'ix, p,v) 
(2 ,3 ) . -Lj(x,p,v)= Qp 
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bestimmt. Wegen (1, 12) und ( 1 , 7 ) ist 

( 2 . 4 ) —K)v3-=-L)p2 = Hl. 

Aus der Homogenität von Hl folgt, daß K) in den p' homogen von erster, in 
den v homogen von nullter, die L) in den pl homogen von nullter, in den v 
homogen von erster Dimension sind. 

Wir definieren nun eine Größe r**{x,p,v) durch die Formel: 

/o cv r , ; / v „ \ ö ( 2 . 5 ) = = 

Es ist klar, daß r% in den pl und v homogen von nullter Dimension ist. 
Nach (2, 3) und (2, 5) bekommt man 

/o r'*£ dLk ' dK) 
( 2 ' 6 ) " OvJ ' T/><'" 
Aus den Relationen (2, 2)—(2, 6) folgt: 

( 2 . 7 ) • r ' i v ' ^ L l , 

( 2 , 7 0 & - = K } , 

{2,1") r*kVjpk — H\ 

Differenzieren wir (2, 7) nach va, und (2, 7') nach pa, so wird: 

O o\ ' j , r*i dL\ _r*i ( 2 . 8 ) + / B f c _ _ _ _ r a f c , 

n Q"\ d^/fc „* i r'1 — — r ( 2 , 9 ) 

d. h. 

(2, 10) V' = ^ ^ pk = 0. 
v ' ' d va dpu y 

D e f i n i t i o n 2. Wir sagen, daß der Vektor längs der Bahn {1,8) 
parallel verschoben ist, wenn die folgende Gleichung besteht: 

( 2 , n ) o. 

dxl 

Aus der Forderung, daß die Tangentenvektoren ^ längs der Bahn 

parallel seien, folgt in Hinsicht auf (2, 11) : 
(2,12) = 

Aus ( 2 , 1 2 ) und ( 1 , 8 ) folgt unmittelbar: 
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Die Transformationsformeln von Klh L) und erhält man aus den> 
Relationen ( 1 , 2 0 ) — ( 1 , 2 4 ) und ( 1 , 2 ) : 

(2 i4\ K>- ,r ö~xi dxb dX° n* 
' üx- ux\ dx*dx° 

( 2 , 1 5 ) . • . L } = n d * d X b ^ r 'X ' < dxa dx> dxkdxe dxj ' 
dxl dxb dx" d-x1 dxb dx°-

( 2 , 1 6 ) ' / £ . / 2 _ , _t v • 3 dxa dxJ dxk dxbdxc dxJ dxL 

oder 

(2, 17) 

rH „a 0X> dx" d2x" dx' Kj = Kb — 4 _. zr, 3 . dx" . dx' dxJdxk dxa y ' 
fi ,„ dx1 d.xb , d-xa' dx1 
Lj — Ln 

d xa dxJ° dx^dx" dxa . ' 
dxb dxc dx1 , d-xa dx1 

(2 ,18 ) / £ r t _ . , _.. 

• 3 dx3 dxk dx°- ' dx3dxk . dxa 

Die Gleichungen (1,2) , ( 1 ,20 ) und ( 2 , 1 6 ) zeigen, daß die . Größen 

(2.20) oj(d) dp' + I^p'dx1, 
(2.21) :i(d) di/-- i'Jiii:'dx!! 

sich wie Vektoren transformieren. 
Aus den vorigen Gleichungen folgt, daß das Gleichungssystem 

(2.22) ' = ' J f „ 

die Definitionsgleichungen der Bahnen darstellt. 
Aus (2, 14)—(2, 16) folgt, daß die Größen 

dK- dLj • dJ'pi Ol] 
dva dp'1 dva dp'1 . . 

Tensoren sind. 
Man kann leicht verifizieren, daß die Ableitungen eines Tensors näclr 

vund pl auch Tensoren sind; selbstverständlich vermindert sich aber der 
Homogenitätsgrad um eins. 

Eine Bahnkurve ist nach Angabe von zwei Richtungen v' und p l fest-
gelegt. Wir werden deswegen im Folgenden alle Größen auf zwei durch einen. 
Punkt gehende Linienelemente beziehen und daher die Übertragung eines 
Vektors längs eines Doppelfeldes von Linienelementen erklären. Ejne solche 
Doppelfolge ist durch 

r x(f), vW(f), />•-" Pl(t) 
erklärt. 
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Aus den vorangehenden folgt, daß im eben definierten affinzusammen-
hängenden Raum alle Größen in einem Linienelement (x, v) erklärt sind, das 
noch von einer Richtung p{ abhängig ist. 

Es bezeichne ^(x,p,v) einen Vektor, der in p' und v' homogen von 
nullter Dimension ist. 

D e f i n i t i o n 3. Der Vektor p, v) ist längs des Doppelfeldes der 
(0) (0) (0) 

Linienelemente [x(0, p(t), i;(f)] parallel verschoben, falls er den Gleichungen 

( 2 , 2 3 ) ^ + n¡ \ dp1 , . , dv' , «• . . dx1 
C« (X, P, v) — + Bki (X, p, v) — + (x, p, v) = 0 

mit den Anfangsbedingungen 
X! (/„) = X', /J' (/„) = P\ 7 / ( 4 ) = ,;' 

(0) (0) (0) 

genügt. 

Die Größen C, B, y sind die sogenannten Zusammenhangsobjekte. 
Aus den weiteren) an die Parallelübertragung zustellenden Forderungen 

wird sich ergeben, daß längs einer Bahnkurve die Paraílelübertragung (2,23) 
mit der für diesen Fall durch (2 ,11) erklärten Übertragung zusammenfällt.") 

Auf Grund von (2,23) erklären wir das-invariante Differential des Raumes 
•auf folgende Weise: 

(2,24) •D2 = dZ+[CUdp' + BÍldv' + rÍadx,)t'. 

Wir fordern von D& die folgenden Eigenschaften: 1) Bei einer Koordinaten-
transformation x' = x'(;t) soll 

Dl D¿ 
dxk -

bestehen. 2) Dz soll in p' und,' v' homogen von nullter Dimension sein. 
Aus der Bedingung 2) ergibt sich, daß die y}k in den pl und v' homo-

gen von nullter Dimension, die C}k in den p:, die B'ik in den vl homogen von 
•(—l)-ter Dimension, und die Cjk in den v1, bzw. die B)k \n den pl homogen 
von nullter Dimension sind, und noch 

Ci,p=Bi,v= o 
besteht. Es folgt aus der Bedingung 1): 

r " — r ' ^ L . 9 X " 5 " _ d x ! i d j x d X \ 

U c ~ dx» dx< d x ; ' hc M dx* dx<- d x ' ' 

,0 0!-s -a ; dXl; ox' d Xa . r i dXk dx" d°-x' dxd , . 
<2, 25) yt,c = yi:i Öpjz+t'HQzi ö F I p + 

, ß; dx.* 0x2 d-xl dxd s d-xl dx" 
':'dxb dx' dxd 0x" dxs '° öiPdx0 dxr 

'•') Aus den Formeln (2 ,28) , (2 ,26) , ( 2 , 2 2 ) und ( 2 , 2 3 ) folgt nämlich ( 2 , 1 1 ) . 
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Aus (2, 23), (2, 20) und (2, 21) folgt: 

(2 ,26) . DZ = de + [Cl,oj (d) + B„:<t(d) + y^dAf, 
wo 

•(2,27) Y u ^ y i a — K l C L — LiBi,.. . 

Ferner folgt aus den Relationen (2,20), (2,21), (2,27), (2,12), (2,1) und (2,11) : 

( 2 , 2 8 ) . . y u , ~ 

Auf Grund der Gleichungen (2, 12), (2, 1) und (2, 11) kann leicht gezeigt 

werden, daß die Bahnen |wenn — H ' = A'j(x,v)~-jmit derjenigen Kurven-
schar identisch sind, die Herr 0 . VARGA [1] in . der affinzusammenhängen-
den Mannigfaltigkeit von Linienelementen bei der Einführung der Normal-
koordinaten benützt hat. 

Wegen (2,16) können drei kovariante Ableitungen eigenführt werden: 

< 2 , 2 9 ) ; ^ i c i r , • 

•(2,30) . = + 

<2,30 ft-^-Hw-liü + rtF. 

Nach diesen Relationen kann (2,26) in der Form 

•(2,32) p Z = $ * m ( d ) + % k r c ! ( d ) . + $kdx! ! 

geschrieben werden. 
Die verschiedenen kovarianteri Ableitungen eines beliebigen Tensors 

U, lauten: 

• /r\ QO'\ T1' ^ Tbl • . /-,/ >-p,(t. /*>'! »r/ T"' OO ) l ¡;l-s = 1:1 - k"7 

(2 ,33" ) TL.. BL N-BL TI,-A TL, dv* 

/n 00"'V OT};! d Tld T.(, 0 Tj;l . „ /-»*(* rr,/ •(2, 33 ) 7,,,/., = — — r Ks — — I , + / „» 1 k, — / / «r— / u 1 /.•« • 

§ 3. Die Grundtensoren des Raumes. 

Bedeuten tf und <)' miteinander vertauschbare Differentialsymbole, und 
X) bzw. die zu ihnen gehörigen invarianten Differentiale, so bestimmt 
(3,1) /ldx'—DöX 
•ein Vektorfeld. 
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Berechnen wir den Ausdruck (3,1) , so folgt in Hinsicht auf die Rela-
tionen (2 ,26) und (2 ,28) 

Jdxi—Döxi^CL[dxcw\ö) — öxkü>\d)] + Bil[dxkn\d)—öx*7c(d)] + 

(3.2) +~[rli-rU][dxköxl-dxkdx1]. 

Wegen der Willkürlichkeit der in (3 ,2) auftretenden Bilinearformen sind 

(3.3) Cu, B)d, — [rk[—Fil] = Qu 

drei. Tensoren, die als die Torsionstensoren des Raumes bezeichnet werden 
sollen. 

Bedeutet nun ein beliebiges Vektorfeld, so ist auch 

JD^—DAl" 
ein Vektorfeld. Eine Rechnung, bei der die Gleichungen (2, 26), (2, 28), (2, 2 0 ) , 
(2, 21), (2 ,7) , (2, 7 ' ) und ( 2 , 3 1 ) zu benützen sind, gibt für den obigen Vektor 
den Ausdruck: 

äüt-DAt = jy ZL[a>s(d) o/(d)-a/{d)a/(Ö)} + 

' (3 4) + Y ™{d)-7LXd)rf(d)] + Als [a>(d)n\d)-o>Xd)rf{ö)\ + 

+ HL [dxof(ö) - dx*m(d)] + 'PL \dx7i(ö) - öxsn{d)] + 

+ \pL{ÖXdX-dxdxr\-e, 

wo 
/o c\ v,i d Ckr d Ck.s . f^i S) ~krs () ps ~Qp'r " ' 

/Q C\ /W dBkr d Bits / r>i Drl D» Da 
(J, O) (Pl;rs = —T -r Das Li kr DarDics, d i f d v r 

i i * /Q -7\ ji dBkr d Cks . f^i rfU na rji 
(3 , ' ) ~dff dV k r — ' 

in 0\ rri 9 > ß' ^ 
( 3 , » ) = Y p , : ~ j Jpr' 

( 3 . 9 ) ¡ J J ^ ^ - ß ^ + ä j ^ , 

dl \s dTkr . d IX . dFks ¡y] | dFkr dfks ,./ . 
V k n ~ dx^W dpJr + W L s dvJ L r + • 

( 3 . 1 0 ) 

, r>t ) ^ Ls 0 Lr . d Lr J,a 0 Ls „£,. . a .-<*j , a( , ri*i t + JI ~~0p' r + a' ' + " k s ~ " 
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Da die Bilinearformen auf der rechten Seite von ( 3 , 4 ) willkürlich wählbar 
sind, sind die durch die Relationen (3 ,5 )—(3 ,10) angegebenen Größen Ten-
soren des Raumes. Diese Tensoren haben die folgenden Homogenitätseigen-
schaften: Die Tensoren PL, Wlkrs und @lkrs sind in den pl homogen von null-
ter, und AIRS homogen von (—l)-ter, und SCRS homogen von (—2)-ter 
Dimension; in den v sind P¡L, Hk r s und homogen von nullter, und 
Airs homogen von (—l)-ter, und <¡>lkrs homogen von (—2)-ter Dimension. 

Dies sind die Krümmungstensoren des Raumes. 
Es folgt aus den Gleichungen (2, 12)—(2, 16), (2 ,24) und (2,25) , daß 

^ d T k s d T k r , d r k ] - „ j d l Y s ^ j . d T k r . f i d T k S f j . r * i r * a r * ; 

F k n = — + w K* - jyK> + J^IL*- Jtr-+r«-' >•* - 1 - 1 ' 

/o i o\ AT' d K s d K r . d K l - j a d K s . o . . T*< ¡ rr'.' 
• ( 3 , 1 3 ) N r s = ^ — T - 7 + — i - s ——r L r - \ - l „ r K s l o s A r v ' .dx' oxs dva dva 

Tensoren sind. Diese sollen die Hauptkrümmüngstensoren des Raumes genannt 
werden. Diese Tensoren sind alle in den p! und v' homogen von nullter 
Dimension. 

§ 4 . Das Aquivalenzproblem. 

Es seien durch die Grundgrößen 

&a{x,p, v), Bli(x,p,v), Tu (x,p,v) bzw. Cii(x,p,v), Bkl(x,p, v), Tk/(x, p, v) 

zwei, in dem vorigen § erklärte allgemeine affinzusammenhängende Räume 
angegeben. Offensichtlich sind die beiden Räume äquivalent, falls Koordina-
tentransformationen von der Form 
(4 .1) r A-'(X), 
(4 .2 ) v ^ y t f i f . ^ 
(4.3) P'-Va? [(9a==d*l 
•existieren, die die Größen Cu, Bh und Tkl gemäß den Formeln (2,16), (2 ,25) 
in CM, Bh und Tu überführen. 

Die Existenzbedingung einer Koordinatentransformation von der Form (4,1) 
wollen wir durch einen von J. M. THOMAS und O. VEBLEN [1] herrührenden Satz 
über die Lösbarkeit eines partiellen Differentialgleichungssystems bestimmen. 

Es sei durch 

(4, 4) = Wa0(Z, u) (a = 1 , . . . . , «; (> = 1 , . . . , m), 

(4 ,5 ) F?\Z,u) = 0 ( a = l , . . . , r ) 
ein sogenanntes gemischtes System angegeben. Bilden wir jetzt die Integra-
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bilitätsbedingungen des Systems (4 ,4) unter Verwendung der Gleichungen 
des Systems selbst, differenzieren ferner ( 4 , 5 ) nach und benützen bei 
diesen Gleichungen wieder die Gleichungsgruppe (4, 4), so erhalten wir eine 
neue Gleichungsgruppe: 

( 4 . 6 ) F^(Z,u) = 0. (.« = 1 ,...,s). 
Aus den Gleichungen (4 ,6 ) entsteht durch ähnliches Verfahren eine neue 
Gleichungsgruppe, u.s.w. Mit 

( 4 . 7 ) ' / f ( Z , u ) = 0 \ 
bezeichnen wir die so erhaltene N-te Gleichungsgruppe. 

Der erwähnte Satz lautet: Existiert eine natürliche Zahl N derart, daß 
die N ersten Gleichungsgruppen verträglich sind, und ihre Lösung auch die 
(/V+ 1 )-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt, so ist das System (4, 4), (4, 5)-
integrierbar. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen der Äquivalenz der 
beiden angegebenen Räume können wir auf Grund von (2>25), ( 2 , 1 9 ) und 
( 4 , 1 ) in der Gestalt 

( 4 . 8 ) . . 

/A n\ d(P<• ' n"'- n*> k l . (4 .9 ) . jje=(peJ ac—rktcpa(pc, 

(4 .10) CL(p* = Cwtp\(p\, 
(4 .11) Blc<p'e — Bkicpiyl 

schreiben. Die Gleichungen (4, 8)—(4, 11) stellen ein gemischtes System von 
Differentialgleichungen in den Funktionen x\ (pla dar. Da aber in diesen Glei-
chungen auch die p' und v<- als unabhängige Veränderliche vorkommen, müßen 
wir diese Gleichungen durch Hinzufügung der Ableitungen nach pl und ¥ 
erweitern, und noch die pl und vl als unbekannte Funktionen betrachten. 
So erhält man aus (2, 14), (2, 15), ( 4 , 2 ) und ( 4 , 3 ) : 

(4, 12) 
dxl 

dva 
= 0 , ( 4 , 1 3 ) 

dxl 

dp" 
= 0, 

(4, 14). 
dvl. 

dp'1 
= 0 , (4, 15) dp1 

dva = ° ' 

(4, 16) dcp'a 
dvb 

= 0 , (4, 17) 
d(pla 

d pb 
= 0, 

(4, 18) 
. dvl 

= <Pa, (4, 19) 
dp1 

dpn =<P«> 

(4 ,20 ) 
dvL. 
dxb' 

1 d i = Li (pa~ 
r i S ~Ls(pb, 

dp1 

dpn 

(4 ,21 ) 
dp1 

dxb 

ry-a i 
= Kb <P„ — Ksffil. 
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In unserem Falle bilden die Gleichungen ( 4 , 8 ) — ( 4 , 2 1 ) das gemischte-
System von Differentialgleichungen, wo statt Z" die x,(p'a,v und die p\ 
und statt die w? die x\ pl und die. v{ stehen. 

Es sollen jetzt die Integrabilitätsbedingungen der Gleichungen (4,8) , . 
(4 ,9) , (4, 1 2 ) — ( 4 , 2 1 ) gebildet werden. Die Integrabilitätsbedingungen von 

-'(4,9) sind auf Grund von (4 ,20) , (4 ,21) , (3, 11), (4, 1 ) — ( 4 , 3 ) : 

(4, 22) 

( 4 . 2 3 ) 

( 4 . 2 4 ) 

(pl. FM,. = (pi rp',1 cpl Flu, 

j-ort: 
d vd 

I; I s d Fl:l 
rf'e = fhcP«(P<' —^i' 

/ dFbc 
tp<l-dp 

n i s d Fui 
4 • •••tpb<p«<pa 

dp" 

Die Integrabilitätsbedingungen von (4, 20) sind nach (4, 21), (4, 9), (3, 3),. 
(3 ,12) , ( 4 , 1 ) - ( 4 , 3 ) : . 

(4, 25) 

(4, 26). . 

( 4 , 2 7 ) 

(p,,M'L=(p'dfplMis, . 
• — l,- l r y (p,l(pciJkl, 

i dLl Cpe , . y dp" 
<1 r d L,i 

-<Pb<Ps 
dp'-

Die Integrabilitätsbedingungen von ( 4 , 2 1 ) sind nach (4 ,20) , (4,21), . 
(4 ,9) , (3, 13), (4, l ) - ( 4 , 3 ) : 

(4, 28) 

(4 ,29 ) 9c 

fpeNÜ,, = (p'.lfpcNL , 

idKl 
dvs 

,i r d K,i 
~(,)l'rp*~di/ 

Die übrigen Integrabilitätsbedingungen sind entweder trivialerweise erfüllt,, 
oder man kann sie auf die vorangehenden zurückführen. Die Bedingungen 
(4 ,27 ) und (4, 29) können wir ebenfalls weglassen, da diese aus ( 4 , 2 3 ) bzw.. 
(4, 24) nach einer Überschiebung mit pc und Tf entstehen. 

Leitet man jetzt die skalaren Relationen ( 4 , 1 0 ) und (4 ,11) , und die 
Relationen (4 ,22 ) —(4, 26), ( 4 , 2 8 ) nach x\ p' und vl ab, so erhält man in. 
Hinsicht auf (4, 1) —(4 , 3) und (2, 33" ' ) : 

(4, 30) { 

(PeCbcl<l = <Pb<PcCf'd Ch-i/s, 

(plQlc/,1 = <Pb <pl <fd Qu/, , 

(pl Nbc/d = <fb Wo <fl Nkijs , 

i f d rhc | k i s m ( d Fia 1 

<p 

(p'e B'icjd = (pb <fc <Pa B'ki/s , 

(p'cM'Ll,, = (plcplipd M'nis, 

ApFZ k l s m(dFki\ 
a _ t l ]ir9b<pe<pd<pf[—)im, 

¡ tz"' fc i s m 
<f>« ' tw.d/f== <Pb<pc<P<l<Pf ' kl s/m , 
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<4/31H 

< o ci • k l s d Ckl 
<Pb<Pc<Pä 

" t >' iCiibc k I s cpe—±-r = (pb(pe(pa 
. 0 (/ 

dv8 ' 

dßj, 
dV ' 

i d Bb 

<Pe 

dvd 

i dM'bc 

k 1 s 9 B'kl 
<Pb<Pc<Pd 

d v". 
k 1 s 

(pb(Pc<P<l 

i d NL k i s d Nu 
V'-dv« (pb<lc<pd d v , , 

d (OT;:) k 1 s m 9 
dvf [dvd) — (>pbtpccpdtpr dv,n 

d (df;:\ k 1 s m 9 
dvf [dpd j — <pb<peq>a9r d v m 

i d Fb, 
dvf 

k 7 s m Ö FkJs <Pl,%/P„'Pf 

dvs ' 

oMi, 
dv" ' 

dvs 

djj[ 
dps 

<4, 32)1 

i o Ctc 

i d Q'bc: 
< h dp' " 

i DNL: 

• >Pb (pc <p,l 
_s dCi,i 

w 

k i „ d S2'ki 
(pb<pc(p,l 

(p"Tp" 
k 1 s 

<i'b <(>,: <pd 

dp" 

dN'k, 
dp* 

i dB'bc 

,• dM'L (pe 

k i x dB'ki - <pi, 'Pc <pd -

dp" 
k I s : fpb (pc fd 

dp" 

dMl, 
dps 

d_ 
dp1 

dTb, 
dpd 

<Pe 
( d I bc I k 1 s m ' — = (pb fPc (Pd <Pf 

k 1 s m d 
•• 9b<p.<pdcpr: — 

d f a/V 
dpf{ 'dv" 

i dFbcd 

dp" dv" 

<Pe dp1 
k 1 s ,n d Fkls 

<Pb<Pc<Pd<Pf -J-^r 

d Tu 

Die Gleichungen (4 ,30)—(4 ,32) sind mit der Gleichüngsgruppe (4, 6) 
äquivalent. 

Man sieht leicht ein, daß in der durch dieses Verfahren enstehenden 
m-ten Gleichungsgruppe die (m—l)-ten kovarianten Ableitungen von ( 4 , 3 0 ) 
und die (m — l)-ten partiellen Ableitungen nach ? bzw. p l der Gruppen 
(4 ,31 ) und (4 ,42 ) vorkommen. 

Wir sind nun imstande die folgenden Sätze auszusprechen: 

S A T Z 1. Zwei allgemeine affinzusammenhängende Räume von. Linien-
elementen sind dann und nur dann äquivalent, falls eine natürliche Zahl N 
•existiert derart, daß die N ersten aus (4, 30) durch kovariante Ableitung, und 
die N aus (4,31) und (4,32) durch partielle Ableitung gewonnenen Glei-
chungsgruppen verträglich sind, und die Lösung dieser Gruppen auch die 
-(N+\)-te Gleichungsgruppe identisch befriedigt. 
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SATZ 2 . Die Hauptkrümmungstensoren F,':,s, Ml,, Nh, die Torsionstenso-
d r*i d Tu ren Ch, Bh, , die Tensoren ——, und die aus ihnen durch kovari-
dv dp 

ante bzw. durch partielle Ableitungen nach und p' gebildeten Tensoren bil-
den ein vollständiges System von Differentialinvarianten. 
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