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Die Translationen der Halbverbinde.

Von G. SZASZ in Szeged.

1. Einleitung. A.H. CuFFORD hat in seiner Arbeit [2] beziiglich einer
speziellen Klasse von Halbgruppen ein Erweiterungsproblem vom Schreier-
schen Typ- gelost. Zur Bestimmung ailer Erweiterungen mit den vorgeschrie-
benen Eigenschaften beniitzt er auch die sogenannten Rechts- und Links-
translationen. der Halbgruppen.

Da jeder Halbverband zur in [2] betrachteten Klasse der Halbgruppen
gehort, kann man die Cliffordsche Erweiterungstheorie auf die Halbverbande
ohne weiteres anwenden. Es scheint uns deshalb nicht ohne Interesse zu sein,
die Translationen von Halbverbinden niher zu untersuchen.

2. Allgemeines iiber Translationen von Halbverbinden. Im
Laufe unserer Betrachtungen werden wir stets mit A einen Halbverband
(d. h., eine -kommutative Halbgruppe mit lauter idempotenten Elementen),
und mit den Buchstaben x, y beliebige (nicht notwendig verschiedene) Ele-
mente von A bezeichnen. Die griechischen Buchstaben werden eindeutige
Abbildungen von H in sich bedeuten.

Eine eindeutige Abbildung

)] L x—i(x) (x,i(x)eH)
heifit eine Translation von H, wenn fiir sie
2 A(xy)=A(x)-y

besteht. Eine Translation 2 heifit speziell, wenn es ein ¢ (€ H) mit
A(x)=cx gibt.
Besitzt H ein Einselement e, so folgt aus (2)
() =4(ey)=4(e)-y=¢y, ‘

wobei ¢ das Bild des Einselements bedeutet. Dementsprechend ist in einem
Halbverband it Einselement jede Translation speziell.

‘ Wir zeigen, da die Umkehrung auch richtig ist: /st in einem Halb-
verband H jede Translation speziell, so besitzt H ein Einselement'). Die iden-

1) Es ist leicht zu sehen, daB beide Behauptungen auch fiir beliebige Halbgruppen
giiltig bleiben, wenn man das Wort ,Translation“ durch ,Linkstranslation (oder Rechts-
translation)* ersetzt. ' :
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tische Abbildung ¢(x) == x ist offenbar eine Translation; ist sie speziell, so
existiert ein ¢ in H, so dab x=(((x)=)cx indentisch gilt. Daraus folgt,
daB dieses ¢ das Einselement von H ist.

Aus dem gesagten folgt, dafi unsere nachstehenden Sitze im Fall von
Halbverbdnden mit Einselement Trivialititen enthalten; sie sind also nur fiir
Haibverbiande ohne Einselement interessant.

Hier beweisen wir noch den

Satz 1. Eine eindeutige Abbildung (1) eines Halbverbands H ist dann
und nur dann eine Translation von H, wenn die Gleichungen

3 A(x) - x = 4(x) (x € H),
@ Lx)-y=4(3)-x  (xy€H)
identisch gelten.

Beweis. Zuerst beweisen wir, daB die Bedingungen des Satzes
hinreichend sind. Durch wiederholte Anwendung von (3), (4) und mit Riick-
sicht auf die Halbverbandseigenschaften ergibt sich ndmlich

7(0)y =1 (x)-x-y = A(x)-xy = 2(x})-x =
= 2(xy)-xy-x =2(xy)-xy = A(xy),
wonach (2) in der Tat eine Folgerung von (3), (4) ist.
Die Bedingungen sind auch notwendig. Setzt man ndmlich y=xin (2)
so folgt .
CA(X) x=A(xx)=1(x);
~ ferner ergibt sich, durch zweifache Anwendung von (2),

i(x)-y =2(xy) = A(yx) = A(3)-x.
Damit haben wir den Beweis beendet.

3. Die Translationen von Halbverbdnden als Endomorphismen.
Wir schicken noch einige Definitionen voraus.

Wie iiblich, verstehen wir unter einem Endomorphismus von H eine
cindeutige Abbildung ¢: x—e¢(x) (x,e(x) € H) mit der Eigenschaft
P (xp) = ¢(x)-@(y). Wir werden einen Endomorphismus ¢ (oder allgemeiner,
eime beliebige Abbildung ¢) idempotent nennen, wenn sie der Gleichung
(5 (x)) = @(x) geniigt. -

Eine Tellmenoe M von H heibt ein Ideal (von H), wenn aus a €M,
x € H immer ax € M folgt.

In diesem Paragraphem beweisen. wir den

Satz 2. jede Translation i eines Halbverbands H ist ein idempotenter
Endomorphismus, und die Menge aller Bildelemente ist ein Ideal von H. Ist,
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umgekehrt, ¢ ein idempotenter Endomorphismus von H, bei dem die Menge
aller Bildelemente ein Ideal von H bildet, so definiert ¢ eine Translation von H.

Beweis. Es sei 1 eine Translation des Halbverbands A. Nach Satz ‘1
besteht dann die Gleichung (4). Multipliziert man beide . Seiten dieser
Gleichung mit i(x), so ergibt sich

A(x)-y =4(y)-x-4(x);
wendet man jetzt auf die linke bzw. rechte Seite (2) bzw. (3) an, so folgt
A(xy) = A()-4(x) = 4(x)-2(y).
Hiernach ist die Translation 4 ein Endomorphismus von H.
Setzt man jetzt x=A(y) in (3) ein, so entsteht die Gleichung

(5) AA())A () =4(L()))-
Andererseits ist, wieder nach (3),
() i)y y=1:i(y). -

Multipliziert man (6) mit Z(i(y)), so gewinnt nach (5)
LAy =41((3))
Hieraus folgt nach (4)
L) =L(A(D)-y =4(¥)-(y) == i(}),
was genau die Idempotenz von i bedeutet.

4 Es sei jeizt a ein beliebiges Bildelement bei der Translation 4; dann
existiert mindestens ein #(€ H), so dafl a==4(f) ist. Ist ferner x ein belie-
biges Element von H, so folgt nach (2)

ax = i(t)-x ==/i(tx),
d. h.,, daB das Element ax auch ein Bildelement ist. Damit ist die erste
Halfte des Satzes bewiesen.

Andererseits betrachten wir einen idempotenten Endomorphismus
¢ von H, bei dem die Menge der Bildelemente ein Ideal von H ist. Letz-
teres bedeutet, daf (nicht nur ¢(x), sondern auch) ¢(x)-y ein Bildelement
ist. Folglich existiert ein a(€ H), das der Gleichung ¢(x)-y =¢(a) geniigt.
Ferner gilt nach den Voraussetzungen auch ¢(¢(2)) =«(a). Es folgt also
die Gleichung

(M ¢ (x)-y =[9(@) = ¢(¢(a)) == ¢(¢(x)-).
Da aber ¢ ein Endomorphismus — und zwar, ein idempotenter — ist, 146t
sich die rechte Seite von (7) so umformen:

(8) ¢ (p(x)- 1) = @(¢(x))-9(¥) = ¢(x)-¢(¥) = @(x¥).
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Aus (7) und (8) ergibt sich nun sofort (2), womit der Beweis des Satzes
beendet ist.

Bemerkung. Die Bedingung, dabB die Bildelemente bei dem Endo-
morphismus ¢ in der Rede ein Ideal bilden, ist wesentlich. Man betrachte
namlich den Halbverband M, der durch das Hasse-Diagramm?)

od
4
© N
(] o
a b
gegeben ist, und definiere die Abbildung + durch
(10) W@y =a, w(b)=rw(c)=w(d)=d.

Dann kann man sich leicht {iberzeugen, dab die Abbildung + ein idem-
potenter Endomorphismus von H ist, bei dem aber die Menge aller Bildele-
- mente kein Ideal ist); und in der Tat ist « keine Translation von H, weil
nach (9) und (10) -

w(a)-b=ab=c,
dagegen

w(ab)=w(c)=d
ist.

4. Die Translationen von Halbverbiinden als Hiillenoperatio-

nen. Es sei H ein beliebiger Halbverband. Es ist bekanat ({3], Seite 22,
Théoréme 1), daB in H die Relation

»X =y dann und nur dann, wenn xy=y ist“

eine Halbordnung definiert. Wir nennen sie die natiirliche Halbordnung von H.
Eine eindeutige Abbildung o: x— 0(x)(x, o(x) € H) eines Halbver-
bands H heiBit eine Hiillenoperation'), wenn sie den Bedingungen

(Extensivitdt:) x = o(x)
(Idempotenz:) - o(o(x)) =o(x)
(Monotonitit:) aus x =y folgt o(x) = o(y)

geniigt, wobei = eine beliebige Halbordnung bedeuten darf. Es ist bekannt

(Isext [5], Theorem 1), daB diese Bedingungen fiir die natiirliche Halb-

?) Fiir die Bedeutung des Hasse-Diagramms siehe z. B. [4], Seite 8.
3) Nimlich ist a(=+ (a)) ein Bildelement, dagegen ac—=-c kein Bildelement bei .
1) Siehe {1], Seite 49.
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ordnung der einzigen Bedingung

(11) x-0(o(x)) = o(xy)
dquivalent sind. :
Wir beweisen den

Satz 3. Jede Translation eines Halbverbanas ist fiir die natiirliche
Halbordnung eine Hiillenoperation.

Beweis. Nach dem oben gesagten geniigt es zu zeigen, daB die
Ungleichung (11) fiir jede Translation Z und fiir die natiirliche Halbordnung
des Halbverbands A erfiillt ist. Nach Satz 2 und nach den Gleichungen (3),
(2) folgt aber sofort

X-2(A(0) == XA (x) = £ (x) = £(x)-p = A(x ),

was zu beweisen war.
Wir bemerken noch, dali die Abbildung 1w im Beispiel des vorigen
Paragraphen auch eine Hiillenoperation ist.
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