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Uber die Quasiideale von Ringen.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor L. Rédei gewidmet,

Von O. STEINFELD in Szeged.

§ 1. Einleitung.

In zwei friheren Arbeiten [4], [5] haben wir die Quasiideale eines Rin-
ges bzw. einer Halbgruppe definiert und einige Eigenschaften von ihnen fest-
gestellt. Hier wollen wir diese Untersuchungen beziiglich Quasiideale der
Ringe fortsetzen. '

Wie in [4] wird ein Untermodul a des Ringes R ein Quasiideal genannt,
wenn
Q) RanuR<Sa
erfiillt ist. (Also ist jedes Links- oder Rechtsideal ein Quasiideal.) Ein Quasi-
ideal, Linksideal, Rechtsideal a von R heifit frivial, wenn a=(0) oder a =R
gilt. Ferner nennen wir ein Quasiideal b von R minimal, wenn R kein Quasi-
ideal 6" mit (O)c b b hat. (Letztere Definition entspricht genau dem be-
kannten Begriff der minimalen Links-- oder Rechtsideale.)

Wir fafien den Inhalt vorliegender Arbeit kurz zusammen:

Im § 2 machen wir einige einfache Vorbereitungen, wobei wir auch die
Resultate der Arbeit [4] (ohne Beweis) wiederholen. Wir heben die leichten
Resultate ‘hervor, daB jedes Quasiideal ein Unterring ist und der Durch-
schnitt eines Links- und Rechtsideals ein Quasiideal ist.

Im § 3 beschiftigen wir uns mit den minimalen Quasiideaien. Es wird
bewiesen, daf fiir ein minimales Linksideal { und ein minimales Rechtsideal
v eines Ringes R sowohi der Durchschnitt {nv als auch das Produkt v( ent-
weder (0) oder ein minimales Quasiideal von R ist.!) Als Hauptresultat—be-
kommen wir, daB ein minimales Quasiideal von R ein Zeroring®) oder ein
Schiefkérper ist. Aus diesen Ergebnissen fcigt unmittelbar, daf der Durch-

n Ob das Produkt (r(=(0)) ein minimales [deal von R ist, ist eine offene Frage-
2) Unter einem Zeroring versteht man einen Ring, in welchem das Produkt von zwei
beliebigen Elementen stets Null ist.



O. Steinfeld: Uber die Quasiideale von Ringen. 171

schnitt [nr und das Produkt r( ein Zeroring oder ein Schiefkorper ist. Wir
geben auch eine hinreichende Bedingung an, damit ein mindestens ein mini-
males Quasiideal enthaltender Ring einer mit Einselement ist.

Im § 4 beweisen wir einige Eigenschaften der minimalen Quasiideale
eines Ringes ohne Radikal.’) Es gilt u. a., dafl jedes minimale Quasiideal
eines solchen Ringes als der Durchschnitt eines geeigneten minimalen Links-
ideals und minimalen Rechtsideals darstelibar ist.

§ 2. Aligemeines iiber Quasiideale.

Lemma 1. Jedes Quasiideal o eines Ringes R ist ein Unterring von R

Beweis. Nach der Definition des Quasiideals ist a ein Modul. Wegen
S RanaRSa ist a ein Unterring von R..

Lemma 2 (STEINFELD [4] Satz 3). Ein Schiefkirper hat nur triviale
Quasiideale.

Lemma 3 (STEINFELD [4] Satz 2). Enthalt der Ring R mindestens
ein nicht-triviales Quasiideal, so besitzt er auch mindestens ein nicht-
triviales Linksideal und Rechisideal.

Lemma 4. Der Durchschnitt von zwei Quasiidealen a,, a, eines Ringes
R ist ein Quasiideal von R.

Beweis. Es sei gp=u,Na,. Da a, ein Modul ist und wegen

c
RuneRS) Bl R
auch

Ro,nn,RE Nt =1,
gilt, ist unsere Behauptung richtig.
Ahnlich sieht man folgendes ein:

Lemma 5. Der Durchschnitt eines Quasiideals und eines Unterringes S
des Ringes R ist ein Quasiideal von S.

Lemma 6. Der Durchschnitt eines Linksideals und eines chlztsideals
eines Ringes R ist ein Quasiideal von R.*)

3) Ein Ring ohne Radikal ist ein Ring, in dem das Nullideal das einzige nilpotente
einseitige ldeal ist.

1) Wir bemerken, daf in Halbgruppen auch die Umkehrung giit (Stewveewn [3)
Satz 1), daB jedes Quasiideal als der Durchschnitt eines geeigneten Links- und Rechts-
ideals darstellbar ist. Das #hnliche ringtheoretische Problem von Professor L. Fuchs ist
noch eine offene Frage. Diesbeziiglich siehe doch Koroliar 1.
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Beweis. Da ein einseitiges ldeal des Ringes R ein Quasiideal von R
ist, folgt Lemma 6 unmittelbar aus Lemma 4.

Lemma 7 (STeinFeELD [4] Hilfssatz 2). Wenn es fiir ein Quasiideal a
des nges R entweder a SR oder a & Ra gilt, so ist o der Durchschnitt
eines geeigneten Links- und' Rechtsideals.

Daraus foigt sofort:

Korollar 1 (STEINFELD {4]). Wenn der Ring R ein einseitiges Einse-
lement enthdlt, so ist jedes Quasiideal von R als Durchschnitt eines Links—
ideals und cines Rechtsideals darstelibar.

Lemma 8. Es sei & ein idempotentés Element, ( ein Linksideal, v ein
Rechtsideal des Ringes R. Dann sind ¢l und ves Quasiideale von R, ferner
gilt auch

(2) - sl=1neR und re=Renr.

Beweis. Es geniigt wegen Lemma 6 z. B. die Behauptung (2,) nach-
zuweisen. Da ¢l S (neR offenbar gilt, haben wir nur {neR S ¢l einzusehen..
Jedes Element des Durchschnitts {neR ist in der Form

@) co=1 (0€R, i€y
darstellbar. Mulhphzxeren wir von links beide Seiten von (3) mit & so be-
kommen wir wegen & ==e¢: A

Fo=—g0==¢L€¢l,

woraus (NeRS«( folgt.

§ 3. Ergebnisse liber minimale Quasiideale.

Es gilt die folgende Verschirfung vom Lemma 6:

Satz 1. Der Durchschnitt eines minimalen Links- und Rechtsideals
eines Ringes R ist (0) oder ein minimales Quasiideal von R.

Beweis. Es sei der Durchschnitt a eines minimalen Linksideals [ und
eines minimalen Rechisideals v von Null verschieden. Nach Lemma 6 ist a
ein Quasiideal. Setzen wir voraus, daB a nicht minimal ist, so gibt es ein
Quasiideal o'(5=(0)) mit o’ ca. Da auch o’={ gilt, mub es wegen der Mini-
malitdt von [ entweder Ra’==(0) oder Ra’=1 bestehen. Der Fall Ra’=(0)
ist unmoglich; im entgegengesetzen Fall wire namlich o’ ein Linksideal von
R mit (0)ca’c(, was der Minimalitit von [ widerspricht. Folglich muf
Ra’ =1 erfiilit sein. Eberso sieht man ein, dass o'R=1r gilt. Daraus bekom-
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men wir wegen der Definition des Quasiideals
a=[(Nr=RaNdREY,

was der Bedingung o’ < a widerspricht. Damit ist Satz 1 bewiesen.
Zu dem folgenden benutzen wir den

Hilfssatz (VAN DER WAERDEN [6] § 123). Ein minimales Linksideal
[ eines Ringes R ist entweder nilpotent, und zwar ist dann schon {*=(0),
oder enthdlt | ein idempotentes Element ¢ und wird von diesem erzeugt:

&g=¢ inl, [=Rs.

Satz 2. Ist v bzw. [ ein minimales Rechtsideal bzw. minimales Links-
ideal des Ringes R, so ist v{ entweder (0) oder ein minimales Quasiideal
von R.

Beweis. Es sei v(==(0). Da ((0)#)t[glnr gilt, geniigt es wegen
Satz 1 zu beweisen, daB r! ein Quasiideal von R ist. Zu diesem Zweck
betrachten wir den Durchschnitt D= Rr(nr{R. Offenbar gilt DS {nr. We-
gen Lemma 6 und Satz 1 besteht entweder

4 D=Rr{nriR=(0)
oder '
3) ' D=RvinviR=I(nr.

Im Falle (4) ist t{ offenbar ein Quasiideal von R.

Aus (5) folgt wegen der Minimalitit von [ und v auch Rr(={ und
r{R=r. Wir behaupten, daf #==(0) ist." Im entgegengesetzen Falle bekom-
men wir nimlich wegen r{=r{R- Rr{&Sr(-(=(0) einen Widerspruch mit
der Annahme. So gilt nach dem Hilfssatz [—= Re mit einem idempotenten
Element # von [, woraus wegen Lemma 8 folgt, daB r(=vRe=r¢ wieder
ein Quasiideal von R ist. Damit haben wir Satz 2 bewiesen.

Jetzt beweisen wir unser Hauptresultat:

Satz 3. Jedes minimale Quasiideal o eines Ringes R ist entweder ein
Zeroring oder ein Schiefkdrper, welches in der Form oa=¢&R¢ darstellbar ist,
wo & das Einselement dieses Schiefkirpers bezeichnet.”)

Beweis. Wenn fiir jedes von Null verschiedene Elementepaar ¢, 8¢a
(6) ' ‘ REneR=(0)

gilt, so ist wegen «3€ R#neR das Produkt B gleich Null, d. h. a ist dann
ein Zeronng, weshalb jetzt der Satz nchhg ist. '

5) Dies ist analog zunmr ‘Satz 4a von [5].
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Wenn dagegen ein Elementepaar «, #(€a, ¢ 5=0, 8+ 0) existiert, wofiir
(6) nicht erfiillt ist, so besteht wegen Lemma 6 und der Minimalitit von a

) . RBneR=q (e, B€a).
Nach (7) kann man jedes Element & von a in der Form

® : f=¢f=qo (E€a; o,0¢R)
schreiben. Insbesondere fiir die Elemente «, 3(€ a) bestehen:

)} ¢c=gf8=cas, (2, 2 €R),.
(10) : B=nmb=an (m, m€R),
aus denen wegen fe==1n3c¢c=_>xa¢,

(11) Be € R3anfBaR

folgt. ;

Ist ¢ =0, so sieht man aus (8), daf das Produkt.von zwei beliebigen
Elementen von a Null ist; d. h. a ist wieder ein Zeroring.

Im restlichen Fall ist J¢==0. Dann ist wegen (11) auch RB«nj3cR
von Null verschieden, also muf wieder wegen Lemma 6 und der Minimali--
tit von «a

a2 - RBans«R—a
bestehen. Aus (12) folgt, daB e, 8(€a) auch in der Form
(13) . “—."1:3“—.3“.“2, ﬂ_vlﬂa—ﬂa""l . (Auly Uy, Yy, 1’6 R)

darstellbar sind.

Betrachten wir jetzt das Element y,dev,. Dxeses kann man nach (13)
auch in der Form
(14) wler,=arn—=wf (s, 1 € R)
schreiben.

Aus (13,) und #=0 folgt er,==0. Wegen (14) und (7) ist ¢»; in a
enthalten. Ferner besteht wieder wegen (14) auch ev,-av,= e, =—cav,.
Folglich ist «#,(==0) ein idempotentes Element von a. Bezeichnen wir es
der Einfachkeit halber mit ¢(=av,). Wegen (03=)e € ReneR, wegen Lemma
6 und der Minimalitit von a muB

(15) RsnsR=aqa (&=¢€aq)
bestehen. Da wir wegen (2) eRe statt der linken Seite von (15) schreiben
konnen, ist auch

(16) a=¢Re (F=¢5€q)
richtig. Wir beweisen, daB a==&Re ein Schiefkorper ist. Da a nach Lemma 1
ein Ring und & wegen (16) ein linksseitiges Einselement von a ist, brauchen.
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wir nur einzusehen, daf es zu jedem Element g0e(==0, € @) mindestens ein
Element ¢o: mit s0e-s0e=¢ gibt. Da einerseits eRe-s05==(0), andererseits
eRs-eoeSeRe=—na gilt, mub wegen Lemma 8 und der Minimalitit von «a
¢Re-coe=¢eRe=a

erfiillt sein, womit unsere Behauptung und zugleich Satz 3 bewiesen ist.

Aus den Sitzen 1,2,3 und dem Hilfssatz bekommen wir leicht die fol-
genden Ergebnisse, die als ein ringtheoretisches Analogon der Resultate von
CLIFFORD [2] Lemmas 3-2, 3-3,- 3-4 betrachtet werden konnen.

Korollar 2. Ist | bzw. v ein minimales Linksideal bzw. minimales
Rechtsideal des Ringes R, so gelfen:

A) Jedes von tl, Int ist entweder ein Zeroring oder ein Schiefkirper,®y
B) im Falle =5 (0) und.t’==(0) ist | = Rec (si =&:), v = &R (& ==&:),
1‘[=Inl‘=8,’R8k. i

" Wir bemerken, ~daf fiir ein minimales Linksideal { und minimales
Rechtsideal r eines Ringes die Gleichung v[=1{nt¢ im allgemeinen falsch
ist.”} Z. B. ist namlich in dem Ring der Elemente 0,a. b,a-b mit den defi-
nierenden Relationen 2¢=2b=0, a*=a, ab=0, ba=56"=0 das Haupt-
ideal (b) ein minimaies Linksideal und zugleich ein minimales Rechtsideal.
Wegen (b)*=(0) und (b)n(b)=1(b) ist unsere Bemerkung richtig.

Ein Teil vom Satz 3 148t sich umkehren:

Satz 4. Wenn ein Quasiideal a eines Ringes R ein Schiefkorper ist, so
. ist a ein minimales Quasiideal von R.

Beweis. Setzen wir voraus, daf a nicht minimal ist. Dann gibt es.
ein Quasiideal o’ mit
an - O ca ca.

Da o’ wegen aa’'na’aSRa’na’REa’ ein Quasiideal des Schiefkorpers a ist,.
so widerspricht (17) dem Lemma 2, womit Satz 4 bewiesen ist.

Folgendes Beispiel zeigt, daB d&hnliches fiir ein Quasiideal, das ein
Zeroring ist, im allgemeinen falsch ist. Im Ringe R, (n = 3) aller nxn Matri—
zen iiber dem Ring R ist namlich die Menge a der Matrizen

0 ar a3z -+ an

0 0 --- 0 .

S : (@2, a13,..., 01 € R}
0 0 -.. 0

6) Es ist leicht die Behauptung liber rI unmittelbar (ohne Sitze 1, 2, 3) zu beweisen.
7) L. KovAcs [3] gab eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit es fiir alle.
Linksideale [, Rechtsideale r eines Ringes die Bedingung r{=1{(0r gilt.
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offeabar ein Quasiideal und zugleich ein Zeroring, jedoch ist a kein mini-
males Quasiideal von R,.

Wir beweisen noch zwei Sitze im Zusammenhang mit den minimalen
Quasiidealen eines Ringes.

Satz 5. Wenn [ (v) ein minimales Linksideal (Rechtsideal) und €1 (¢ € 1)
ein idempotentes Element des Ringes R ist, so ist ¢! (v&) ein Schiefkirper,
sogar ein minimales Quasiideal von R.

Beweis. Es geniigt unsere Behauptung beziiglich #{ nachzuweisen. Da
# nach Lemma 8 ein Quasiideal von R ist, haben wir wegen Satz 4 nur zu
beweisen, daB #( ein Schiefkdrper ist. Da &[ nach Lemma 1 ein Unterring
von R ist, so haben wir nur einzusehen, dafi die Menge der von Null ver-
schiedenen Elemente von ¢l eine Gruppe ist. ¢ ist offenbar ein linksseitiges
Einselement von #[. Es sei #4(==0, 2€[) ein beliebiges Element von (. We-
cgen & i€l und # =+ gilt (0)5=1{-£4 <[, woraus wegen der Minimalitit des
Linksideals

f-ed=1

folgt. Hiernach gilt #{-¢4 == ¢1, woraus man sieht, daB es fiir jedes #4(==0, € ¢l)
mindestens ein Element ¢4’ €&l mit &¢4'-¢4=¢ gibt. Somit ist «{ ein Schief-
korper, was unseren Beweis beendet.

Satz 6. Enthdlt ein minimales Quasiideal o eines Ringes R mindestens-
ein regulires™) Element von R, so hat R sein Einselement.

Beweis. Fiir ein regulires Element «(€a) des Ringes R gilt «*==0,
also mufl wegen Lemma 6 und der Minimalitit des Quasiideals a

0==)ReneR=1a
bestehen, woraus @& Re folgt. Hiernach cnbt es zu dem Element «(€ a) min-
destens ein Element #(¢ R) mit i

(18) ' fe=¢ (s€R, c€a).
Wegen der Regularitit von ¢ ist das Element ¢ eindeutig bestimmt. Fiir
irgendein Element o(€ R) folgt aus (18) o¢c=o0¢, woraus wir wieder wegen
der Regularitit von e

(19) 0e=0 ‘ (@€R)
bekommen. & ist also ein rechtsseitiges Einselement von R. Aus (19) folgt
insbesondere «&=c (¢« €n). Hieraus ergibt sich, wie oben, die Gleichung
so=0(0€R), womit Satz 6 bewiesen ist.

*) Ein Element « des Ringes R heifit reguidr, wenn fiir ¢ die zweiseitige Kiirzungs-
regel gilt.
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§ 4. fJBer Ringe ohne Radikal.

Wir beweisen, daB fiir die Ringe ohne Radikal folgende Umkehrung
vom Satz 1 gilt.

Satz 7. Jedes minimale Quasiideal o eines Ringes R ohne Radikal ist
der Durchschnitt eines creetgneten mzmmalen Linksideals und minimalen Rechts-
ideals, folglich gilt o ==& Re, (5 = ¢, g=a).

Beweis. Wegen (1) und der Minimalitit von a sind nur die folgen-
den zwei Fille '

{20) RanaR = :(l?)

moglich.

Es sei zuerst l?nnul?~(0) Es ist entweder Ru=(0) oder Ra==(0)
erfiillt. Im Faile Ra==(0) bildet a==(0) ein Linksideal mit. o*=(0), was der
Voraussetzung, dafi R ohne Radikal ist, widerspricht. Im Falle Ra==(0)

betrachten wir das Produkt aRa. Dieses ist wegen uRuD.RunuR—(O)
gleich Null, woraus Ra-Ro=(0) folgt, was wegen Ra=={0) wieder unmig-
lich ist.

Es sei dann RanaR=ua. Wir behaupten, daf Ra bzw. aR ein mini-
males Linksideal bzw. minimales Rechtsideal von R ist. Es geniigt die Be-
hauptung iiber Ra zu beweisen. Setzen wir voraus, daf Ra nicht minimal

ist. So existiert ein Linksideal | mit
{21) O clcRa.

Wegen Lemma 6 und der Minimalitit von-a folgt aus RInaRS RanaR=q
entweder

(22) RinaR=(0)
oder .
(23) RlﬂdR"%a.

Im Falle (22) besteht wegen alSRINaR=(0) auch al==(0). Das
impliziert Ral==(0), woraus wegen (21) *==(0) folgt, was aber unméglich
ist. .

Im Falle (23) gilt wegen a S RIS

Rllg[,

was der Annahme (21) widerspricht. Damit ist die erste Behauptung des
Satzes bewiesen. -

Aus Hilfssatz, Lemma 8 und aus dem ersten Teil vom Satz 7 folgt
unsere zweite Behauptung, was den Beweis beendet.
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Satz 8 (Vgl. ARTIN—NESBITT—THRALL 1] Satz 5.4 A). Rs (&=¢) ist
dann und nur dann ein minimales Linksideal eines Ringes R ohne Radtkal
wenn #Re ein minimales Quasiideal von R ist.

Beweis. Ist Re¢ ein minimales Linksideal von R, so ist nach Satz 5
#Rs ein minimales Quasiidéal von R.

Umgekehrt, es sei #R¢ ein minimales Quasiideal von R. Setzen wir vor-
aus, daB Re nicht minimal ist. Dann hat R ein Linksideal { mit (0)c{c Re.
Es gilt: {={e. Nach Lemma 8 ist ele(S¢Re) ein Quasiideal von R. Es mul}
#l& .7 (0) sein, denn aus #l# = (0) folgt [s-{#=(0), was der Annahme, daf3
R ohne Radikal ist, widerspricht. Das Element s(€ &R¢) ist in ele nicht ent-
halten; im entgegengesetzten Falle ware namlich auch Re & Rele S fe=1
erfiillt, was der Bedingung {c Re¢ widerspricht. Damit haben wir bekommen,
dabh im Widerspruch zur Minimalitdit des Quasiideals &¢Re¢ ein Quasiideal
#le mit (0)c#le c#Re existiert. Das beendet den Beweis vom Satz 8.

Es ist noch zu bemerken, daf nach Satz 5 in jedem Ring R aus der
Minimalitit des Linksideals Rs (¢ =¢) die des Quasiideals eR¢ folgt, aber
die Umkehrung im allgemeinen- falsch ist. Um letzteres mit einem Beispiel

zu- zeigen betrachten wir den Ring Q bestehend aus .den Matrizen (‘8‘ Z”’)

“wobei ay,, a,., a» alle Elemente eines Schiefkorpers K durchlaufen. Es be-

zeichnen e das Einselement von K und &g,8. dxe Matrizen' (88) ( ) Es.-

. ist leicht einzusehen, daf &.Qé¢» ein minimales Quasndeal von Q ist. Da-
© gegen -ist Qs. kein minimales Linksideal von Q, weil Qs,, ein Linksideal
von Q mit (0)c Qe Qs ist.

Da Satz 8 mit dem Rechtsideal ¢R statt Re ebenfalls gilt, bekommt
man gleich das folgende bekannte: -

Korollar 3 (ARTIN——NESBITT—THRALL [1] Korollar 5.4 B). Re
(¢==¢) ist dann und nur dann ein minimales Linksideal des Ringes R ohne
Radikal, wenn ¢R ein minimales Rechisideal von R ist.

Satz 9. Sind die minimalen Linksideale Rs;, R&, (E?=s,<,s%=sk) eines
Ringes R ohne Radikal als Linksoperatormoduln operatorisomorph, so sind die
minimalen Rechtsideale &; R, & R als Rechtsoperatormoduln operatorisomorph, und
die minimalen Quasiideale ¢ Rs;, & R&. als Ringe isomorph.

Wir bemerken, daB die Rolle der mirimalen Linksideale und Rechts-
ideale im Satz 9 natiirlich vertauschbar ist.

- Beweis vom Satz 9. Nach Korollar 3 sind &R, &R minimale
Rechtsideale von R. Da der Durchschnitt &Re; = &R0 Re;(sx Rer = &R N Rex)
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das Element &==0 (s, == 0) enthilt, so sind &Re;, &Re. nach Satz 1 mini-
male Quasiideale von R. Wir beweisen, daB auch &R& =& RnRs und
& Re, = & RN Re; minimale Quasiideale von R sind. Wegen Lemma 8 und
Satz 1 geniigt es einzusehen, daB & Re. und & Re; von Null verschieden sind.

- Es bezeichne g&.(€ Re:) das Bild des Elementes & (€ Rg) bei einem
gegebenen Operatorisomorphus von Re; auf Re.. Dann wird das Bild des
Elementes &:-8:(%=0, € Re;) wegen der Operatorisomorphie &;-0& =&0e. 50
sein, woraus & Reg.==(0) folgt. Ahnlich sieht man ein, daB auch & Re == (0)
gilt.

Um einen Operatorisomorphus von &R auf &R anzugeben, betrachten
wir ein festes Element &.s:(==0) von & Re. Wir behaupten, daB so0—
— g,c8;-8;,0 eine gewiinschte Abbildung ist. Diese ist offenbar (rechtsseitig)
" operatorhomomorph. Die Menge v der Elemente von &R, denen die Null zu-
geordnet ist. ist ein Rechtsideal S«.R von R, also gilt wegen der Minimali-
tit von R entweder r=(0) oder vr=#&R. Da das Bild von &s: bei der -
obigen Abbildung e&.cée sei=—=¢.¢e;==0 ist, muf v =(0) sein, was die be-
hauptete Operatorisomorphie beweist.

Um einen Isomorphus von & Ré; auf & Re. anzugeben,bezeichne & e, ==0
ein festes Element von & Rs.. Wegen (0)== Re-& e S Re: und der Mini-
malitit des Linksideals Reg. gilt Re;-s.ce.= Re., woraus auch &Rei-&ics =
=g Rs. folgt. Dies bedeutet, dal mindenstens ein Element =.88(==0, €&:R¢.)
mit &.08 -8 a8 =g, existiert. Wir behaupten, daB das Element ;s -4.86 von'
Null verschieden ist. Im ‘entgegengesetzten Falle wire O==¢;a&. &8¢ 8.8 =
== ;0 &, &, == &£ &;, was unserer Annahme & ¢&. == 0 widerspricht. Da ¢ ee;-&, 3¢
wegen -
(sicep-g 36y = ey 8 B8 8 8, 88 == 80 8- 8,108 = &; @ &y 81T
ein von Null verschiedenes idempotentes Element von &Rs:, und &Re; nach
Satz 3 ein Schiefkorper ist, so mufl &e«ée-&.8s mit dem Einselement & von
£, R¢; tibereinstimmen. Wir beweisen, dab :

2,08 — &, 88,-8:08 508,
eine isomorphe Abbildung von &R auf & Re ist. Da diese Abbildung die
Inverse &o08— gae-6.08.-8.8¢8 hat, und beziiglich der Addition offenbar
homomorph ist, endlich wegen

£i08;-8,08 — 8, 08,-6,06-5,08,-6,008, == 8,06, 5:06:6:€ 8- 088,088,028,
ahnliches auch beziiglich der Muitiplikation gilt, so ist sie isomorph.
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