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Über die Quasiideale von Ringen. 
Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor L. Redei gewidmet, 

Von O. STEINFELD in Szeged. 

§ 1. Einleitung. 

In zwei früheren Arbeiten [4], [5] haben wir die Quasiideale eines Rin-
ges bzw. einer Halbgruppe definiert und einige Eigenschaften von ihnen fest-
gestellt. Hier wollen wir diese Untersuchungen bezüglich Quasiideale der 
Ringe fortsetzen. 

Wie in [4] wird ein Untermodul n des Ringes R ein Quasiideal genannt, 
wenn 

( 1 ) / ? a n a / ? S c i 

erfüllt ist. (Also ist jedes Links- oder Rechtsideal ein Quasiideal.) Ein Quas i -
ideal, Linksideal, Rechtsideal « von R heißt trivial, wenn a — (0) oder a = R 
gilt. Ferner nennen wir ein Quasiideal b von R minimal, wenn R kein Quasi-
ideal 6' mit ( 0 ) c l ) ' c l ) hat. (Letztere Definition entspricht genau dem be-
kannten Begriff der minimalen Links- oder Rechtsideale.) 

Wir faßen den Inhalt vorliegender Arbeit kurz zusammen: 
Im § 2 machen wir einige einfache Vorbereitungen, wobei wir auch die 

Resultate der Arbeit [4] (ohne Beweis) wiederholen. Wir heben die leichten 
Resultate hervor, daß jedes Quasiideal ein Unterring ist und der Durch-
schnitt eines Links- und Rechtsideals ein Quasiideal ist. 

Im § 3 beschäftigen wir uns mit den minimalen Quasiidealen. Es wird 
bewiesen, daß für ein minimales Linksideal i und ein minimales Rechtsideal 
v eines Ringes R sowohl der Durchschnitt 1 n v als auch das Produkt r i ent-
weder (0) oder ein minimales Quasiideal von R ist.1) Als Hauptresultat~be-
kommen wir, daß ein minimales Quasiideal von R ein Zeroring2) oder ein 
Schiefkörper ist. Aus diesen Ergebnissen folgt unmittelbar, daß der Durch-

') Ob das Produkt ( r ( = ( 0 ) ) ein minimales Ideal von R ist, ist eine offene Frage-
-) Unter einem Zeroring versteht man einen Ring, in welchem das Produkt von zwei 

beliebigen Elementen stets Null ist. 
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schni t t I n v und das Produkt r i ein Zeror ing oder ein Schiefkörper ist. W i r 
g e b e n auch eine hinreichende Bedingung an, damit ein mindestens ein mini -
males Quasi ideal enthaltender Ring einer mit Einselement ist. 

Im § 4 beweisen wir einige Eigenschaften der minimalen Quasi ideale 
e ines Ringes ohne Radikal.3) Es gilt u. a., daß jedes minimale Quasi ideal 
e ines solchen Ringes als der Durchschnit t eines geeigneten minimalen Links-
idea ls und minimalen Rechtsideals darstel lbar ist. 

§ 2 . A l l g e m e i n e s ü b e r Q u a s i i d e a l e . 

L e m m a 1. Jedes Quasiideal a eines Ringes R ist ein Unterring von R 

B e w e i s . Nach der Definition d e s Quasi ideais ist ci ein Modul . Wegen 
a 2 £ # a n a / ? £ c t ist « ein Unterr ing von R. 

L e m m a 2 (STEINFELD [4] Satz 3). Ein Schiefkörper hat nur triviale 
Quasiideale. 

L e m m a 3 ( S T E I N F E L D [ 4 ] Satz 2 ) . Enthält der Ring R mindestens 
ein nicht-triviales Quasiideal, so besitzt er auch mindestens ein nicht-
triviales Linksideal und Rechtsideal. 

L e m m a 4. Der Durchschnitt von zwei Quasiidealen cti, a, eines Ringes 
R ist ein Quasiideal von R. 

B e w e i s . Es sei a 0 ==c i 1 na s . Da a0 ein Modul ist und wegen 

/ ? a , r u t j / P S a , 
/ ? a ( ) n c t o / ? £ D „ D r _ 

( / ? a ! n a J / ? £ a ; . 

auch 

Ra0 n ö0 R £ a, n <u = a„ 

gilt, ist unsere Behauptung richtig. 
Ähnlich sieht man folgendes ein: 

L e m m a 5. Der Durchschnitt eines Quasiideals und eines Unterringes S 
des Ringes R ist ein Quasiideal von S. 

L e m m a 6 . Der Durchschnitt eines Linksideals und eines Rechtsideals 
eines Ringes R ist ein Quasiideal von R.') 

3) Ein Ring ohne Radikal ist ein Ring, in dem das Nullideal das einzige nilpotente 
einseitige Ideal ist. 

4) Wir bemerken, daß in Ha'.bgrupper. auch die Umkehrung gilt (STEINFELD [5j 
Satz 1), daß jedes Quasiideal als der Durchschnitt eines geeigneten Links- und Rechts-
ideals darstellbar ist. Das ähnliche ringtheoretische Problem von Professor L. FUCHS ist 
noch eine offene Frage. Diesbezüglich siehe doch Korollar 1. 
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B e w e i s . Da ein einseit iges Ideal des Ringes R ein Quasi ideal von R 
ist, folgt Lemma 6 unmittelbar a u s Lemma 4. 

L e M M a 7 ( S T E I N F E L D [ 4 ] Hilfssatz 2 ) . Wenn es für ein Quasiideal A 

des Ringes R entweder a S a R oder a£ Ra gilt, so ist a der Durchschnitt 
eines geeigneten Links- und Rechtsideals. 

Daraus folgt sofor t : 

K o r o l l a r 1 ( S T E I N F E L D 14]). Wenn der Ring R ein einseitiges Einse-
lement enthält, so ist jedes Quasiideal von R als Durchschnitt eines Links-
ideals und eines Rechtsideals darstellbar. 

L e m m a 8. Es sei s ein idempotentes Element, l ein Linksideal, r ein 
Rechtsideal des Ringes R. Dann sind f( und r? Quasiideale von R, ferner 
gilt auch 

(2) * 1 = 1 n sR und f f = /?f n t". 

B e w e i s . Es genügt wegen Lemma 6 z. B. die Behaup tung (2,) n a c h -
zuweisen. Da f l C i r u / ? offenbar gilt, haben wir nur I n e t f S f i e inzusehen-
Jedes Element des Durchschni t ts I n « / ? ist in der Form 

(3) eg = k 

darstel lbar. Multiplizieren wir von links beide Seiten von (3) mit e, so b e -
kommen wir wegen r = s : 

w o r a u s ( r u T ? ^ * ! folgt. 

§ 3 . E r g e b n i s s e ü b e r m i n i m a l e Q u a s i i d e a l e . 

Es gilt d ie folgende Verschärfung vom Lemma 6 : 

S A T Z 1. Der Durchschnitt eines minimalen Links- und Rechtsideals 
eines Ringes R ist (0) oder ein minimales Quasiideal von R. 

B e w e i s . Es sei der Durchschnit t a e ines minimalen Linksideals I und 
eines minimalen Rechtsideals v von Null verschieden. Nach Lemma 6 ist a 
ein Quasi ideal . Setzen wir voraus, daß a nicht minimal ist, so gibt es e in 
Quasi ideal a'(=}= (0)) mit a ' c r a . Da auch a ' c r l gilt, m u ß es wegen der M i n i -
malität von l entweder Ra' = (0) oder /?a ' = [ bestehen. Der Fall Ra' = (0) 
ist unmögl ich; im entgegengesetzen Fall wäre nämlich a ' ein Linksideal v o n 
R mit ( 0 ) c f l ' c l , was der Minimalität von l widerspricht . Folglich m u ß 
Ra' = i erfüllt sein. Ebenso sieht man ein, d a s s a'R=v gilt. Daraus b e k o m -
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men wir wegen der Definition des Quasi ideals 

a = ( n r = / ? c i ' n a ' / ? £ a ' , 

was der Bedingung a ' c r a widerspricht . Damit ist Satz 1 bewiesen. 
Zu dem folgenden benutzen wir den 

H i l f s s a t z (VAN DER WAERDEN [6] § 1 2 3 ) . Ein minimales Linksideal 
l eines Ringes R ist entweder nilpotent, und zwar ist dann schon l'J == (0), 
oder enthält l ein idempotentes Element « und wird von diesem erzeugt: 

& — t in 1, l = Rs. 

S a t z 2. Ist ï bzw. 1 ein minimales Rechtsideal bzw. minimales Links-
ideal des Ringes R, so ist vi entweder (0) oder ein minimales Quasiideal 
von R. 

B e w e i s . Es sei v 14= (0). Da ((0) 4=) r 1 £ i n r gilt, genügt es wegen 
Satz 1 zu beweisen, daß r l ein Quasiideal von R ist. Zu diesem Zweck 
betrachten wir den Durchschnit t D = RvinvlR. Offenbar gilt £ > £ l n r . W e -
gen Lemma 6 und Satz 1 besteht entweder 

(4) D — Rxi n r l / ? = (0) 

oder 

(5) Z) = / ? i t n v i / ? = t n r . 

Im Falle (4) ist r l offenbar ein Quasiideal von R. 
Aus (5) folgt wegen der Minimalität von 1 und r auch / ? r i = i und 

r [ R = r. Wir behaupten, daß iL'=t (0) ist. Im entgegengesetzen Falle bekom-
men wir nämlich wegen r i = r l f l - / ? r l £ i l - ( = (0) einen Widerspruch mit 
de r Annahme. So gilt nach dem Hilfssatz l = Re mit einem idempotenten 
Element s von l, woraus wegen Lemma 8 folgt, daß r i = v/?e = .ri wieder 
ein Quasi ideai von R ist. Damit haben wir Satz 2 bewiesen. 

Jetzt beweisen wir unser Hauptresul tat : 

S a t z 3. Jedes minimale Quasiideal a eines Ringes R ist entweder ein 
Zeroring oder ein Schiefkörper, welches in der Form a = sRe darstellbar ist, 
wo s das Einselement dieses Schiefkörpers bezeichnet.5) 

B e w e i s . W e n n für jedes von Null verschiedene Elementepaar a , ß £ a 

<6) RßnaR = (0) 

gilt, so ist wegen aß^RßCictR d a s Produkt aß gleich Null, d. h. a ist dann 
ein Zeroring, wesha lb jetzt der Satz richtig ist. 

5) D ies ist analog zum-Satz 4a von [5]. 
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Wenn dagegen ein Elementepaar a, ß(d a, a =}= 0, ß 4= 0) existiert, w o f ü r 
(6) nicht erfüllt ist, so besteht wegen Lemma 6 und der Minimalität von a 

(7) RßnaR— a («,/*€«)-

Nach (7) kann man jedes Element § von a in der Form 

(8) $==(,ß = ao (ggo; 

schreiben. Insbesondere für die Elemente « , ß ( £ a ) bes tehen: 

(9) a = s1ß=as2 («i, 

(10) ß=niß=arit 

a u s denen wegen ßa — rilßa = ßas* 

(11) ßatRßanßaR 
folgt. 

Ist ßcc = 0, so sieht man a u s (8), daß d a s Produkt .von zwei beliebigen 
Elementen von a Null is t ; d . h. a ist wieder ein Zeroring. 

Im restlichen Fall ist , i«=j=0. Dann ist wegen (11) auch Rßu n ßaR 
von Null verschieden, a lso muß wieder wegen Lemma 6 und der Minimal i -
tät von a 

(12) Rßat\ßaR = a 
bestehen. Aus (12) folgt, daß a , ß ( £ a ) auch in der Form 

(13) a = iilßa = ßcii*.2, ß=vlßcc = ßav.2 ( , " 1 , v x , r.2 £ R) 
darstel lbar s ind. 

Betrachten wir jetzt das Element f t i ß a v 2 . Dieses kann man nach (13) 
auch in der Form 
(14) Pißar, = «J'2 = "iß (v-i, (h € R) 
schreiben. 

Aus (13,) und £ 4 = 0 folgt a r 2 = j = 0 . W e g e n (14) und (7) ist a v3 in a 
enthalten. Ferner besteht wieder wegen (14) auch n1ß-avi = av2. 
Folglich ist « j ' ä ( = t 0) ein idempotentes Element von ct. Bezeichnen wir es 
der Einfachkeit halber mit f ( = « r 2 ) . Wegen (0=j=)s € Rs nsR, wegen Lemma 
6 und der Minimalität von a m u ß 

(15) ReneR = a (tr = s£a) 

bestehen. Da wir wegen (2) sRs statt der linken Seite von (15) schre iben 
können, ist auch 

(16) a = a ) 
richtig. Wir beweisen, daß a = sRs ein Schiefkörper ist. Da a nach Lemma 1 
ein Ring und f wegen (16) ein linksseitiges Einselement von a ist, b rauchen . 
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wir nur einzusehen, daß es zu jedem Element so f (=pO, mindestens ein 
Element sas mit sos-sgs — e gibt. Da einerseits sRs-sof (0), andere rse i t s 
s R s s g s ^ s R s = a gilt, muß wegen Lemma 8 und der Minimalität von a 

sRe-egt = eRe = a 

erfüllt sein, womi t unsere Behauptung und zugleich Satz 3 bewiesen ist. 
Aus den Sätzen 1 , 2 , 3 und dem Hilfssatz bekommen wir leicht die f o l -

genden Ergebnisse , die a ls ein ringtheoretisches Analogon der Resultate von 
C L I F F O R D [ 2 ] Lemmas 3 - 2 , 3 - 3 , 3 - 4 betrachtet werden können. 

K o r o 11 a r 2. Ist l bzw. r ein minimales Linksideal bzw. minimales % 
Rechtsideal des Ringes R, so gelten: 

A) Jedes von vi, Inr ist entweder ein Zeroring oder ein Schiefkörper,6> 

B ) im Falle 1 2 . = f ( 0 ) und.r2=j=(0) ist l = R?k ( s ; = sk), r = e;R (*? = *.-).-
v i = I n r = S i R s k . 

Wir bemerken, " daß für ein minimales Linksideal 1 und min imales 
Rechtsideal v eines Ringes die Gle ichung r [ = t n c im allgemeinen falsch 
i s t " ) Z, B, ist nämlich in dem Ring der Elemente 0 , 0 , b, a + b mit den def i -
nierenden Relationen 2a = 2b = 0, a* = a, ab = b, ba — b' = 0 das Haup t -
ideal (6) ein minimales Linksideal und zugleich ein minimales Rechts ideaL 
Wegen (6)2 = (0) und (b) n (b) = (b) ist unsere Bemerkung richtig. 

Ein Teil vom Satz 3 läßt sich umkehren : 

S a t z 4. Wehn ein Quasiideal a eines Ringes R ein Schiefkörper ist, sa 
ist a ein minimales Quasiideal von R. 

B e w e i s . Setzen wir voraus, daß a nicht minimal ist. Dann gibt es 
ein Quasi ideal a' mit 

( 1 7 ) ( 0 ) c a ' c a . 

Da a ' wegen a a ' n a ' a £ / ? a ' n a ' 7 ? S ; a ' ein Quasi ideal des Schiefkörpers a ist,, 
so widerspricht (17) dem Lemma 2, womit Satz 4 bewiesen ist. 

Folgendes Beispiel zeigt, daß ähnliches für ein Quasiideal , das ein 
Zeroring ist, im allgemeinen falsch ist. Im Ringe Rn (n a 3) aller nxn Ma t r i -
zen über dem Ring R ist nämlich die Menge a der Matrizen 

( 0 Ol2 Ö13 ••• flln\ 
0 0 • • • 0 

(ßi2, fli3,. • öi„ £ R y 

VO 0 ••• 0 J 
6) Es ist leicht die Behauptung über t i unmittelbar (ohne Sätze 1, 2, 3) zu beweisen^ 
7) L. KovAcs [3] gab eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit es für alle-

Linksideale I, Rechtsideale r eines Ringes die Bedingung rl = l n t gilt. 
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offenbar ein Quasi ideal und zugleich ein Zeror ing, jedoch ist « kein min i -
males Quasi ideal von R„. 

Wir beweisen noch zwei Sätze im Z u s a m m e n h a n g mit den minimalen 
Quasi idealen eines Ringes. 

S a t z 5. Wenn l (v) ein minimales Linksideal (Rechtsideal) und s 61 (f £ r ) 
ein idempotentes Element des Ringes R ist, so ist ?l (ve) ein Schiefkörper, 
sogar ein minimales Quasiideal von R. 

B e w e i s . Es genüg t unsere Behaup tung bezüglich nachzuweisen. Da 
f l nach Lemma 8 ein Quasi ideal von R ist, haben wir wegen Satz 4 nur zu 
beweisen, daß t l ein Schiefkörper ist. Da ?l nach Lemma 1 ein Unte f r ing 
von R ist, so haben wir nur e inzusehen, daß die Menge der von Null ver -
schiedenen Elemente von fI eine G r u p p e ist. s ist offenbar ein l inksseit iges 
Einselement von ¿1. Es sei 0, ^ f) ein bel iebiges Element von i l. W e -
gen f , ). £( und gilt (0) 4= f • si. £ l, woraus wegen der Minimalität d e s 
Linksideals 1 

= 1 

folgt. Hiernach gilt !•<••/. — woraus man sieht, daß es für jedes f / . ( ± 0, O l ) 
mindes tens ein Element mit */.'•*/. = £ gibt . Somit ist t l ein Schief -
körper, was unseren Beweis beendet . 

S a t z 6 . Enthält ein minimales Quasiideal a eines Ringes R mindestens 
ein reguläres") Element von R, so hat R sein Einselement. 

B e w e i s . Für ein reguläres Element « ( 6 et) des Ringes R gilt « s = t 0 , 
a lso muß wegen Lemma 6 und der Minimalität des Quas i idea ls « 

(0 =j= £ ) RG n « / ? — n 
bestehen, woraus a ^ R a folgt. Hiernach gibt es zu dem Element « ( £ n) m i n -
des tens ein Element e ( £ R ) mit 

(18) i(t = « (s£R,cc£ a). 
W e g e n der Regularität von a ist das Element £ e indeut ig best immt. Für 
i rgendein Element (>(€/?) folgt a u s ( 1 8 ) ' o s « = = p « , woraus wir wieder wegen 
der Regularität von a 

(19) «<• = (> ( o i R ) 
bekommen. ? ist also ein rechtsseit iges Einselement von R. Aus (19) folgt 
insbesondere « ? = « ( « £ u ) . Hieraus ergibt sich, wie oben, die Gle ichung 
#0 = 0 ( 0 ^ / ? ) , womit Satz 6 bewiesen ist. 

*) Ein Element a des Ringes R heißt regulär, wenn für ci die zweiseitige Kürzungs-
regel gilt. 
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§ 4 . Ü b e r R i n g e o h n e R a d i k a l . 

Wir beweisen, daß für die Ringe ohne Radikal folgende Umkehrung 
vom Satz 1 gilt. 

S a t z 7. Jedes minimale Quasiideal u eines Ringes R ohne Radikal ist 
der Durchschnitt eines geeigneten minimalen Linksideals und minimalen Rechts-
ideals, folglich gilt tl =^S;Rtk (f'c - f;, sl = ft•). 

B e w e i s . Wegen (1) und der Minimalität von a sind nur die folgen-
den zwei Fälle 

( 2 0 ) / ? a n a / ? = 

möglich. 
Es sei zuerst / ? a n a / ? = (0). Es ist entweder Ra = (0) oder # « - ¡ = ( 0 ) 

erfüllt. Im Falle /?a = (0) bildet a=j=(0) ein Linksideal mit-u-—-(0), was der 
Voraussetzung, daß R ohne Radikal ist, widerspricht. Im Falle Ra=^(0) 
betrachten wir das Produkt aRa. Dieses ist wegen aRa^RanaR = (0) 
gleich Nu!!, woraus Ra-Ra —-(0) folgt, was wegen Ra =p (0) wieder unmög-
lich ist. 

Es sei dann RanaR = a. Wir behaupten, daß Ra bzw. aR ein mini-
males Linksideal bzw. minimales Rechtsideal von R ist. Es genügt die Be-
hauptung über Ra zu beweisen. Setzen wir voraus, daß Ra nicht minimal 
ist. So existiert ein Linksideal l mit 

(21) (0) c : l c Ra. 

Wegen Lemma 6 und der Minimalität von a folgt aus RlnaRc^Raf)aR = a 
entweder 

( 2 2 ) fllna# = ( 0 ) 

oder 

(23) Rl (\aR — a. 

Im Falle (22) besteht wegen a i g / ? t n u / ? = (0) auch al = (0). Das 
impliziert Rai = (0), woraus wegen (21) t- = (0) folgt, was aber unmöglich 
ist. 

Im Falle (23) gilt wegen a £/?(£( 

. Ra <= l, 

was der Annahme (21) widerspricht. Damit ist die erste Behauptung des 
Satzes bewiesen. 

Aus Hilfssatz, Lemma 8 und aus dem ersten Teil vom Satz 7 folgt 
unsere zweite Behauptung, was den Beweis beendet. 

A 12 
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S a t z 8 (Vgl. A R T I N — N E S B I T T — T H R A L L [ 1 ] Satz 5 . 4 A ) . Rs(^=s) ist 
(tonn und nur dann ein minimales Linksideal eines Ringes R ohne RadikalT 

wenn fiRe ein minimales Quasiideal von R ist. 

B e w e i s . Ist Rt ein minimales Linksideal von R, so ist nach Satz 5 
tRt ein minimales Quasiideal von R. 

Umgekehrt, es sei sRe ein minimales Quasiideal von R. Setzen wir vor-
aus, daß Rt nicht minimal ist. Dann hat R ein Linksideal t mit ( 0 ) c z l c y ? é . 
Es gilt: | = = l f . Nach Lemma 8 ein Quasiideal von R. Es muß 
¿ U > ( 0 ) sein, denn aus «If = (0) folgt is-(e = (0), was der Annahme, daß 
R ohne Radikal ist, widerspricht. Das Element s(^sRs) ist in gif nicht ent-
halten; im entgegengesetzten Falle wäre nämlich auch = l 
erfüllt, was der Bedingung I c : Rs widerspricht Damit haben wir bekommen, 
dal.) im Widerspruch zur Minimalität des Quasiideals sRs ein Quasiideal 
¿U mit ( O ) c f i f c f ^ f existiert. Das beendet den Beweis vom Satz 8. 

Es ist noch zu bemerken, daß nach Satz 5 in jedem Ring R aus der 
Minimalität des Linksideals Rt(r = e) die des Quasiideals sRs folgt, aber 
die Umkehrung im allgemeinen falsch ist. Um letzteres mit einem Beispiel 

zu zeigen betrachten wir den Ring Q bestehend aus den Matrizen 

wobei a„, fllL., ü - alle Elemente eines Schiefkörpers K durchlaufen. Es be-

zeichnen e das Einselemeijt von K und die Matrizen^ ( o o ) ' ( o e ) -

ist leicht einzusehen, daß s,.2Qs.,2 ein minimales Quasiideai von Q ist. Da-
gegen ist QIÜ kein minimales Linksideai von Q, weil QS12 ein Linksideal 
von Q mit (0) a Qf 1,. cz- Qt22 ist. 

Da Satz 8 mit dem Rechtsideal sR statt Rs ebenfalls gilt, bekommt 
man gleich das folgende bekannte: 

K o r o l l a r 3 ( A R T I N — N E S B I T T — T H R A L L [ 1 ] Korollar 5 . 4 B ) . Rs 
(*- = f ) ist dann und nur dann ein minimales Linksideal des Ringes R ohne 
Radikal, wenn sR ein minimales Rechtsideal von R ist. 

S a t z 9. Sind die minimalen Linksideale Reit Rsk sl — sk) eines 
Ringes R ohne Radikal als Linksoperatormoduln operatorisomorph, so sind die 
minimalen Rechtsideale s¡R, skRals Rechtsoperatormoduln operatorisomorph, und 
die minimalen Quasiideale sJi?i,skRsk als Ringe isomorph. 

Wir bemerken, daß die Rolle der minimalen Linksideale und Rechts-
ideale im Satz 9 natürlich vertauschbar ist. 

B e w e i s v o m S a t z 9. Nach Korollar 3 sind SiR,skR minimale 
Rechtsideale von R. Da der Durchschnitt SiRs; = t,7? n Rsi (skRsk = skRn Rtk} 



0. Steinfeld: Über die Quasiideale von Ringen. 179 

das Element s; =j= 0 4= 0) enthält, so sind s iRs i . fkRsk nach Satz 1 min i -
male Quasi ideale von R. Wi r beweisen, daß auch £;/?£ t = £ ; /?n /?£i und 
skRsi —skRnRsi minimale Quasi ideale von R s ind. W e g e n Lemma 8 und 
Satz 1 genügt es einzusehen, daß t iRs k und s k Rsi von Null verschieden s ind . 

Es bezeichne gek(£Rsk) d a s Bild des Elementes Si(€Rsi) bei einem 
gegebenen Opera tor i somorphus von Rsi auf Rsk. Dann wird das Bild d e s 
Elementes £;•£,(={= 0, £ Rst) wegen der Opera tor isomorphie ergsk = sigek^0 
sein, woraus £;/?£,; 4= (0) folgt. Ähnlich sieht man ein, daß auch £/,/?£. =¡=(0) 
gilt. 

Um einen Opera tor i somorphus von tiR auf ekR anzugeben, betrachten 
wir ein festes Element skctsi(-j=0) von £J;/?£,-. Wi r behaupten, daß £,o 
—>-skaei-£iQ eine gewünschte Abbi ldung ist. Diese ist offenbar (rechtsseitig) 
opera torhomomorph. Die Menge r der Elemente von £;/?, denen die Null z u -
geordnet ist. ist ein Rechtsideal G f , / ? von R, also gilt wegen der Minimal i -
tät von f-iR entweder r = (0) oder v — f i R . D a das Bild von £;£,: bei de r 
obigen Abbi ldung skasi-sisi = skasi=f= 0 ist, muß i" = (0) sein, w a s die b e -
hauptete Operator isomorphie beweist. 

Um einen Isomorphus von fiRs,: auf ?kRsk anzugeben,bezeichne £¡«£,¿4=0 
ein festes Element von £;/?£,.. Wegen (0)=j= Rsrsiask £/?£& und der Mini-
malität des Linksideals Rsk gilt /?£;-£;«£Ä = /?£fc, woraus auch SkRsi-SiCcek = 
= 4>/?f/; folgt. Dies bedeutet, daß mindenstens ein Element £,^£¡(4=0, €£fc/?£,) 
mit akßsrsiask = sk existiert. Wi r behaupten, daß das Element siask-skßsi von 
Null verschieden ist. Im entgegengesetzten Falle wäre 0 = £iccsk-ekßsr£iccsk = 
— eiCtSk'Sk — fiCft-, was.unserer Annahme £;«£,.; 4 = 0 widerspricht . Da Si(et k-f kße 
wegen 

(fittek-Skßfi)1 = Siatk'SkßSi-Siatk-ekßSi = £;«jh-sk-fkßsi = £iccsk-skßsi 
ein von Null verschiedenes idempotentes Element von £;/?£;, und £,/?£; nach 
Satz 3 ein Schiefkörpsr ist, so muß siccsk-£kßei mit dem Einselement £» von 
f-iRs; übereinst immen. Wir beweisen, daß 

SiOfi —»- SkßfrSiOti-SiCtSk 
eine isomorphe Abbi ldung von £¡Rsi auf skRsk ist. Da diese Abbi ldung d i e 
Inverse s k o s k i ; a s k - s k a s k - ? k ß e i hat, und bezüglich der Addition of fenbar 
homomorph ist, endlich wegen 

iiQ£i-s iasi—>-ekßSi-Sig£ rs ios i-s iaek==skßsi-£iQ£i-Siask-£kßsrSiO£rSiask 

ähnliches auch bezüglich der Multiplikation gilt, so ist sie isomorph. 
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