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Uber das Tensorprodukt von Torsionsgruppen.
Von L. FUCHS in Budapest.

§ 1. Es seien G und H zwei Gruppen, deren Komposition (ohne daB
man die Kommutativitit voraussetzt) als' Addition geschrieben wird. Der Begriff
des Tensorproduktes G H von G und H wurde in 1938 von H. WHITNEY
[5] eingefiihrt; G® H ist die Gruppe, bestehend aus allen endlichen Summen

2(&®h)  (mit g€ G, i€ H),
die als formale Ausdriicke anzusehen sind, die nur den Distributivgesetzen
(E+8)8h=g®h+g'®h,  g®h+h)=g®h+gDH

unterworfen sind. [Sind ‘G und H mit demselben Operatorbereich £2 versehen,
so soll fir jedes A€Q2,6€G, h€H noch (lg)Qh=gR(Gh)=2(g&h)
vorausgesetzt sein.] ') WHITNEY bewies, da G & H stets eine abelsche Gruppe
ist. Nun erhebt sich die Frage, welche abelsche Gruppen sich als Tensor-
produkt zweier Gruppen darstellen lassen. Dieses Problem scheint nicht un-
interessant zu sein; wenn namlich eine ziemlich grofe Klasse von abelschen
Gruppen als Tensorprodukt von Gruppen bekannter, einfacherer Struktur
darstellbar wire, so wiirde der Begriff des Tensorproduktes in der Theorie
der abelschen Gruppen eine Methode bieten, mittels deren die Struktur einer
weiteren Klasse abelscher Gruppen beschrieben werden kénnte. Wir konnten
- dieses recht allgemeine Problem nicht vollstindig losen; es ist uns nur im
Falle von Torsionsgruppen G und H gelungen,?) zu zeigen, daB das Heranziehen
von Tensorprodukten nichts Neues bietet. Es wird sich nimlich die ziemlich
“tiberraschende Tatsache herausstellen, daB das Tensorprodukt zweier (und

somit auch endlich vieler) beliebiger Torsionsgruppen die direkte Summe end-- -

licher zyklischer Gruppen ist. Somit gibt uns das Tensorprodukt von Torsions-

1) Fiir eine systematische Behandlung von Tensorprodukten verweisen wir auf
Boursakr [1]. : )
2) Unter einer Torsionsgruppe versteht man eine Gruppe, deren Elemente von end-
, lichen Ordnungen sind. ’ .
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gruppen keine neue Methode zur Beschreibung der Struktur von abelschen
Gruppen an die Hand.

§ 2. Um unser Hauptergebnis beweisen zu konnen, bendtigen wir die fol-
genden bekannten Hilfssétze, fir deren Beweis auf die Literatur verwiesen sei.

Hilfssatz 1 (WHITNEY). Sind G und H beliebige Gruppen und

bezeichnet-G* bzw. H' deren Kommutatoruntergruppen, so besteht ein (natiir-

licher) Isomorphismus :
GQOH~=G/GQRHH.

Hilfssatz 2 (DIEUDONNE). Bestehen die direkten Zerlegungen
G=2G. und H=3H,, so gilt:
I . IS

GR®H=232/(G:®H,).

.. Hilfssatz 3 (DIEUDONNE). Es sei g€ G von der Ordnung p* und
h € H von der Ordnung q", wo p und q Primzahlen bezeichnen. Dann ist dcs
Element g2k von GR@H gleich O, falls p#q, und ist von der Ordnung
= Min (p*,¢"), falls p=gq. -

Zugleich bemerken wir, dafl sich aus Hilfssatz 1 unmittelbar ergibt, daff
. man sich auf Tensorprodikte mit abelschen Faktoren beschrinken kann. Da
* abelsche Torsionsgruppen stets als direkte Summen von p-Gruppen (ihren
p-Komponeanten) darstellbar sind, folgt aus Hilfssatz 2, daB es geniigt, das
Tensorprodukt von p-Gruppen zu betrachten. Nach Hilfssatz 3 verschwindet
aber das Tensorprodukt einer p-Gruppe und einer g-Gruppe, falls p und ¢
verschiedene Primzahlen sind. Somit reduziert sich das Problem beziiglich
der Struktur von beliebigen Torsionsgruppen auf das von abelschen p-Gruppen
(mit derselben Primzahi p). -

§ 3. Nach einem wohlbekannten Satz von L. KuLikov [4] enthilt jede
abelsche p-Gruppe G eine Basisuntergruppe B, die bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmt und durch die folgenden Bedingungen definiert ist: (i) B
ist die direkte Summe von zyklischen p-Gruppen; (ii) B ist eine Servanz-
untergruppe von G; (iii) G/B ist eine vollstindige Gruppe3) Es gilt nun fir
unsere Zwecke der wichtigste

3) Eine Untergruppe H der abelschen Gruppe G heiBt eine Servanzuntergruppe, wenn
folgendes gilt : fiir ein a € H und fiir eine natiirliche Zahl 2 ist die Gleichung nx = a genau
dann losbar in G, falls sie auch eine Losung in A besitzt. Die Vollstindigkeit einer abel-
schen Gruppe G bedeutet die Losbarkeit aller Gleichungen der Form nx=a (a€ G).
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Hilfssatz 4. Ist B bzw. C eine Basisuntergruppe der abelscher
p-Gruppe G bzw. H, so gilt .
‘ GQH~B®C.

Dieser Isomorphismus “wird durch den Beweis bestitigt, daB jedes
Element gQ@h ¢ GX®H einem bQc€e BOCES GX®H gleich ist. Nach der
Definition der Basisuntergruppe gibt es Elemente x € G,y ¢ H mit p’x+-b=g
bzw. p'y-+c=~h fiir passende b€ B,c€ C, wobei wir die Exponenten k,r
gemiaB ) p* = O(h), p = O(b) wihlen. Dann ergibt sich unter Beriicksichtigung
von n(u®@v)=nu@v=uQn« fir jede ganze Zahl n, dah

ERA=('x+0)R@h=P'x) LA+ h=xQ(P"h)+ bR (py+c)=
=(pHy+bRc=>b¢,
es gibt also keine Elemente in G& H, die nicht einem Element von B&C
gleich wiren, w.z.b. w." C )

L4

§ 4. Nun sind wir imstande, unser Ergebnis leicht nachzupriifen.

' Satz. Sind. G und H beliebige Torsionsgruppen, so ist ihr Tensorpro- .
dukt G@ H eine direkte Summe von zyklischen p-Gruppen.

Nach § 2 ist G®H der Gruppe >, (G,& H,) isomorph, wo G, bzw.
1‘

H, die p-Komponente von G/G" bzw. H/H’ bedeutet-und die direkte Summe .
iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist. Aus Hilfssatz 4 erhilt man, dal
G,® H,~ B,® C, ist, wo B, und C, Basisuntergruppen von G, bzw. H, sind.
Zieht man noch Hilfssatz 2 in Betracht und beachtet, daf geméf Definition
B, und C, direkte Summen von zyklischen p-Gruppen sind, so foigt sofort
aus Hilfssatz 3,°) daB G,® H,, und somit auch G® H direkte Summen von
zyklischen p-Gruppen sind, w. z. b. w.

Falls man eine explizite Darstellung der Basisuntergruppen B, und C,.

kennt:7) o o
B,=2 2 &), C=22 Cp),

i==1m;(p) E=1ng(p) ]
wo mi(p) und n(p) jrgendwelche Kardinalzahlen sind, so 14Bt sich auch
G ® H explizit bestimmen. Es folgt ndmlich:

*) B,®C,—=2 3 ep),

7= 4500

4) O(x) bezeichnet die Ordnung des Elementes x.

5) Fiir eine dhnliche SchluBweise s. die Arbeit {3}, Satz 1.

6) Das Tensorprodukt von zyklischen Gruppen der Ordnung p» und p~ ist ebenfalis.
zyklisch und besitzt die Ordnung Min (p», p™).

7). ©(p~) bezeichnet eine zyklische Gruppe der Ordnung p=, und ZA bedeutet die

direkte Summe von m isomorphen Exemplaren der Gruppe A. "
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() = m (P (p) + m(p), 7 ne(P) +i(p) 2 mi(p)-
Somit ist G® H die direkte Summe der Gruppen () filr alle p.
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