Uber die orthogonalen Funktionen. L.
Von KAROLY TANDORI in Szeged.

Einleitung. )

D. MENCHOFF [1] und H.. RADEMACHER [1] haben den folgenden Satz
bewiesen:

Wenn die Koeffizientenfolge {a.} die sogenannte Menchoff——Rademacher~
sche Bedingung '
8)) Z a; login < oo

n=2

erfiillt, ist die orthogonale Reihe

@ 3 ()

fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {g.(x)} im Grundintervall fast
liberall konvergent?).

~ D. MENCHOFF [1] hat auch gezeigt, daB die Bedingung (1) im allge-
meinen nicht geschwicht werden kann, in dem Sinne, daB die Faktorenfolge:
{log n} durch keine langsamer ins Unendliche konvergxerende Folge {W(n)}
ersetzbar ist. Namlich gilt der folgende

Menchoffsche Satz. Wenn die positive Zahlenfolge {W(n)} die
Bedingung
W (n) == o (log n)

erfiillt, dann kann ein orthonormiertes Funktionensystem {@D.(x)} und eine Koef--

1) Diese Arbeit enthilt u. a. den ausfiihrlichen Beweis der in den vorlaufigen - Mit-
teilungen 1], {2], [3] veroffentlichten Resultate, jedoch werden emlge Resultate in einer:
aligemeineren Form bewiesen.

2) In dieser Arbeit wird der Logarithmus mit der Basis 2 verwendet, man beschrénkt
sich nur auf reeile orthogonale Reihen und es wird angenommen, da8 das Grundmtervall
endlich ist. .
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Sfizientenfolge {a,} -angegeben werden, fiir die

2 EWn) < o
n=0
ist und die orthogonale Reihe
ON . Z a0, . (x)
im Grundmtervall iiberall divergiert.

Spiter hat D. MENCHOFF [2] gezeigt, daB in seinem Satz das Funktionen-
system {®,(x)} im Grundintervall gleichmdpig beschrankt gewdhlt werden kann.
In dieser Arbeit wird. mit Beniitzung der Grundideen von D. MENCHOFF
zuerst die folgende Verschirfung des Menchoffschen Satzes bewiesen (Satz 1):

‘ Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge, die die
Bedingung
(4) Z a2 logn = oo

"—-.-

erfiillt. Dann kann ein (von der Folge. {a,.} abhdngiges) orthonormiertes Funk-
tionensystem {®,(x)} angegeben werden, fiir welches die Reihe (3)im Grund-
intervall iiberall divergiert.

Es wird gezeigt, daB dieser Satz den Menchoffschen Satz enthiit.

Man kann leicht einsehen, daB in Satz I die Monotonitit wesentlich
ist; sonst ist die Behauptung im allgemeinen nicht giiltig. Es kann namlich
eine positive, lakundre Koefhznentenfolge {a.} angegeben werden, fiir die (4)
erfallt ist, dagegen :

(3) - Sace

n=0
'ist (es sei z. B. a gom = —; fir m=1,2,... und a, =0 sonst). Dann ist aber

-die orthogonale Reihe (2) fiir jedes orthonormierte System {(p,.'(x)} im
Grundintervall fast iiberall absolut konvergent?). '

'3) Es sei ndmlich {¢, (x)} ein in dem Grundintervall [u, b} orthonormiertes Funkti-
onensystem. Auf Grund von () ist
b

o - > ' LN © | .
D'a, J-|<pn(x)|dxs(b a)"‘Z’a U qa:':(x)dx) =(—a)'® Ya, <oo
n=( . T

n=0 n=0
a

und so ergibt sich mit Anwendung des B. Levischen Satzes, daB die Reihe

>a,le, @I
n=0

im Grundintervall fast iiberall konvergiert.-
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- Aus Satz 1 erglbt sich, daB fur eine posmve monoton mchtwachsende- :
' Koefﬁz:entenfolge {a,} die Menchoff-Rademachersche Bedingung nicht nur
Mhinreichend, sondern auch notwendig dafiir ist, daB die orthogonale Reihe (2)
fiir jedes orthonormierte System {qo,.(x)} im Grundmtervall fast iiberall kon-
vergiert.

In § 2 wird gezeigt, daB in Satz 1 das Funktzonensystem { D,(x)} im
Grundintervall gleichmdpig beschrinkt gewdhit werden kann.

Es ‘sei {g.(x)} ein behebxges im Grundintervall [a, b] orthonormiertes
Funktlonensystem Ist {a.} €l d. h. ist

) zamo

- S0 erftillt sich fir die Folge g
die orthogonale Reihe

dxe Bedmgung (1) und so konverglert

.Zm: logn q’"( )

nach dem Menchoff-Rademacherschen Satz im Grundintervail fast iiberall.
. Mit Anwendung eines bekannten Kroneckerschen Hilfssatzes *) ergibt sich fiir
die -Partialsummen . der quadratisch integrierbaren Entwicklungen die folgende
von H. RADEMACHER stammende Abschitzung:
Ist {a.} € I', so gilt im Grundintervall fast iiberall

| (5) o Zaucp,. (x)——o(logN)

(Siehe H. RADEMACHER [1], S. 122)
Es sei {/.} eine posmve, monoton mchtabnehmende Zahlenfolge, die

die Bedmgung
- co lo n
™ g,

2]

- N=g

erfiillt. Dann erfiillt sich die Bedmgung (1) fur die Folge - und so kon-

vergiert die orthogonale Relhe

o ¢a (%)
2

" %) Der Kroneckersche Hilfssatz lautet folgenderweise. Es sei {,} "eine posi’iive, mono- -
ton nichtabnehmende, ins Unendliche konvergierende Zahlenfolge. Wenn die Reihe =~ .
u)l . ’

. . n=0 *‘n
'kanvergent tst dann gtlt "o+ +uN o(tN) (sxehe z B A ZYGMUND [l], S. 255)
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nach dem Menchoff-Rademacherschen Satz im Grundlhtervall fast tiberall.
Daraus ergibt sich mit Anwendung des Kroneckerschen. Hilfssatzes die- soge-
nannte

Rademachersche Abschatzuhg Wenn die positive, monoton
nichtabnehmende Zahlenfolge {l.} die Bedingung (7) erfullt dann gilt im
Grundmtervall fast ube'rall

(® DT Z«pn(x)—o(m

(Siehe in weniger .scharfer Form, namlich mit der Abschatzung 0 (I/N log®*: N)
" (¢>0) statt o(ly), bei H. RADEMACHER [1], S. 122.)

In §§ 3—4 wird mit Hilfe des Menchoffschen Satzes bzw. mit der von
uns gegebenen Verallgemeinerung bewiesen, daBdie Abschitzungen (6) und (8) -
im allgemeinen nicht verbessert werden kdnnen.

Es sei {4,} eine positive, monoton mchtabnehmende Zahlenfolge, die
die Bedmgung

© ,
erfiillt. Dann ist

‘ml

<°°‘
. n=0;'

s

o 1 . < |
Zl—zjcpz(x)dxa‘_ 7<=
und so ergxbt snch mit Anwendung des B. Levischen Satzes daB die Relhe
Z‘Pn(’()

n—=_ l

. . - B R &g . N
im Grundintervall fast tiberall konvergiert. Daraus erhalten - wir mit Anwen-
dung des Kroneckerschen Hilfssatzes die folgende Abschatzung

Wenn die positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {l } dle Bedin-
gung (9) erfiillt, dann ist zm Grundmtervall fast iiberall

10y .- Zq»ﬂ(x)—o(zw)

' (Snehe in weniger scharfer Form, mit der Abschatzung o(N logl+£ N) (s>0)
statt 0(4%), bei S. Kaczmarz [1], S. 99.)

Von der Abschitzung (10) ergibt sich die folgende Behauptung:.

Wenn die positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {4} die Bedin-
gung (9) erfiillt, dann ist im Grundintervall fast iiberall

() 9x() = o0(ix).
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In§5 w1rd gezelgt daﬁ die Abschatzungen (]O) und an 1m allge-
meinen nicht verbessert werden konnen.
Betrachten w1r nun die Lebesgueschen Funkhonen

| L:.v(x-) =J

die zu ﬁen Partialsummen der Entwicklungen nach dem in dem Grundin-
tervall [a, 8] orthonormierten Funktionensystem' {(p,,(,\)} gehoren. Nach der,
Bunjakowskl Schwarzschen Ungleichung ist

§ @) u(t) ' dt (N'% o1, S

N

b
2 h172
Jn:t)
a -

> 9’_"‘(-’5? qJ..,(t) dt = (b—a)'2 (f(; (pn(‘x)‘q’" 0 )_dt)m

und so gilt im Grundintervail iberall
N 172 '
2 Le=b—a= Sew| (=01,

ﬁaraus ergibt sich auf Grund von (10) die folgeﬁde‘ Abschitzung:

Wenn die positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {1.} die Bedin-
gung ) erfullt dann ist im Grundintervall fast iiberall

13) o L\(x)—o(im)

(Siehe in wegiger scharfer Form, mit der Abschdtzung 0(1/—og‘+e N) (s >0)
statt o(4x), bei S. Kaczmarz [1], S. 99.)
' In speziellen Fillen kann die Abschétzung (13) verscharft verden:

Ist das Funktionensystem {@.(x)} im Grundintervall gletchmaﬁlg be-
schrankt; oder sind die Lebesgueschen Funktionen des Systems im Grundinter-
vall fast iiberall konstant, so gilt im Grundintervall iiberall, bzw. fast iiberall

(19) O L =0(™),

. ’ ’
(Siehe S. Kaczmarz [1], S. 99. und H. RADEMACHER [1], S. 130.)

Der erste Teil der Behauptung ist aus der Ungleichung (12) evident,
. der zweite Teil kann mit einer einfachen Rechnung bewiesen werden. In § 6
- wird mit Anwendung der Ergebnisse von H. RADEMACHER gezeigt, daB die
‘Abschitzung (13) im allgemeinen nicht verbessert werden kann. DaB die
Abschdtzung (14) im allgemeinen nicht verbessert werden kann, wurde von
H. RADEMACHER bewiesen. Das Rademachersche System {r.(x)} ist nimlich
im Intervall [0, 1] gleichmiBig beschrinkt, die Lebesgueschen Funktionen
sind im Grundintervall fast iberall je einer Konstante gleich und es gilt im
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Grundintervall fast iiberall
A

1
J 2r,,(x)r,.(t)|dt<dzvv’ (N=0,1,..),
1]

n=y

wo d eine von N unabhingige positive Zahl ist (H. RADEMACHER [1], S. 130-134).

In den folgenden Paragraphen dieser Arbeit werden ahnliche, .mit der
Cesaroschen Summation zusammenh: 1gende Fragen besprochen.

In § 7 wird mit Anwendung eines Summatlonssatzes von D. MENCHOFF
folgendes bewiesen:-

Fiir die (C, ¢ > 0)-Mittel :*)(x) der quadratzsch mtegnerbaren Entwick-
lungen gilt die Abschatzung

(15) | dP(m=o(lpglog N)
im Grundintervall fast iiberall. .
Dieser Satz ist eine Verscharfung eines Satzes von G. ALEXlTS [1] Wir

werden zcigen, daB die Abschatzung (15) im allgemeinen nicht verbessert
werden kann.

In § 8 wird die Verallgemeinerung eines Satzes von I. S. GAL bewiesen,
der sich auf die (C, a>0)-M1tteI der orthonormierten Funktionen bezieht und
folgenderweise. lautct : _

Es sci {2, } eine positive, monoion nichtabnehmende Zahlenfolge, "die

“die Bedingung (9) erfiillt. Ist « >0, so gilt im Grundintervall fast iiberall

klﬁ) - ;}(‘\;2 ‘:’,,q),.(x)—o(zy) (Af,‘:’=;(’;.’+“4)_).

n=y

Dieser Satz wurde fiir ¢=1 von I. S. GAL [1] mit der Abschitzung
o(/Nlog* N )(s>0) statt o(4v) bewiesen. Spiter wurde dieser Satz von
-G. ALEXITS [1] in einer etwas allgemeineren Form bewiesen. Es wird auch
gezeigt, daf die Abschitzung (16) im allgemeinen nicht verbessert werden kann.

In § 9 werden die zu der (C, a>0)—Summatxon gehorigen . Lebesgue- ‘
schen Funktionen

| LY x) = Jb

untersucht. Auf Grund der bekannten Elgenschaften der Faktoren A“" 1st evi-
dent, dab fir ¢ >0 im Grundintervall tiberall

L%’(X)éon;gb{.k(x) | (N=0,1,..)

1 . o :
(.,)ZAfv’m(xm«) at . (N=01,..)
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ist. Daraus ergibt sich auf Grund der Abschatzungen (13) und (14) dxe folgende
Behauptung:

, Wenn die positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {i.,.} die Bedin-
gung (9) erfiillt, dann ist fir « >0 im Grundintervall fast iiberall

7). : : LY (x) == 0(Ay).

Ist das Funldzonensystem {@.(x)} im Grundintervall [a, b} glezchmaﬁlg be—
schrinkt, so zst fiir @« >0 im Grundintervall iiberall ,
(18) LR )= 0™, .

Durch eine Modifikation des Grundgedankens von § 6 kann man zelgen :
daB im- aligemeinen die Abschdtzungen (17) und (18) nicht verbessert wer-
den konnen. Auf Grund dieser Ergebnisse ist ersichtlich, daB von- der
gewohnlichen Summation zu den Cesdroschen Mitteln iibergehend, die Grifen-
ordnung der Lebesgueschen Funktionen im allgemeinen nicht abnimmt. ‘

Wir werden sehen, dab die Félle « >0 und « =0 gleichzeitig behandelt:
werden konnen. Trotzdem werden die zwei Fille gesondert untersucht, weil
der Fall @ >0 im Vergleich zum Fall « =0 wesentlich komplizierter ist.

Ich mochte den Herren Professoren G. ALExiTS und B. Sz.-NAGY meinen:
~ aufrichtigen Dank aussprechen fiir ihre wertvollen Ratschldge bei der Femg—
stellung der vorhegenden Arbeit.

§ 1. Die Verallgemeinerung des Menchoffschen Satzes.

In dlesem Paragraphen wird zuerst die folgende, schon in der Emleltung'
erwéhnte Verschzirfung des Menchoffschen Satzes bewiesen.

Satz I. Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwachsende ZahIenfoIge,
- fiir die die Bedingung

(1.1) : Za,.log n= oo

erfillt 1st Dann kann ein im Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktionen--
system {@.(x)} angegeben werden, fiir welches die orﬂxogonale Reihe

(12) - 2 a, D, (x)

n=0
im Grundmtervall [a, b) iiberall divergiert.
Mit anderen Worten, ist fir eine positive, monoton mchtwachsende Folge
{a.} die Menchoff-Rademachersche Bedingung

3 2 2
D'aslog’n < oo
n=2
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nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig dafiir, daf die Reihe

m

= a,, @ (x)

l)

fiir jedes orthonormierte System {@.(x)} fast iiberall konvergiert. )
Zuerst sei gezeigt, daBl aus Satz I der Menchoffsche Satz folgt. Zum
Beweis dieser Behauptung bendtigen wir den folgenden '
Hilfssati I. Es sei {W(n } eine positive Zahlenfolge, fiir die
W(n)=o0(log n)

gilt. Es kann eine positive, monoton nichtabnehmende Folge {v(n)} angegeben
werden, die die Bedingungen .

v W)
\
(1.3) = (nlog’ n)»? (n)
und
o, 1
(1.4 ' = (nlog n)v'(n) =
erfiillt.
Beweis von Hilfssatz I. Nach unserer Annahme ist
W(m) _ ' '
log 1 =o0(1). -

Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, daB
W(n)(log n)-' = 1 fiir jedes n = 2 gilt. Da
S

w=nlogn

n=z

ist, kann eine Indexfolge {Ni} (N, =2) bestimmt werden, so daﬂ die folgen-
den Bedingungen erfiillt werden:

W(n)) =1 —
(1.5) (logn = fur n=N, . (k—l‘,2,...)
und

¥y-1 Neyi-1 1

6 X = >

miNg_mlogm = =%, mlogm

(k=1,2,..).

Es sei
[ Nyt

12 . .
1 . N e
(1.7) U(fl)~ 3,"2\_;‘ ‘mg ﬂlr Nk714§ n <Nk (k-— 1, 2, ...). -
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"Die so definierte Zahlenfolge {v(n)} ist 'posit'iv und nach (1.6) monoton
nichtabnehmend. Nach (1.5) und (1.7) ist

S Wi 2 G W2(n 1
PNe log® rs)l)#(n) =, ., (alog? lS)?f*(ﬂ) =SEaE<
also wird die Bedingung (1. 3) erfiillt. Nach (1.7) gilt filr jedes s -
Ne-1 s V-1 .
S IS RN W P

<, (nlog n) log nyv (n)
woraus (1. 4) folgt
- Damit haben wir den Hilfssatz [ bewiesen.
Es sei {W(n)} eine positive Zahlenfolge, fiir die die Bedingung W(n) =
= o(log n) erfiillt ist. Mit Anwendung von Hilfssatz | ergibt sich eine positive,
monoton mchtabnehmende Folge {#(n)}, die die Bedingungen (1. 3) und (1. 4) -

S (nlogn)e*(n) &

erfiilit. Es "sei nun a,=a, —--—1— und a,.=——{— fir n = 3. Es ist
72 Vnlog'n v(n)
klar, daB diese Folge posiliv, monoton .nichtwachsend ist und danach (1.4) .
a: N © 1 ’
,,‘_‘_a" log’n = ,E,(n log n)7*(n)

gilt, wird die Bedingung (1.1) erfiillt. So gibt es nach dem Satz | ein im
- Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,(x)}, fiir welches
die orthogonale Reihe (1.2) im Gandmtervall [a, b] iiberall divergiert. Nach
(1. 3) gilt aber:

o Wy
,.Z_""W(”) “Z_(nlog3n)l T

Daher erfiillt die Koeffizientenfolge {a,,} und das m1t Anwendung von Satz |
gewonnene Funktionensystem {®.(x)} die in dem Menchoffschen Satz

vorkommenden Bedingungen.
Damit haben wir bewiesen, daB aus Satz | der Menchoffsche Satz folgt.
Zum Beweis des Satzes | bendtigen wir die folgenden zwei Hilfssatze.

Hilfssatz Il. Es seien c(=.1) und p(=2) positive ganze Zahlen.
Es kann ein im Intervall {0, 5] orthonormiertes System von Treppenfunktionen®)
{filc; p; X))y (=1, .~.,2p) mit den folgenden Eigenschaften angegeben wer-

den: zu jedem Punkt xe[—i—, -‘Z—) gibt es eine von x abhdngige natiirliche

5) Eine Funktion in (a, b) heiBt eine Treppenfunktion, wenn (a,‘b) in endlichviele
Teilintervalle zerlegt werden kann, so daB die Funktion in jedem Teilintervall kostant ist.

A5’
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Zahl m(x)(< p) so dap die Funktlonswerte f1(¢: p, x) . fp+m(,)(c, p; x) posi-
tiv sind und

(]‘8) fx(C»P, x)+ +fp+m(:)(c P, X) = AV_Ing
gilt, wo A eine positive, von x, ¢ und p unabhdingige Zahl ist.

Fiir c=1 wurde dieser Hilfssatz von S. Kaczmarz [2] bewiesen; der
folgende Beweis fiir beliebiges c ist ahnhch dem Bewexs von S. KACZmARZ
fiir den Fall c=1.

Beweis von Hilfssatz II. Es sei

Fie p; x)—————'—‘— far xe["—‘—', —) (k=1,...,4cpi [=1,...,2p).
Dann ist , : .
. S | IR ’
jf,(c,p,x)dx—z s— (I=1,...,2p),
k— p—t—l e AR
z)
woraus folgt '
(1.9 | ff“%(c,p;x)dxé“—' =1,...,2p),

wo A’ eine von ¢ und p unabhanglge Zahl ist.
Ferner haben wir fiir i > j:

f fie.pi 05 p; x)dx——f (k_p_, : Iy (k_'p-_.,-}_ %)=

1.1
cpi

1 .1
k— p-—z——-7 k—-p—/—'?

k=Top-ip 1 =Ipjp 1

1 guc-xz)p-s | e 1. }
2 2

Daraus folgt

[f(CPX)f(CPIX)dx L ”2’ ¥ 1)
’ e Cpi—] |us \ -

Tp-i g 7 k=(4frl)p-i+l b— 1
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und so ist . -
v ] f fepific pinds| =
T §——
p+/+2 (4c l)p—t—7 |

Um von den im Intervall [0,4] so definierten Funktionen fi(c, p;x)
(I=1,..., 2p) ein im Intervall [0, 5] orthogonales Funktionensystern zu erhal-
ten, sollen diese Funktionen im Intervall [4,5] wie folgt definiert werden.
Wir teilen das Intervall [4, 5] in N==2p(2 p—1) Teilintervalle glelcher ‘Linge
I; =i=2p, l<j<2p,l:{»:j) Es sei, fiir [=1,. 2p,

V?Nial,_j‘ ‘ x€h,
f_:(c,p;x)=] + ' '
0

5 N[ a; l sign a,; X¢€ ]j,;,'
sonst,
wO

:-—ff(c p,x)f,(c,p,x)dx |

gesetzt wird. Dxe S0 def:merten Treppenfunktxonen {file,p; )} (I1=1,...,2 p)'
bilden im Intervall [0,5] offenbar ein orthogonales System, femer 1st
4 . .

2p N
Jf?(c,p,x)dx—— [fl (c p,x)dx+ |az.,|+ %llagnlf
0 . ; .
Hieraus folgt auf Grund von (1.9) und (l 10)
(1.11) ‘ Jf"(c,p, (I=1,...,2p),

wo A” eine von ¢ und p unabhangnge posmve Zahl ist.

st xe[ —‘3—), SO glbt es eine’ von x abhanglge nat(irhche Zahl m(x)

- (<P) derart, daB

|2p+m(x) 2p+m(X)+1) o

.‘p, '."'f: Cp
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gilt. Nach der Definition von fi(c, p; x) sind die Funktlonswerte filc, p;x), .
+ formn (¢, p; X) positiv und es gilt

prm{r) pm(r) 1 prmiz) 1
g.f,(cp,x) 2 =271
. 2p+m(x)+l——p—l—? - l—?

Fiir die normierten Funktionen
4 :: -1/2 -
fz(c,p;x)=$Jf—,'-'(c,p;x)dx$ fip;x)  (=1,...,2p)
o ' B
ergibt sich dann auf Grund von (1. 11) die Ungleichung (1.8).
Damit ist der Hilfssatz 1l bewiesen.
Ist /= (u,+] ein beliebiges endliches Intervall, so definieren wir:

/ " ’ ’x-—u . '4
file, p, ,;x-,___3V5ﬁ(\c,p,av——_—u) fir u <x<w,

' - ‘ .0 sonst
(I—T—],_,,, 2,17) und

=542 1u T8 3 44).
Dann ist A
fir it
(1.12) ff(c P x)fp 1 X)dx—;”(,) f:,l: ffj
(1.13) u(F(c, l))=§~ %f)

und fir x € F(c, 1) gibt es nach.(l.S) eine von x abhdngige natiirliche Zahl
m(x)(< p) derart, daB die Funktionswerte f,(c,p,I;X), ..., fpmm(c, P, I; X)
positiv sind und die Ungleichung

(1" 14) f\(C, o> L X)+ e +fp+'"(-f)(cy J K X) = V?A V?B Ing | .
besteht.

Hilfssatz Ill. Es sei{a.} eine positive, monoton nichtwachsende. Koef-
fizientenfolge, die die Bedingung (1.1) erfillt. Dazu kann man ein im
Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®.(x)} mit der folgen—
den Eigenschaft angeben:

Fiir fast alle Punkte x des Grundintervalls arzd fiir unendlich viele von
x abhdngige natiirliche Zahlen m kann eine natiirliche Zahl n.(x)(< 2m*—1)

) Mit w(H) wird das Lebesguesche MaB der Menge H bezeichnet.
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angegeben werden, 50 daﬁ die Funktionswerte D, (x),..., Dy, sn,=)(x) gleiches
Vorzeichen haben und .

(1. 15) . : l@\ (x)+ + @\m-{»nm(z)l > B_
oy N1 X :

gilt; dabei ist No——O N ~—2(2+ «+2™)y (m= 1) und B ist eine von x

und m unabhdngige positive Zahl.

Beweis von Hilfssatz Ill. ‘Wir konstruieren in [a, b] zuerst ein
orthonormiertes System von Treppenfunktionen {®,(x)} {n=0, 1,...) und meB-
bare Mengen F,. (m=20,1,...), so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) fiir jedes x € F,. gibt es eine natiirliche Zahl n,(x) (< 2™2—1), so
daB die Funktionswerte @y _(x),..., Py, +n,in(X) gleiches Vorzeichen haben,
und (1.15) mit einer von x und m unabhdngigen Konstanten B giiltig ist;

b) die Mengen F, (m=0,1,...) sind stochastisch unabhingig’) und
es gilt .
(1.16) 4 u(Fo) = 10 |

Der Grundgedanke der folgenden Konstruktion wird von den Arbeiten
von S. Kaczmarz [2] und D. MENCHOFF 1] entnommen

Zuerst soll erwahnt werden, dafl

1.17 - © N <4 N, (m=1,2,...)
ist. Da die Folge {a.} positiv,. monoton nichtwachsend ist, gilt fiir jedes s

ml’l {1 Nm+1a\m+l log N"l‘fl}

Ns;l . . §-1 Veap! s 1

2, @9 9. 2 - 2 2
D arlog’n=2 D da.log’n< > (Nin—Ni)ax,log’ N,
1|=N1 k=1 n:,\’k . k=1

also folgt auf Grund von (1.17)

: ‘I

2 a; log’n < 16 ZNka\, log” N
=y
~und so ist nach (1.1)
Z N,,.+|aNm+1 log’® Ny = oo.
m=0
. 7) D h. fiir ]ede endllvche Indexfolge k, <k, <0 < k gilt

CHENFRNNFY s 0(F) | ()
' b—a - b—a b—a =~ b—a
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Daraus entnehmen wir, daB aus (1..16) die Beziehung..

R

(1.18) L 2 u(Fa)=oo
L m=

folgt. - . .

Hieraus und aus der stochastischen Unabhingigkeit der Mengen F,
ergibt sich auf Grund des zweiten Borel-Cantellischen Lemmas ®):

y(hm F.)=6 —a.

m—+ @

Fiir x € hm F.. gilt aber (1. 15) fur unendlich v1e|e m.

n-»m

Damit wird also der Hilfssatz 11i bewiesen werden.
Nun gehen wir zur Konstruktlon der Funktionen @,(x) und der Mengen
F.i tiber. :
Wir beginnen mit der Bemerkung, da aus der Deflmtlon der Index-
folge {N.} folgt:- ,
1

(1.19) -Vz'"“>—2—1/N,,,f,l, m—?-‘lé‘%loglvmﬂ _ (ni=0,1,...).'

.8) Dieses Lemma (siehe z. B. W. Fewer [1], S. 155) Iautetﬁfolgenderweise: A
Sind die mefibaren Mengen E, (Sla, b]) (m= 0 ..) stochastisch unabhdngig und ist

™ _ : ZF(E,,.)—

so gilt
(llmE )—b —a.

Dlese Form des Borel-Cantelllschen Lemmas kann z. B. auf folgender Welse bewiesen
werden. Wegen der stochastischen Unabhﬁnglgkelt gllt fiir alle / und s (s>1)

#( UE;.)—(b-—a)—" (€ UEk)_(b 0)—l ( ﬂCEk)—-

—(b—a)gl— (CE*)!—(b— )31—]]( "(E‘))

‘'wo CH die Menge [a, b] —H bezeichnet. Auf Grund der Annahme (*) gilt
= #(Ey)
11(1-522) o

C k=l b

(kg' E,‘) b—a.

Daraus ergibt sich auf Grund der Relation

imE, —-IQO(kL_JIEk)

m*@

aiso ist

unsere Behauptung.
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Nun wenden wir den Hilfssatz ll an, undzwar mit der folgenden Wahl
der Zahlen ¢, p: : . )
_ 1 ), =
| f= [Nla‘fvl log"N, T+ 1]’ p=2
Es sei - o

By (x) = —V_—‘_—_ﬁ(cl,p,,'[a, Bx)  (=1,..,N) -

und Fo F(c, [a, b]). Nach dém Hilfssatz I sind ®.(x) (n=0,..., N,—1)"
Treppenfunktionen und bilden nach (1. 12) ein in [a ] orthonormlertes Sys-
tem. Auf Grund von (1.13) ist , ,
b—a 1 b b—a N log2N
.“(Fo)’:" [ 2 3 +] = 12Nl2 . ’
5 | N,a} log® N, 5 Naj log®N,+1
woraus folgt, daf (1.16) fiir m=0 erfiillt wird. Ist X€F,, so gibt es nach

(1.14) eine von x abhanglge natiirliche Zahl ny(x) (< 22—1), fiir die die Funk-
tionswerte @y(x), . .., Puyx)(X) posmv sind und _

Do(x) + - +d>n0m(x)_vb_ 3[1\,0- Tog® N, +‘] 2%;

S .
Vo—a | Nian, log N, )
ist. Daraus ergibt sich auf Grund von (1.19), daB (1.15) fir m==0 erfiillt

ist, wenn B= — _1/5_ A gewihit wird.
6 V/b—a
Es sei m(>l) ein beheblger Index. Wir nehmen an, daB die’ Funktlo—
nen @,.(x) (n=: ., N.,—1) und die Mengen F; (k==0, ..., m—1) bereits

definiert sind, so daB die @.(x) Treppenfunktionen sind, in [a, b} ein ortho-
normiertes System bilden und die. Bedingungen a), b) fiir die Mengen
Fo, ..., Fu-1 erfiillt sind (insbesondere sind also Fo,...,F,,._l stochastisch un-
abhanglg)

. Dann kann eine Emtenlung des Intervalls [a, b] in endlich v1ele Teilin-
‘tervalle [, (o=1,...,7) angegeben werden, so daB in den einzelnen Teilin-
tervallen jede AFunktion D, (x) (n==0,...,N,—1) konstant ist. Die zwei
Hilften des Intervalls /, werden mit /; bzw. I}’ bezeichnet (o=1,...,7).

Wir wenden nun den Hilfssatz Il mit den Zahlen '

' 1
. c")-{-l = [ 2 a
Nuwan,,, 108" Npu

+ 1], pn;+1 =2m

9) Im allgemeinen bezeichnen wir mit [«] den'ganzén Teil von a.



72 K. Tandori

an. Es sei

q)'vm'*‘l'l(x) ;Zﬁ (cm-}-l y Pms1, 199 x) yfl (cmflyp”h}-l s [0 ’ x\

p:l

Vb—
((=1,...,2:2"") und

== U (F(Cm+ly Q)UF(C'“'H’I”))

Auf Grund des Hxlfssatzes Il ist es klar, daB die Funkhonen ®,,(x)
(Nu = n < N,.1) Treppenfunktionen sind.
Es sei 1=i=2™" 1=;=2"" Dann ist nach (1.12)
. . b - . -
| @10 Py a (W) tx =
= 32& ’f (Cm+1 y Pm+1s ]py x)f/ (Cm-rl, Pm+1, Io, x)dx+

()_ o

Ip

(1.20)

+Z.; f‘fi (Cn1+ly p»@l; l@”v x)f] ('Cm-{-l;pm-;-l, ]é', X) dx =
o= 1{)’
0 ' fur i,
== 1
—a = (“(/o)-i-.“(/”))—l fiir i=.

Es sei ferner 0=n < N,,, 1=1=2"" Wir bezelchnen mit ¢c,(n) den im ln-
tervall /, angenommenen Wert der Funktion ~ @, (x) (=1, ...,r). Dann ist

1]

f@"(x) Dy, w-1(x)dx == [— 3 Z%(”)Jﬁ (Cm+l,pm+l, I;; x)dx—

“t Y
1o

(].2]) '—'(gl(:o(ﬂ)fﬁ (Cm+x,,l.7m+|,l(;';x)d)‘c§‘=

1y ,
1 . . , 5 ‘
~ T 2 e WU i) [ i Curss P ) dx =0,

Nach (1.20) und (1.21) bilden die Funktionen @,(x) (n=0,..., Nus1—1)
in [a, b] ein orthonormiertes System. -
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Auf Grund von (1.13) ist . ;
y(Fm)=.—[ — —H] S @)+ n()) =
L o=l . . ) -

5 N’"“a}vmﬂ ]Og Nm+1. _
- b—a NnH- a?v,,.“l log2 Nm+l
5 N.,‘Hav a1 log Non+1 . =

'woraus folgt, daB (1.16) auch fiir den Index m gilt. Ist x€F,., so gtbf es
nach (1.14) eine von x abhingige natiirliche Zahl n,(x) (< 2" 1), fir die
_-die Funktionswerte @y _(x),..., @x, (- (X). gleiches Vorzeichen haben (posi-

m

tives bzw. negatives jenachdem x€l; bzw. x¢1;’ ist) und
| Py, () + -+ + Pypin, (D) | =

] s[ R ] B
Zz A 5 -+1 (m + 1) =
‘/b'—' } m+la\m+1 log” Nms1
lrg / znnl (,n | ])
T V6= VNurias,.log Naw

ist; daraus folgt auf Grund von (1.19), daB (1.15) auch fiir den lndex m
gilt, wenn B wie oben gewahit wird.

Es ist klar, daB die Mengen Fy,...,Fn stochastisch unabhanglg sind.

Durch vollstandige Induktion erhalten wir also ein im Grundintervall
[a, b} orthonormiertes Funktionensystem {®.(x)} (n==0,1,...) und Mengen
Fi (k=0,1,...), so daB die Bedingungen a) und b) erfullt sind.

- Damit xst der Hilfssatz Il bewiesen.

_Beweis von Satz I. Wir nehmen an, daB die positive, monoton
nichtwachsende Koeffizientenfolge {a.} die Bedingung (1. 1) erfiillt. Nach Hilfs-
satz. il existiert ein im-Grundintervall [a, 5] orthonormiertes Funktionensystem
{@.(x)} mit der Eigenschaft, daB (1.15) in fast allen Punkten x¢[a, b] fiir
unendlich -viele Indizes m erfiillt ist; dabei ist n,,(x) <2"**—1 und die Funk-
tionswerte @y, (x), ..., Py, =(x) haben gleiches Vorzeichen.

- Auf Grund der Monotonitit der Folge {a.} und wegen der Unglei-
chung N, + nn(x) < Na —|-2"““'—~ m+1 €rgibt sich, daB in fast allen Punkten
x¢€la, b] fiir unendlich viele m .

(1.22) lax,, @N (x)+ +0Nm+n,,.(z)@ +nm(r)(x)i >B

gilt. So divergiert fiir das erhaltene Funktionensystem die-orthogonale Reihe
(1.2) fast. iiberall in [a,b]. Wenn man die Werte der Funktionen @,(x)
(n=0,1,...) auf einer Menge vom MaBe Null auf geeigneter Weise verdn-
dert (es sei z. B. @,(x)=1(n=0,1,...) in jedem Punkt x€[a, b}, wo die
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Reihe (1.2) konvergiert), kann man erreichen, daB die orthogonale Reihe (1.2).
in [a, ] tiberall divergiert.

Damit ist der Satz I vollstindig bewiesen.

Wir beweisen jetzt die folgende Verallgemeinerung des Satzes I:

Satz . Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge,
fiir die die Bedingung (1.1) erfiillt wird. Es kann im Grundintervall [a, b]
ein orthonormiertes Funktionensystem {lD,.(x)} derart angegeben werden, daf
die Reihe -

(1.23) : Za,.(b (x)
fiir jede Koeffizientenfolge { af,} mit
(1.24) azna, (n=0,1,...;1>0)

in [a, b} iiberall divergiert.

.Beweis von Satz Il. Wir wenden fiir die Folge {a,} den Hilfs-
satz lll an; es sei {@.(x)} das so erhaltene, in [a, 4] orthonormierte
~ Funktionensystem. Aus (1.22) folgt, da die dort vorkommenden Funktions-
werte gleiches Vorzeichen haben, die Ungleichung
(1.25) a%,, Py, (X) + -+ + 0%t 1) Py (X)| > 11 B.

Da also (1.25) in fast allen Punkten x¢a, b} fiir unendlich viele Indizes m
gilt, ist die Reihe (1.23) in [a, b] fast iiberall divergent. Mit einer.geeigne- -
ten Verdnderung der Werte von @,(x) (n==0,1,...) auf einer Menge vom
Mage Null kann erreicht werden, daf die Reihe (1.23) iiberall divergiert.

Damit haben wir den Satz 1l bewiesen.

Es soll noch bemerkt werden, da8 in Satz I die Monotomtat der Koef-
fizientenfolge bzw. in Satz Il die Bedingung (1.24) nur dann notwendxg ist,
wenn die genannte Folge zur Klasse /* gehort. Ist nimlich

Zaizoo"

n=0

so divergiert die Rademachersche Reihe

20 anr,(x)

bekanntlich in [0, 1.] fast iiberall (siehe ]J. KHINTCHINE—A. N. KOLMOGOROV .

-
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§ 2. Gléichlﬁﬁﬂig Besclu_-ﬁnkte orthonormierte F ll-nkfioneilsy’steme.'

In diesem Paragraphen wird gezeigt, da8 in den Sdtzen 1 und Il gefor-
dert werden kann, _daf das orthonormterte Funkttonensystem glezchmaﬁtg be-
schrdnkt ist.

_ Der Beweis dieser Behauptung erfolgt mit Bemitzung der Grundideen
von D. MENCHOFE. Der Beweis wird nicht ausfiihrlich ausgearbeitet, sondern
es wird manchmal auf die betreffenden Stellen der Arbeit [2] von D. MENCHOFF
hingewiesen werden. Er ist dem Beweis von Satz I dhnlich, aber doch davon
ganz unabhingig, so daB wir also den Satz I in einer verschérften Form noch-
mals beweisen. Der Beweis der verschirften Behauptung ist aber viel kom-
plizierter als der- frithere. '

Wit werden das folgende Lemma benutzen

Lemma von Menchoff (D. ‘MENCHOFF [2] S. 104.) Es seien d
und q positive ganze Zahlen, 0<d<gq. Zu jedem Indexpaar (i,j) mit
l1=i=gq,1=j=q und |l—j|-——d soll eine von Null verschiedene Zahl e ;
zugegrdnet werden; wir bezeichnen mit 8; das Maximum  der absoluten
Betr‘iige der Zahlen «;;. In jedem Intervall (u,v) mit
@1 _ v—u>28
konnen dann Funldtonen ¢(x) ({=1,...,q) derart defmzert werden, daf die
. folgenden Bedingungen erfiillt werden (pl(X) ist eine Treppenfunktion. und es

gilt: ‘
lg(x)| =1 ~ (u<x=v, 1=—-1,...,q),

_fsoa-(x)%(x).dx'=—a,-,f. (i—jl=d, 1=i=gq, 1=j=qg),

[oix)@i()dx=0 (%, [i—jl+d 1=i=g, 1=/=q).
Mit der _‘H_ilfe dieses Lemmas kann der dem Hiifssatz Il entspfeéhendé

- -folgende Hilfssatz bewiesen werden. =~ ' . :

"”Hi_l_fssa_i_tz IV, Es sei p(; 2).eine nattiflfche Zahl und es sei

.(22')‘ o 1=c -}I—p'

III_\
fIA

Es exzsttert eine von ¢ und p unabhangtge Zahl /9 so dag im Intervall [——1 8
_ein (von ¢ und p abhangzges) orthonormiertes System von den Treppenfunk-
“tionen {gi(c, p; x)} (I=1,...,p%) angegeben werden kann, welches. die folgen-
‘den Bedmgungen erfizllt ‘ "
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es gibt eine von ¢ und p unabhdngige positive Zahl M, so duff
(2.3) ie,p;x)<M (—1=x=81=1,...,p)

ist, es existiert ferner fiir jeden Punkt x € [% -;—) eine von x ubhdngige na-

tiirliche Zahl m(x) (< p), so dap die Funktionswerte g,(c, p; X),..., &uwin (¢, P; X)
positiv sind und :

m(r)

(2.4) g, p;x)>Cleplogp

-~

I

gilt, wo C eine von ¢, p und x unabhdngige positive Zahl ist.

Fiir c=1 wurde dieser Hilfssatz im wesentlichen von D. MENCHOFF
(I2), S. 110) bewiesen.

Be\;/eis'von Hilfssatz II'. Es sei fir I=1,..., p
, Yy -
S - lclp 7 fiir —x<x<%,
onlc, p; X) = cp x———— cp
. ( lep
r —=x<oex,

— fii -
cpix—I4-Vep cp
Offenbar ist ' S

w(c, p;x) >0 fiir
und
(2.5) oe, i) ST (—oeo <x< o0),

ferner kann gezeigt werden, dab

2
ad

1 4Yep < d+)ep
mi(c, p; x)w,(c, p; x)dx —lo —
]J S loge g(a+2Ycp) Vep

ist. (Siehe D. MENCHOFF [2], S. 111.)

2

(2.6) - 7

<

+

. 1 1 . . . A
Es sei x¢ [55’?)' Dann gibt es eine von x abhingige natiirliche Zahl
m(x), % = m(x) < p?, so daB

2.2
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ist, und nach (2.2)

m(r) - m(r) ) m(r) 2 .

- -l ] !

> a\C, P, X)={C _— < : —
: = pi = p;: cp? x—l+I/cp V—p% mx)—I+Yep+1 -
2.7 »i2 ' .

m(:r)

—~ - dx - .
=V iep | —2X_ s Zyepl
_p; k+l/ lc 5J x+Vep 7 leplogr

besteht.
Da jede Funktion w(c,p; x) mit der Ausnahme eiries einzigen Punktes,

wo sie eine Unstetigkeit von erster Art hat, im Intervall [—1, 2] tiberall stetig
- ist, so gibt es in [—1, 2] Funktionen gi(c, p; ) (I=1,. .., pY), die die folgen-

l°§x§2 ist

den Bedingungen erfiillen: g/(c, p;
: &i(c, p; x) >0,
und es gilt im Intervall [—1, 2] iiberall

. ' P
|&(c, p; X)—wi(c, p; x)| <;,17 min (I,Tl/t:_p logﬂ)-

Auf Grund von (2.5) ist _ _ :
(2.8) o c @i pix)i<2 (—l=x=2; I=1,...,09 .

“und nach (2. 7) kann 2u jedem Punkt x € [%, ]7) eine von x abhéngigé

natiirliche Zaht m(x) (< p*) derart angegeben werden, daB die Funktionswerte
&i(c,p; %), ..., 8 (c, p; X) positiv sind und

m(r)

(2.9) 2 &(c,p;x) >— Veplogp

gilt. Endlich erhalten wir auf Grund von (2.6)

(2 10) 'ai.j(cy P)l < Yli(crp) (Il“ji:d, 1 §l—.<:P2, 1 élépQ; d=]y-'-1p2—l)l
wo ‘ S
@is(e, )= | &e, pi D Zite P 0%

. J

o1 4Yep d+Vep

- — o +
oge a@+2Vep) Ve

- rae,p)=

sind. .
Es. sei

(¢, p) =2, 'ua(c,p)=2(1+§y,.(c,p)) ‘ ':'(d=,l,..’.,p?—'1).
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Dann ist

(2.11) - ua(e, p)—taa(c, ) > 27a(c, p) ©  (@=1,..., pP—1),"
ferner kann nach den obigen gezeigt werden, da8

©

~ 1 y+Vep
Ups. (c,p)<20+8ch[ —log T+ dy=-
' ' : y(y+2VCp) cp T

log(l+t)

gilt, wo 8 offenbar eine von ¢ und p unabhangxge Zahl ist, £>2. (Slehe
D. MexcHOFF [2], S. 113)
Der iibrige Teil des Beweises ist identisch mit dem Beweis des entspre-
" chenden Menchoffschen Hilfssatzes (siehe D. MENCHOFF [2], S. 114—115). Der
Volistandigkeit halber sei aber auch dieser Schiuff in Einzelheiten ausgefiihrt.
Es sei 1 =d = p*—1. Nach (2.10) und (2.11) wird die Bedingung
(2. 1) fiir die Zahlen «;;(c,p) (ji—j|=d, 1 =i=p, 1 =j=p’) und fir das
Intervall (ua-1(c, p), (ua(c, p)] erfiillt. So kann man mit Anwendung des Lemmas
von D. MENCHOFF die Definition der Funktionen gi(c, p; x) ({=1,..., p*) auf
das Intervall (2, u,.1(c, p)] erweitern, dérart, daB die folgenden Bedingimgen
“erfiillt sind: @i(c, p; x) ist eine Treppenfunktion, ferner ist
(2.12) ' 8@, pi )| =1,

ug (e, p)

Zi(c, p; 0)gi(c, p; X)dx = —eaii(c, P)
ug_ 1 p) .

(li—jl=d; l=i=p; 1=j=p;d=1,...,p°—1)
und : . )

g (c, p)

| & p;%) &, p; x)dx =0

ud_;(c, p)
(i%); li—jlFd 1=si=sphs 1=j=p;d=1,..., /=)
SchlieBlich im Intervall (u,._(c, p), 8] werden die Funktionen g,(c p,x)
(I=1,...,p") wie folgt definiert. Es sei

. 13) ' gie, p;x)=(—=1y . :
(Zapsh<x=2(,p;D; s=1,...,25 I=1,...,p),
wo o

2,6, 5 D) = tp-1(6, P) 7 (B—ttn1(c. )
ist.
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Nach dem obigen ist es klar, daB die so im Intervall [—1, 8] definier-
‘ten Funktionen Z:(c, p; x)’ Treppenfunktionen sind, zueinarider orthogonal sind
und fir sie (2.9) erfiillt erd Ferner gilt nach (2.8), (2.12) und (2.13) .
'v(2 14) o o lgz(cp,x)]<2 (—1<x<,8 1=l=p).

Es sei gesetzt
y-12

gz(c,p,x)—g Jfg,(c,p,x)dxg gz(c,p,x) » (= l,,-;_._,_p*)-"
Da. nach @ 8) (2.12) und (2. 13) ' S

0<p-2< ig,(c,p,x)dx<4(ﬂ+1)

_ist, so folgt fﬂr dxe Funktlonen gz(c,p,x) die Unglelchung (2 3) aus.- (2 14)'
und die Ungleichung (2.4) aus (2.9). : A

~ Damit ist der Hilfssatz II’ ‘bewiesen.

Ist I= —[u v] ein beliebiges- endliches Intervall 50 sel -

.'g,'(é,p,l;X)“ Vﬂ+1g,(c,p,—1+(ﬂ+ I)——)~ fﬁr u<x<@, -

S S o . g \ ~ sonst

(U=1...p und sei _ T o
0N [p’-i-l( + )+ ’ﬂ+1( +’)+”)
~ Es ist klar, daB  -- o

N0 g iy,
e fg,(c,p,f 086, 152) 5 — ) e i)
Aus 2. 3) folgt ferner die Ungleichung - .
216 - : ,g,(c,p,/ x)[<Vp’+1M g (ugi‘g v).
'Endlxch 1st o o : :
' o - H(I) x

“und fiir x E G(c, I glbt es nach (2.4) eine von x abhingige naturhche Zaht
- m(x)(< pH, derart, daB die- Funkhonswerte g,(c, 1 x) . g,,.(,,(c, p 1 x)
alle posmv sind und , L

m(x)

e 2g:<c,p,1x)>Vﬂ+ICchogp

- gilt.

Mit Anwendung des Hnlfssatzes I kann das Entsprechende des Hnlfs- '_
satzes lll bewxesen werden
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Hilfssatz UI'. Es sei {a.} eine positive, monoton nichtzunehmende

Zahlenfolge, die die Bedingung (1.1) erfiillt. Es kann dann eine [ndexfolge
@)y <p, <o <y, < -+ und ein im Grundintervall [a, b] orthonormiertes
Funktionensystem {®,(x)} angegeben werden, so dag die folgenden Bedingun-
gen. erfiillt sind: die Funktionen ®,(x) sind gleichmdfig beschrdnkt :
(2.19) | D (x)| <M @=x=b; n=0,1,...);
zu fast allen Punkten x des Intervalls [a, b] gibt es fiir unendlich viele Indizes
m eine von x und m abhc‘ingige natiirliche Zahl n,,(x) (< 4"™'—1), so dag
die Funktionswerte ®@x, (x),. @\,,,+,.,,,(r)(x) gleiches Vorzeichen haben und

m

(2.20) Py, () - +®mmm@N>Da

Vsl

ist, wobei Ny==0, N,=4"+.--+4"" (m = 1) bedeutet und D eine von m und
x unabhdngige positive Zahl ist.
Beweis von Hilfssatz III'. Da die Folge {a.} positiv dnd mo-

noton nichtzunehmend ist und die Bedingung (1.1) erfiillt, kann mit der bei
dem Beweis des Hilfssatzes Il angewendeten Methode gezeigt werden, daB

(2:21) 24 ad, log? 4" =

n=0

ist. Es seien g, <y, < - <y < -+ diejenigen Indizes n(= 3), fiir die
(2 22) ) 4n+1 aiu+1 log‘.’ 4n+1 = 23-1) .

ist. Da die auf die {ibrigen Indizes erstreckte Teilsumme der Reihe (2.21)
offenbar endlich ist, so folgt aus (2.21);

(2.23) Z4“’”“a w1 log” 44!

_ Es sei . _
2 . R -1
Con == (4“"‘+la;u,,,+l IOg' 4“m+1) + ] (m ='1, 2, .. -).

Da 1, =3 (m==1,2,...) gilt, so ist auf Grund von (2. 22)

(2. 24) 1 =¢n =27 (m=1,2,,...).
Ferner ist ,
' El— _'% min {1, 4*m* @3, 41 log” 4"} (m=1,2,..)

und so ergibt sich nach (2 23), daB

Ma

(2. 25)

1
—_——=
Cm

1
i

m
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gilt. Es soll noch bemerkt werden, daB .
(2.26) Np=4" 4o afmcgfmpgfn™t o gim ™ gt (m=1,2,..))
ist.

Mit der bei dem Beweis des Hilfssatzes Il angewendeten Methode
werden wir nun ein aus Treppenfunktionen bestehendes, im Intervall [a, b]
- orthonormiertes und gleichmdBig beschrinktes Funktionensystem {g.(x)}
(n=0,1,...) und eine Folge voh meBibaren Mengen Gn < [a, b] konstruieren,
derart, daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:"

a’) zu jedem x€G, gibt es eine natiirliche Zahl n.(x) (< 4" —1),
so daB die Funktionswerte @y _(x),..., Py, 10, =(x) gleiches Vorzeichen haben
und (2. 20) erfullt wird;

b’) die Mengen G, (m=20,1,. ) sind stochastisch unabhéngig und es gilt

—a 1
Z(ﬂ -+ 1) Cm+1
Die Konstruktion werden wir mit vollstindiger Induktion folgenderweise

durchfiihren.
Nach (2. 24) wird die Bedingung (2. 2) fiir die Zahlen ¢,, p, = 2** erfiillt
und daher kann der Hilfssatz I’ angewendet werden. Es sei

(2.27) 14(Gn) =

By (x) — V__g,(cl,pl, ooy (=1,.. ., 4%)

und G,= G(c,, [a, b]). Nach dem Hilfssatz IV’ sind diese Funktionen Treppen-
funktionen, die nach (2. 15) ein in [a, b] orthonormiertes System bilden und

. v 12
fiir die infolge (2.16) die Ungleichung (2. 19) mit M’=(§—E?1) M besteht.

Nach (2. 17) besteht (2. 27) fiir m=0 und fiir x € G, existiert es nach (2. 18)
eine von x abhéingige natiirliche Zahl ny(x) (< 4*'—1), so daB die Funktions-
werte Dp(x), ..., Puw(x) gleiches Vorzeichen haben und

1/2 A
| Do(x) +- - + Dy (x)| > (‘8+ l) 1@ i log® 44) ! 1 20, >

> (’Zi;) C(2"" ausilog 47) 12y,

gilt, woraus sich auf Grund der Monotonitit -der Folge {a,} und der Un-

gleichung (2. 26) ergibt, daB (2. 20) fiir m= =0 mit D———(’g—t—:;) C besteht.

b:
Also wird die Bedmgung a’) fiir m= 0 erfillt.
Es seinun k(= 1)eine beheblge natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daf die
Funktionen @,(x) (n=0,...,N.—1) und die Mengen Gn (m=0,...,k—1)

A6
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schon definiert wurden: die @.(x) sind Treppenfunktionen, bilden im Intervall
[a, b] ein orthonormiertes System und die Bedingung (2. 19) ist erfiillt, ferner
sind die Bedingungen a’), b’) erhillt insbesondere sind die Mengen G,, ...,Gx1
stochastisch unabhdngig.

Man kann das Intervall {g, b] in endlich viele Teilintervalle /, (¢ =1,...,7)
zerlegen, so daB in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen @,(x)
(n=0,...,N;—1) konstant sind. Bezeichnen wir mit /,’ bzw. mit 7, die
zwei Hailften des Intervalls /, (o=1,...,r). Auf Grund von (2.24) wird die
Bedingung (2. 2) fiir die Zahlen cii1, pre1 =2 erfiillt und so kann der
Hilfssatz II’ angewendet werden. Es sei gesetzt:

(D.\'k+1~1(x) = b: Zgz (Cl.+1, Prsty Ios x) Zgz (CH-I; Drs, 1¢; X)

(I=1,...,4%1) und
G, — L'J1 (G(ewnr, U Gleinns 1))
o=

Nach dem Hilfssatz II' sind auch diese Funktionen Treppenfunktionen.
Mit Anwendung von (2.15) kann mit der bei dem Beweis des Hilfssatzes 111
angewendeten Methode gezeigt werden, daB auch die Funktionen @,(x)
(n=0,..., Nuuu—1) ein orthonormiertes " System bilden und nach (2.16)
besteht fiir die Funktionen @,(x) (n= N, ..., Nys1—1) die Ungleichung (2. '19)
mit dem gleichen M’. Nach (2. 17) kann leicht eingesehen werden, daB (2.27)
auch fiir m =k besteht. Fiir x € G;. existiert nach (2.18) eine von x abhdn-
gige natiirliche Zahl ni(x) (< 4*+'—1), so daB die Funktionswerte @y, (x),...

) P amo(X) gleiches Vorzeichen haben und

[ D, (X) + ++ + Py sy (¥)] >

| a+1)" Pry1tl g2 2 gherrt1) 7t 12 ohpq o
> b—a C{(4 a#m“ log 4 ) -+ ”‘ - 2 Wiy >

12 B
> (g_‘t;) C(2#k+l+la;"k+l+l log 4“"'““) l 2““‘.."“1

ist, woraus sich auf Grund der Monotonitat der Folge {a.} und der Unglei-
chung (2.26) ergibt, daf (2.20) auch fir m =k besteht, wenn D wie oben
gewahlt wird. Also wird auch fiir m=#k die Bedingung a’) erfiilit. Endlich
ist es klar, daB auch die Mengen G,,..., G stochastisch unabhingig sind. -
Damit ist unsere Konstruktion mit vollstindiger Induktion erbracht.
Ist x € lim G.,, so besteht (2. 20) fiir unendlich viele Indizes m. Nach

. moa®

(2.25) und (2.27) ist o
mg; #(Gn) = oo,
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hieraus und aus der stochastischen Unabhangigkeit der Mengen G.. mit An-.
wendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas folgt, daB (lim G.)=

=b—a ist. e
Damit ist der Hilfssatz 1II’ bewiesen. ,
Mit der Anwendung des Hilfssatzes III' konnen dann die Sitze I, II
ebenso wie in § 1 bewiesen werden, aber die erhaltenen Funktionensysteme
sind jetzt gleichméiﬁig beschrénkt.

§ 3. Partialsummen der quadratlsch mtegnerbaren
Entwicklungen.

Um zu zeigen, daB die Abschdtzung (6) nicht verbessert werden kann,
beweisen wir den folgenden Satz. '

Satz lll. Es sei {w(n)} eine positive, monotfon nichtabnehmende Zahlen-
folge, die die Bedingung
w(n) = o(log n)
erfiillt. Es kann eine Koeffizientenfolge {a.) € P und ein im Intervall [a, b}
orthonormiertes Funktionensystem {@,(x)} derart angegeben werden, daf in {a, b}
iiberall gilt: .
| 3.1 &n; (N) Z 0 Pu(x)| =
Das Funktionensystem {(D,,(x)} kann auch gleichmdpfig beschrdnkt gewdhit
werden.

Beweis von Satz lll., Es sei {Ww(n)} eine positive, monoton nicht-
abnehmende Zahlenfolge, die die Bedingungen

3.2) . w(n) ==o(w(n))
und
3.3) w(n) =o(log n)

erfiilit, z. B. sei

w(n)=w(n) (%0%1—';)“, (n=213,...,0<e< 1))

"Auf Grund von (3.3), mit Anwendung von Hilfssatz 1 gibt es dann eine
positive, monoton nichtabnehmende Folge {v(n)}, fiir die

& wn)
g (n log® n) v‘(n)

- 18) Flir n==0, 1 setze man z. B. w(0)=_w(l)=w(2).
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und

1Ms

(3.4) :g(TlFé‘n)T—(E

gelten. Es sei d,= (Jnlog®nv(n))™" fir n=2 und G,=d,=as. Dann ist

(3.5) Za,,w (n) < %
und '
7 log?n = oo.
| 'go' 0g°n=oo
‘Nach Satz | kann ein im Intervall [g, 8] orthonormiertes Funktionensystem

{,(x)} angegeben werden, so dab die orthogonale Reihe

@

(3.6) | > G, D)

n=0

in [a, b] uberall divergiert; das Funktionensystem {®.(x)} kann auch gleich-
mifig beschriankt gewahlt werden.
Wird die Bezeichnung

S (x)= Z w(n)a, D.{x)

n=y

eingefiihrt, so erhalten wir mit einer Abelschen Transformation:

g':a,.@,.m Z_ y P(1)d: Pn(x) =

-l

N-1 1
- ,'Zz() (W(n) T wht 1)) Sy (x)+ ——(N)SN(X)

und so ist
3.7) W—(‘m;mn)m B, () — é‘jua' D,(x)— Z ( En) T +l))sﬂ(x)

Da die Folge {w(n)} monoton nichtabnehmend ist, so ergibt sich auf Grund
von (3.5), daB

é(wzn) - ﬁ(nl.xr. 1))0J. [sn(x)|dx §

b

=(b—ay® io (wzn) - W(n]-i— 1)) ( f si(")‘;")m “<"

2

=(6—a)* (Z ‘7"'#("’)1 b) (u’;n) ~ 5T 1)) <
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ist, und so nach dem B. Levischen Satz konvergiert die Reihe

- 1 1 N
2 (W(n)_W<n+1))s"(x)
fast iberall in [a, b].
Da die Reihe (3.6) in [a, b] tiberall divergiert, divergiert die rechte Sexte
von (3.7) fast tiberall und daher ist fast iiberall

W(N) ZW(IZ)G,‘ @,;(X)—I— 0(1)

Daraus ist nach (3.2) klar, daB fir die Koeffizientenfolge a,=w(n)a.
(n=20,1,...) und fiir das oben definierte Funktionensystem {®,(x)} die Re- -
lation (3. 1) fast iiberall in [a, b] besteht. Nach (3.5) ist {a.} €

: Wir bezeichnen mit E die Menge der Punkte von [a, 8], wo (3. 1) nicht
besteht (#(E)=0). Es sei @,(x)=1 (n=0, 1,...) fiir x € E. Das so erhaltene
Funktionensystem - {@,(x)} bleibt in [a, b] orthonormiert und gleichmaBig
beschrinkt, wenn es auch friiher gleichmaBig beschrankt war, und fiir dieses
System bleibt (3.1) in den Punkten x¢ E giiltig. Dann ist

&

Z an @n (x) - au

fiir x € E. Nach (3.4), auf Grund der Definition der Folge {a.} ergibt sich
mit einer einfachen Rechnung, dafl
_ .

Tim
Noo logNn =0

= o

ist. Hieraus folgt nach (3.2) und (3.3), daB fiir dieses Funktxonensystem
(3. 1) auch in den Punkten von E erfiillt wird.
Damit haben wir den Satz Il vollstindig bewiesen.

§ 4. Uber die Rademachersche Abschitzung.

Daf die Rademachersche Abschitzung (8) im allgemeinen nicht verbessert
werden kann, wird durch den folgenden Satz gezeigt.

Satz IV. Es sei {l.} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge, die die Bedingung

@ login
() > =

n=2

erfiilli. Es kannim Intervall [a, b] ein orthonormiertes Funktionensystem {®.(x)}
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angegeben werden, so dag in [a, b] iiberall

4.2) lim — Z@ ()=

Noo ¢N
ist. Dieses Funktionensystem {®,(x)} kann sogar glelchmaﬁtg beschrinkt
gewahlt werden..

Beweis von Satz IV. Wir zeigen zuerst, daf es eine positive,
monoton nichtabnehmende Zahlenfolge {/,} gibt, fiir die die Bedingungen

(4.3) l=o(l.),

(4. 4) 2 17 log* n== oo
und =
4.5) - 2 L log™ < oo O<e<1)
erfiillt sind. "
Es sei [ =max {l.,logn} (n=2,3,...). Offenbar ist
(4-6) L="r (n=23,..)
und _
(CA)) b=l (n=2,3,..).

Wird die Bezeichnung
' Z(I)‘logﬁn (n=2,3,..))

n=2

eigefiihrt, so folgt aus (4.1) und aus der Definition der Folge {/z}, daB .

4.8 Sm <M (m=2,3,...)
und B

(4.9) Sm <Smy1t (M=2,3,..), lim §,, = oo
ist. '

Es sei n,(=2) die kleinste natiirliche Zahl, fiirdie s, >2 ist. Es ist
klar, daB

(4.10)

@©

logn .
n=ingi1 (lf"l)2 sn-l lOg Sn-1
gilt. Diese Summe ist namlich eine obere Summe des divergenten Integrals

dx
xlog x’
§ng -
die zu der mit den Teilpunkten s, , S,.1,... angegebenen Einteilung der
Halbgerade [s.,, o) gehort.
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"Fiir 0<s<1 ist

(4.11) S log* n

T G e oo
nZmgr1 (1.)sn log®* $a

1

da diese Summe die untere Summe des konvergenten Integrals

[o4]

J dx
x log®-¢ x
Mo

ist, die zu der mit den Teilpunkten s.,, Sa+1,... angegebenen Einfeilung der
Halbgerade [s,,, o) gehort. Auf Grund der Definition der Folge {[5} und der

§

Zahl n, ist es klar, daB fiir n > n, s,,_1>%s,. ist und so folgt nach (4. 11):

o]

_ log*n
n=mg+1 (1;)2311-1 log?'—sSn—l
So erhalten wir auf Grund von (4.8):

< log'*sn S “log’n
(4. 12) =Z+1 s Togom < =Z+ oo <™ (0<e< 1)

Es sei nun [, =13Vs, 1 log s, fir n>n, und I, =1l fir 0 <n = n,
Nach (4.6), (4.7), (4.9) und nach der Definition der Zahl n, is1 es evident,
daB die Zahlenfolge {l.} positiv, monoton nichtabnehmend ist und die Bedin-
gung (4. 3) erfiillt; wegen (4. 10) und (4. 12) werden auch die Bedingungen
(4.4) und (4. 5) erfiillt. Nach (4.5) gilt

< % O<e<]).

@

27'2< oo

n=(
und so folgt aus der Monotonitat der Folge {I.}, daB
(4.13) Vn I'=o(1)
ist. ’

Da {I,} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge ist und die
Bedingung (4.4) erfiillt, existiert nach Satz I ein in [a, ] orthonormiertes
Funktionensystem {®.(x)}, fiir welches die orthogonale Reihe.

(4.14) . : 2 [ @, (x)

in [a, b] fiberall divergiert.
Wird die Bezeichnung

Sy(x) = "é: D, (x) .
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eingefiihrt, so ergibt sich mit einer Abelschen Transformation:

SToa@=3 (1) s@+ e

n=0 &n n=>0 lu+l
und so gilt
1 e ¥
(4.15) So,m=SLowm- (L. )s,,(x).
l.\ =0 n=\) ln n=0 Iu ln+1

Mit einer einfachen Rechnung bekommen wir die folgende Abschitzung:

b3 (l——) flsn(x)ldx = (0—a)* > (——i)( j s?.(x)dx)m —

a=u\ [ a+1 n=0 [II n+1

(4.16) « . ) ¢
-0 SyiFi(L-L)

. A n=0 n In+l
Fiir jedes s ist

il/h_ﬂ(_i—‘_i)———+ > (aFi—ya)— VS+11—

10 =i 1 s+1

@.17) fvm(%—,i)—-—q (aFT—V7).

Mit Anwendung der Cauchyschen Ungleichung erhalten wir auf Grund von
(4.5):

2, 1 (log'* )2 1
N
=, (a+1—Vn)=00) Z L, (nlog'*<n)'~ =
® loglten (' 12
= 0(]) 4, g_, 3 <7 lOg’*f ; < o0,

woraus sich ergibt, dafi die Reihe (4.17) konvergent ist. Auf Grund von
(4. 16) und dem B. Levischen Satz konvergiert die Reihe

?(L__i)sn(x)

“h:qi) Iu n+l
fast tiberail in [g, b]. Da die Reihe (4. 14) in [a, b] iiberall divergiert, so di-
vergiert auch die rechte Seite von (4.15) fast iiberall, und folglich ist fast
iiberall

,_l @,(x) == o(1).

u[\/z

Daraus folgt nach (4. 3), dab (4. 2) fast iiberall in [a, b] erfiillt wird.
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Wir bezeichnen mit E die Menge der Punkte von [a, 5], wo (4.2) nicht
besteht (u(E)=0). Es sei @.(x)=1 (n=0,1,...) fiir x€ E. Nach (4.4) ist
lim Njly=co und so besteht (4.2) fur dieses Funktionensystem {®,(x)}

No>ow
iiberall in [a, b].
Damit wurde der Satz IV volistindig bewiesen.

§ 5. Uber die GréBenordnung der orthonormierten Funktionen.

In diesem Paragraphen wird gezéig’r, daff auch die Abschatzungen (10)
und (11) im aligemeinen nicht verbessert werden konnen. Namlich gilt der
folgende '

Satz V. Es sei {4.} eine positive Zahlenfolge, fiir die die Bedingung
_ ' @ '

(5. 1) . 2 —2 _
n=>0 'ln

erfiillt wird. Dazu kann ein im Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktio-
nensystem {®,(x)} angegeben werden, so dag in [a, b] iiberall
G.2) Tim - | Dy (x)] = oo

N> j,_v
ist.

Aus (5.2) folgt, daB auch die Relation
' —1 &
lim -7 >, ®i(x)= oo

Noo AN n=0

iberall in [, b] besteht. :
Der Satz V kann mit einer einfachen Konstruktion leicht bewiesen werden.

Beweis von Satz V. Nach einem bekannten Satz™) kann auf Grund
von (5.1) eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfoige {4.} angegeben
werden, die die Bedingungen -

(5.3) A= 0(x)

@«
11) Dieser Satz lautet folgenderweise: Divergiert die Reihe Z u, (1,>0,n=0,1,...),
n=y
s0 existiert eine positive, monoton nichtabnehmende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge
® .
{t.}, so daf Zu,,/t,.:oo ist. (Siehe z. B. G. H. Harovy—]. E. LirrLewoop—G. PoLva {1],
n=) " ’

S. 120—121)
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und
& 3-2
5. 4) A Zoz;-—_- oo
erfiillt. : :
Ohne Beschrankung der Aligemeinheit kann angenommen werden, daB
A= Yb—a ist.

Es sei

a1 =0, an=_12 1" (m=0,1,..)
n=1\

und bezeichnen wir mit /., das Intervall [@m-1, @=). Dann ist
w(ln)=n (m=0,1,...).

Im folgenden werden wir ein im Grundintervall [g, b] orthonormiertes
System {®, (x)} von Treppenfunktionen der Periode (b—a) konstruieren derart,
daB die Bedingung

(5.5) Pu(x)=7n fir x€h  (1=0,1,...)
erfiillit wird.
Es sei | ,
Y4 fur xel+Il(b—a)®) (=0, +1,..),
®°(¥)_ 3 0 sonst.
Offensichtlich ist @,(x) eine Treppenfunktion der Periode (b—a), gilt

b 83
- By()dx =1 | dx=1
[ . I

und fiir n=0 wird (5.5) erfiillt.

"Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die Funk-
tionen D,(x),..., D.(x) bereits definiert wurden derart, daB sie Treppen-
funktionen der Periode (b—a) sind, in [a,b] ein orthonormiertes System
bilden, und fiir die Indizes O,...,n (5.5) erfiillt wird. Dann kann eine Ein-
teilung des Intervalls /.. in endlich viele Teilintervalle 7, (o =1,..., r) ange-
geben werden derart, dal in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen
Dy(x), ..., D.(x) konstant sind. Bezeichnen wir mit I;, I, die zwei Hélften
des Intervalls I, (o=1,...,r). Wir setzen '

Aoy fir x€lj4l(b—a) (I=0,+1,..),
Pusi(X) = —Zpyy fiir x€ly+1(b—a) (=0, +1,..),
0 sonst,

12) Fiir J={[u, v] bezeichnet I+ /(b—a) das Intervall [u - [(b—a), v+ {(b—a)].
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Offensichtlich ist @ (x) eine Treppenfunktion der Periode (b-—iz), gilt
, o
J @ZH(X)dX ==13+1 f dx=1

a - Iyst

und fir 0 =m=n ist

J D, (X) Prir (X)dx = J D (X) Do (x)dx =

In+1

roo~

%In+1 g;j (p,,,(x)dx—ZJ

¢m(x)dx$=0. ,
e=1 :
Ig Ib'

Durch vollstindige Induktion erhalten wir also ein in [a, 8] orthonor--
miertes Funktionensystem {®,(x)}, fiir welches (5.5) erfiillt wird. Fiir jeden
Punkt x € [a, b] ist wegen der Periodizitit und nach der Bedingung (5.4)

fiir unendlich viele Indizes
| Da(x)| = 1n,
woraus sich auf Grund von (5.3) ergibt, da (5.2) fiir dieses Funktionen-
system {®,.(x)} tberall in [a, b] erfiillt wird.
Damit haben wir den Satz V vollstaridig bewiesen.

§ 6. Uber die Lebesgneschen Funktionen:

" In diesem Paragraphen wird gezeigt, daB die Abschitzung (13) in der
Einleitung nicht wesentlich verbessert werden kann. Es gilt ndmlich der

Satz V. Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge, fiir die die Bedingung
. @ 1
®6.1) gg(n log m)w*(n) >
erfiillt wird. Es kann ein in dem Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funk- -
tionensystem {0.(x)} angegeben werden, so dag in [a, b} iiberall

b
N

- | X i -

;in; zl; Jl Zog,.(x)o,.(t) ‘ df=o00 , (L. = Niog Nw(N))
gitt. . )
Wir schicken zwei Hilfssidtze voraus.
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Hilfssatz IV. Es seien' r und » natiirliche Zahlen. Ist

2r_
. ) 2”
so gilt fiir jede natiirliche Zahl p die Abschitzung

2

(6.2) J

2_r

27‘
die diadisch rationalen Punkte ausgenommen iiberall, dabei ist r.(x)=
==sign sin 2*:tx die k-te Rademachersche Funktion (k=0,1,...).

x+p-1

"Z,‘ r(x)n(t)

=x

1

Beweis von Hifssatz IV. Ist x keine diadisch rationalé Zahl, so '

2r
ist r.(x) r.(¢) als Funktion von ¢ betrachtet im lntervall [ o 2] streckenweise
x+1
—2r

konstant, undzwar ist sein Wert in Intervallen von der Gesamtlinge e

gleich +1, und in Intervallen von der gleichen  Gesamtlinge gleich —1.
Der Wert der Funktion r.(x) r.(f) + rxa(x)r.(¢) ergibt sich aus demjenigen
der Funktion r.(x)r.(f) indem man in -der ersten Halfte der einzelnen
Konstanzintervalle zu dieser Funktion -1 addiert und in der zweiten
Hilfte 41 subtrahiert. Also nimmt die Funktion r.(x)7.(f) 4 re1(X) 71 (2) die
Werte +2, O, bzw. —2 der Reihe nach in Intervallsystemen von den
Gesamtlingen . : '
x—2r 2"'—2r 2*'_2¢
’2x+2 ’ 2 2=¢+2 ’ 2x+2
an. Mit volistindiger Induktion erhalten wir, daB falls x keine diadisch ratio-
nale Zahl ist, die Funktion

~§ r(x)ri(t)

Je=—=x

als Funktion von ¢ betrachtet die Werte p, p—2,...,p—21,...,—p+2,—p
in Intervalisystemen von den Gesamtlingen

(p)z"“-,zr (p)z"“—zr (p)z"“—zr
0 2x+P rrcr 1 2’¢+P L p 27‘+P

annimmt. Also ist

)
xfp-1

(6-3) | f =

2 n(®) (t)‘dt——t

+l__2r

Ap

ax
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mit

1
Ep_-I

dy=

p(é)+@—z>u’)+---+(p—z[%D([g])}"

Fir p=1, 2 ist 4, = 1 und so ergibt sich (6. 2) aus (6. 3). H. RADEMACHER
hat gezeigt, daB

Aogp1 = 12a+2 (6=0,1,..))
und ' . :
1 20+1 _"__"_' .

Agor) = — 4o 6o (0’= 1,2,...)
| V= Vo :
gilt, wo 3 und % von o abhadngigen Zahlen sind (0=%, 9 =1) (siehe
H. RADEMACHER [1], S. 134). Auf Grund von diesen Formeln und (6.3)
erhalten wir, daB (6.2) auch im Falle p = 3 erfiillt wird.
Damit haben wir den Hilfssatz IV bewiesen.

Hilfssatz V. Es seien eine beliebige, natiirliche Zahl p und eine
reelle Zahl ¢ mit :

(6.4) 0<— =1

vorgegeben. Dann kann ein im _Intervall [0, 2] orthonormiertes System von
Treppenfunktionen {hi(c, p,; x)} (I=1,..., p) derart angegeben werden, daf die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(6. 5) _ ’ Jh,(c,p;x)dx=0 (=1,...,p),
0 .

2

, L .
(6. 6) Z;h;(c, p;x)h(c, p; t)l dt<|2cp O=x=2),
=

0

ferner existiert eine mefBbare Teilmenge H(c) von [0, 2] mit

1
6.7 w(HE) >3
fiir deren Punkte x gilt:

2 .
. P +
(6.8) : ”l_zl h(c, p; X)lu(c, p; £) | dt > %VZcp.
= ‘
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Beweis von Hilfssatz V. Es seien r und » natiirliche Zahlen,
fir die die Ungleichung

2r _ 1 2r+1
(6.9) > = - < >
erfiillt wird. Es sei fiir I=1,...,p
Ourens(x) fiir x € [0, 255]
Barsin(x) filr x € (-27, z],
wo
21-‘_’ 12
(6. 10) 61=( . )
und
r -2
(6.11) 02=(4—-2,¢—.2)
ist. .

Aus der Definition ist es klar, daB die Funktionen A (c, p; x) Treppen-
funktionen sind und ein orthonormiertes System in [0, 2] bilden, ferner (6. 5)
erfiillt wird.

Nach (6.9) ist -

(6. 12)
und nach (6. 9) und (6. 10)

.(6 13) Jc>6,= V_

Ferner ist nach (6. 4), (6 9) und (6. 11)

(6. 14) ' ﬁé 6, >

Da die Funktionen gi(c, p;x) ({=1,...,p) in [0, 2] ein orthonormiertes
System bilden, so ergibt sich mit Anwendung der Bunjakowski—Schwarz-
schen Unglelchung

2r 1
2>~ 2¢

1

1/2

S‘h,(c p; X)h(c, p; 1) }dt< V—; J(Z hi(c, p; ) i(c, p; t)) dts —

U]

— 12|30
ti=1
und so auf Grund von (6.4), (6.13) und (6. 14) erhalten wir (6. 6).

= /2 max {6, 6;} p,
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Es sei H(c)':die Menge, die so entsteht, daB wir aus dem Intervall
[0, g] die diadisch rationalen Punkte weglassen. Dann wird (6.7) nach
(6. 12) erfillt und. fiir x € H(c) gilt nach (6.13). und (6. 14)

2 » _ 2

”Zhz(c,p;x)hz(c,p;t)ldté j
=1

0 ' 2r

2%

. 2 : i - - 9
y & ' 1
—6,6, j 3 (@ e () | dt> |[ ij
=1 ‘ 2. F 2
2r 29

2. o :
Nach (6.4) und (6.9) wird die in dem Hilfssatz IV vorkommeride Bedingung
erfiillt, und so ergibt sich mit Anwendung des Hilfssatzes IV die Abschitzung
~ (6.8). ‘ ' ,
Also erfiillen die Funktionen Ai(c, p;x) (I==1,...,p) alle im Hilfssatz
V gestellten Bedingungen. Damit haben wir den Hilfssatz V bewiesen.
Ist /= [u, v] ein beliebiges endliches Intervall, so sei

Lo X—ul :
m(c,p,l;x)r—%Vf”’(“"’-’z—v—u) fir #<X<v  G—1,..p)
o , © . sonst

und bezeiqhhen wir mit H(c, /) das Bild der Menge .H(c) bei der Trans-
Y4 v+ u. Auf Grund von (6.5), (6.6), (6.7) und (6.8) ist

r -
ghz(c,p;x)hz(c,p;t)ldt= '

x+p-1 .
kZ rk(x)r,,(t)ldt.

formation y=

2
es klar, daB ’ _
(6. 15) : _fhz(c,p,l;x)dx-—-‘O,
. I

(6. 16) [nn omep nax={0 TR ITS

~ ] . u(l) fir i=j,
. ol p
(6.17) ﬂ 2 hile, p, I; )hule, p, I; t)’dt <p()V2cp (=x=v),

. =1 .
; ,

(6.18) w0y > D
ist und fiir x€ H(c, I)

p .
3 .o, Emie 151 ’dt > w5 V%D

6.19) f

gilt.
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Beweis von Satz VI. Nach (6.1) ergibt sich, mit Anwendung des
in der FuBnote™) erwdhnten Satzes daB eine positive, monoton nichtabneh-
mende Zahlenfolge {w(n)} existiert, die die Bedingungen

(6.20) w(n)=o(W(n)),
@ 1
{6.21) 2 log myw' ()

erfiillt.
Es sei n, die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
(n+ DHwrE™) =1
ist. Ferner sei d eine natiirliche Zahl mit
(6. 22) . 2logbd =d

und man setze
o Mm=m+d(m—1) (m=1,2,...).

"Offensichtlich ist wegen der Monotonitit von w(n)
6.23) (M +1DFE™) = 1 (m=1,2,..),

- ferner ist

‘(6 24). Np—2'm 4 2"t 4 .. +2n. 2n,"+2ﬂm-d+“.+2nm-(m—1)d<2;1',,,+1
{m==1,2,...) und wegen n,=n,—d(m—k)

m-1 m-1 m-1
Z znk/2 — 211,,._.2 Z 2-d(m-k)/2 — 271,,./2 2 Y (2- d/2)l <
k=1 =1

k=1
<12nm,/2 2—612 Z‘ (2-d/2)l < 27!,,,/2.2—(1/2.2;

hieraus ergibt sich nach (6.22) die Abschatzung

m—1

(6.25) : , Z 2R < 2"m'2 (m=2,3,..)).
Da fiir jedes s ’ -
o) 1 5-1 2'mil_y -1 1 2"1'1+l_-1 1
2 iogmwn — 2 log M)WA(n) = o
e (Rlogm)wi(n) A=t =, (0 ogn) ® = { naw (2™ S, N
ist, so folgt aus (6.21); '

] 1 -

€20 St wE)

Im folgenden wird mit Anwendung des Hilfssatzes V ein von der Folge
{w(n)} (und so auch von der Folge {w(n)}) abhingiges, im Intervall [a, 8]
orthonormiertes System der Treppenfunktionen {o.(x)} (n=0,1,...) und eine
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Folge {H.} (m=1,2,...) von mefbaren Teilmengen»vo:n [a, b] ‘definiéi't,' die
die folgenden Bedmgungen erfiillen:
a) fur jeden Index m(=1) gllt die Unglelchung

l\m—l

. 27) J

n=Nm-1

on('x)g,,(t) \d_t < V2"m“(n,,,+ HwER™) (@=x=b;N=0); '

LN

b) fiir x € H, besteht die Ungleichung

m']

2 On (X)Qn(t) ( dt > 1—]6- Vm)w(zjmﬂ);

N1

(6.28) f
c) die Mengen 1, (m—l 2,.. ) sind’stochastisch unabhdngig und gilt

© (6.29) w(Hy) . ((nm + D)

- Nach (6.23) erfiillt die Zahl cl—-(nl-l— 1) w*(2""") die Bedingung (6. 4),
so daB fiir die Zahlen & und p,=2" der Hllfssatz V angewendet werden
kann. Es sei ' -~

1 : .
91-1(x)=75———_3hz(c1,p,,[a, b];x) (=1,...,2%

und Hl-—H(cl, [a, b]). Nach dem Hilfssatz V sind die Funktionen e.(x)
{(n=0, N,—1) Treppenfunktionen und bilden nach (6.16) ein orthonor-
mlertes System im Intervall [a, b], ferner nach (6. 17), (6. 18) und (6. 19) werden
die Ungleichungen (6.27), (6.28) und (6.29) fiir m=1 erfiillt.

Es sei nun £ eine beliebige natiirliche Zahl > 1. Wir nehmen an, da
in [a, b] die Treppenfunktionen g.(x) (=0, ..., Nu.;—1) und die meBbaren
Mengen H,,..., H.., bereits so definiert wurden, da die ¢.(x) ein ortho-
normiertes System - bilden und die Bedingungen a)—¢) fiir die Indizes
m==1,...,k—1 erfiillt sind, insbesondere smd also die Mengen H,,..., Hi.
stochastlsch unabhingig.

Es gibt eine Einteilung des Grundintervalls [a, b] in endlich v1e|e Teilinter-
valle [, (¢=1,...,r), so daB in den einzelnen Teilintervallen jede Funktion
0.(x) (n=0,..., Nk-l—-’l) konstant ist. Nach (6.23) wird fiir die Zahl
&= (m 4+ 1)W2(2"**") die Bedingung (6.4) erfiilit und so kann fiir die Zahlen
<, pr = 2"% der Hilfssatz V angewendet werden. Es sei gesetzt: -

. 1 ¥ o N
Ox, -1 ()= ‘—Vb——_———b-; hi(cr, pr, I3 x)  (I=1,...,2%) |
und o ' ' ‘

— U H(, 1)
o=l '

AT
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Nach dem Hilfssatz V sind auch die Funktionen o,l(x) (Nict =En< Ny)
" Treppenfunktionen.

Es seien n und ! beheblge Indizes, 0 =n=~N,.;—1, 0 == 2",
Bezeichnen wir mit ¢,(n) den im Intervall /, angenommenen Wert der Funk-
tion o.(x) (e=1,...,r). So ist nach (6. 15)

b

(6. 30) jo,.(x)o\k e l(x)afx— 7o A_Zcp(n)jh,(c,.,p,,,le, x)dx =0.
Es sei 1 =i= 2%, 1<1<2"‘ Nach (6. 16) ist
b
e l r
J O3, i1 (D0, ()X == -bTath,-(ck,pk, lo; X) hick, pr, I3 x)dx =
« I?
3 0 o fir [+,
= 1 < o
b_a‘g_;,u(j,)———l fir i=/.
Daraus folgt nach (6. 30) daB die Funktionen ¢,(x) (n=0,..., N;—1) in [a,b]
ein orthonormiertes System bilden.
Fiir x € [a, b} ist .

b N
Np-1 e
j ) 9.»(x)0~(f)’d — 55 2 )| 2 le pi, fos D e, i, L B,
. """Nk 1 = =

o ,
-woraus sich nach (6. 17) ergibt, daB (6.27) auch fiir m = k erfiillt wird.

Es sei endlich x € H,. Dann existiert ein Index ¢ (1 =2 =r), so daB
X € H(cw, I7) . gilt. Es sei 1,=[u,, v (o—— I,..., 7). Dann erhalten wir mittels
der Integraltransformationen ' ‘

2, B
y_-—’lfp—llp(t-—ug) (9— 1;*--7r),
daB
; N1 1 r 2"
[ 2> en(x)on(t)‘df=m2f 2 ulew, P, Iy ; X) hucx, pe, Ios t){dt-——— _
o =gy =1 I=1 .
n IP

| gnk
b —a & u(IP)J Zh‘(c’ﬂp’n

~(x g )) h,(ck,ph,y)‘dy

ist. Da

2 G—u) €HE)
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ist, so folgt nach (6.8), dafi die Ungleichung (6.28) auch flir m=+k erfiillt
wird. Aus der Konstruktion folgt, da die Mengen H,,..., H, stochastisch
unabhingig sind.

' Nach (6. 18), ist es klar, daf auch die . Ungleichung (6 29) fiir m=k
besteht.

Somit haben wir durch vollstéindnge Induktion ein im Intervall {a, b]
orthonormiertes Funktionensystem {o.(x)} und eine Folge von mefibaren Men-
gen {H,.} konstruiert, so daB die Bedingungen a)—¢) erfllt sind.

Aus den Bedingungen @) und b) und aus der Unglelchung (6. 25) folgt
fiir xEHm (m=2)

: Ni-1 . : Ni-1 - m-2 ? Vk+% 1
J 2 on(X)on(t)idf> > 9.,(X)9,.(t);dt—2 2, Ou(X)on(t)]df>
n=>0 n=~N -1 =Ny

m-1 —
)2 i% V2 + D@ — 2 V2% (4 ) W) 2 =

. { m-1
= V’E](—‘nm +_1 “—}(2”m+1) 31_l6_ 2"m Z 2n,‘ 2 V_ Vznm(nm_{_ l)w(2nm+1)
Daraus erhalten wir auf Grund von (6. 24), daf fiir x€ H, (m=1)

o

ist.

Nm-1

2 en(x)ea(t) l dt> 515 VN, log N, w(N.)

n=—=0

Es sei nun x€ lim H,.. Dann wird (6.31) fiir unendlich viele Indizes

m->»o

m erfiillt. Nach (6. 26), (6.29) und der Bedingung ¢) erhalten wir mit Anwen-
dung des zweiten Borel—Cantelhschen Lemmas, daB u(lim H,)—=b—a ist.

m—»o

So ergibt sich auf Grund von (6.20), dab fiir das so definierte Funktionen-
system {o0.(x)} die in der Behauptung des Satzes VI vorkommende Relation -
fast tiberall in [a, b] erfiillt wird. Wir bezeichnen mit H die Teilmenge vom
Mage Null des Intervalls [a, ], wo diese Relation nicht erfiillt wird. Wir
verandern die Funktionen {o.(x)} in der Menge H wie folgt: fiir x€ H sei

0=/ ZE Nar=n<Na m=12,..).

Nach dem obigen ist es klar, dab das so abgeinderte Funktionensystem {o,.(i)}'
orthonormiert bleibt und die in der Behauptung des Satzes 'VI vorkommende
,Relatlon iiberall in [a, b] erfullt wird. : :
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Damit haben wir den Satz VI vollstindig bewiesen.

Es bleibt offen, ob die im Satz VI vorkommende spezielle Folge 4.=
= }nlog n w(n) mit einer beliebigen, positiven, monoton, nichtabnehmenden
Folge {A.} ersetzt werden kann, fiir die die Bedingung (5.1) erfiillt wird.

§ 7. Cesarosche Mittel der quadratisch integrierbaren
Entwicklungen.

Es sei {@.(x)} ein im Grundintervall [a, b] orthonormiertes Funktionen-
system. In diesem Paragraphen wird die n-te Teilsumme, bzw. die n-te
(C, a)-Mittel (¢ >0) der orthogonalen Reihe

v
2- a, ¢, (x)
»=0

mit s, (x), bzw. mit o{”(x) bezeichnet, d. h. ist

(1) =2, a:ps(x),  0(x) = A(,,,ZAff')yayq»(x) (n=0,1,...)

mit

AS:’=(’";;“) (e —1,—2,..).

Offenbar ist 0 (x) = s.(x) (=0, 1,...). Der Einfachheit halber bezexch-
nen wir die (C, 1)-Mittel mit 0. (x) (n—O 1,...)

Es ist bekannt, da8
: (®)
a1  a@simsa@  @>0 e>—)

gilt, wo ¢,(«) und c(e) nur von e abhanglge posntlve Zahlen sind, ferner
gelten die Relationen

(1.2) Af::’>o (m =0, « >—1),
(1.3) @ >AD  (m=z=0, «>0),
(1.4 C Al Z Af,‘.’),,A“”'

: »=0
@1.5) : (a+h)(x) A“'*h) Z’A,(," D A@ g (x)

(siehe z. B. A. ZyGMuND [1], S. 42).
Zuerst werden wir die- in der Einleitung erwahnte Abschitzung fiic
die (C, @ >0)-Mittel der quadratisch integrierbaren Entwicklungen beweisen.
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Satz VIL Ist {a.} € B, so ist fiir jedes ¢ >0
(7.6) ' o¥ (x) = o (log log N)
fast iiberall in [a, b]. _ '
Um den Satz VII zu beweisen werden einige Hilfssdtze vorausgeschickt.

Hilfssatz VI. Es sei {u(n)} eine positive, monofon nichtabnehmende,
ins Unendliche strebende Zahlenfolge. Wir nehmen an, dap die Abschitzung

, on(x) = O(u(N))
fiir jede Folge {a,} € P im -Intervall [a, b] fast iiberall giiltig ist. Dann ist
auch die Abschitzung
ox(x) = o(u(N))

fiir jede Koeffzzzentenfolge {a.} € B im Intervall [a, b] fast iiberall giiltig.

Beweis von Hilfssatz VI. Es sei {a.} € [* eine beliebig gegebene
Koeffizientenfolge. Man kann eine positive, monoton nichtabnehmende, ins
Unendliche strebende Zahlenfolge {4.} derart angeben, daB -

1.7 D < oo
=) .
ist, man setze z. B. )
y, ®© 1~-1/4
,l,.=3Za;2,§ (ryv==0,1,...).

" Dann ist namlich die Reihe (7. 7T) die untere Summe des konvergenten Integrals

S
‘Z-X— - ® 2 )
6J V’E (S*- goan »
die zu der mit den Téilpunkten 0,...,S—(at+a}), S—a;, S angegebenen

Einteilung des Intervalls [0, S] gehort
Die n-te Teilsumme, bzw. die n-te (C, 1)-Mittel der orthogonalen Reihe

Zl,,a,,(p,, (x)
=0

werden wir mit si(x), bzw. mit o(x) bezeichnen:
. o n . B P _ » _
8@ = 2hag®, @@= 21— +])z,av¢,(x) (=01,..).

Mit einer doppelten Abelschen Transformation ergibt sich:

N ' 1 N A 1 1 o
O',\'(x) - ,Zo(l— N:-‘ 1)_': lnanfpn(x) = Z(l —I_V%—f) (Tn_m)s"(’x)_{_
1

n=y

i
2l - e nae e
N+ 1 n== ln+l i~u+2, o 1N+1 ’



102 K. Tandoﬁ

Auf Grund von (7.3) und (7.7) ist

b b

Slefemesor Sl o]

n =)

oo
-

und
I

é:( i.,,‘ﬂ — I.,L )J lor (x)|dx = (b‘—a)‘ é: ( ;_"]H — i-m)(J (a2 (0))° dx) —
| —om(Saa) few. |

Aus den obigen erhalten wir ‘mit der Anwendung des B. Levischen Satzes,
dafl die Reihen

«

mAi_l). ‘”(1_1).
Z (ln l"-;.l y s" (x)’ ,é’; X ln%—l An{-‘_’ |0H (x)l

n=0
im Intervall [a, b] fast iiberall konvergieren.
Da eine konvergente Reihe immer (C 1)-summierbar ist, ist in {a, 8]
fast uberall

(1.9) Z(I—N—:_—l) (li—%ﬂ)s;(x)%O(l).

n=0

Ferner ist

1 N-1 1
NTT2 (—xm )(n 10l =
und so ist in [a, ] fast uberall

) : N-1 1 )
(1.10) er > ( lﬂlﬂ — ) (n+1)a5 (x) = O(1).

Nach (7.7) folgt gemaB unserer Annahme, dab fast iberall in [a, 6]
3 (x) = O(r(N))
ist. Daraus ergibt sich die Behauptung auf Grund von (7. 8), (7. 9) und (7. 10).
- Damit haben wir den Hilfssatz VI bewiesen.

Hilfssatz VIL Ist {a,} €/?, so besteht fiir jedes r>l

2
Z (07 P () — o () = 0(1)

n=0 +1

2(7‘— oo

N + NA+1;
fast uberall in |[a, b).

Dieser Hilfssatz ist bekannt (siehe A. ZvGmunD [2], S. 359). V
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Hilfssatz VI Es sei {u(n)} eine positive, monoton nichtabnehmende )
Zahlenfolge Wir nehmen an, dag {a,} € I* ist und :

- ox@=ole(N)
fast iiberall in [a, b gilt. Dann ist

: N+1 an(x)—O(u (N))
Jast iiberall in (a, b]. '
Beweis von Hilfssatz VI Ist {a,} €/ so ist nach dem Hilfs-
satz VII v _
1 & s
m%(&.()f)—an(x)) =o(l)

fast iberall in [a, b]. Mit Anwendung der Ungleichung
1
NFTS A Sews N+1 z(s,.(x) o) +N+, Zon(x)
ergibt sich daraus die Behauptung.
Auf die Ceséroschen Mittel 6.” beliebiger numerischer Reihen bezieht
sich der

Hilfssatz IX. Es sei {u(n)} eine positive, monoton nichtabnehmende
Zahlenfolge Ist_ fiir ein r>—1/2

N 2 00 = o),
0}(\r-f- +e) —0 (” (N))

Diesen Hilfssatz hat A. ZvGMUND mit o(1) statt o(u(N)) bewiesen.
(Siehe A. ZyagMmunD [2], S. 360—361.)

Beweis von Hilfssatz IX. Auf Grund von (7 1), (1.2), (1.4)

und (7 5) 1st
(r+7;-‘+s) (-5+) o

ZAN— n

so ist fiir jedes & >0

oy p 1(; s H) "—'0 =
(+ ) 5(Z60) E(z(AS-E ) agf) -
o(jg:\i!;(g)) ( 'é‘) AGL0 A(Zr)) 2 %’%ﬁi‘% ( A(Er+2s))1/2

woraus mit Anwendug von (7. 1) ergibt sich die Behauptung. -
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Mit Anwendung der Hilfssitze VII—IX kann der folgende Hilfssatz be-
wiesen werden.

Hilfssatz X. Es sei {u(n)} eine positive, monoton nichtabnehmende
Zahlenfolge. Es sei {a.} € I* und nehmen wir an, daf

av(x) =0(«(N))
fast dberall in [a,b) gilt. Dann ist auch die Abschitzung
(1.11) - a3 (x) =0 (1(N))
fiir jedes « >0 fast iiberall in [a, b] giiltig.

Dieser Hilfssatz entspricht dem folgenden Satz von A. ZvyGmUND:.Ist
eine quadratisch integrierbare Entwicklung fast iiberall (C, 1)-summierbar, so
ist die fast tiberall (C, @ > 0)-summierbar. (Siehe A. ZYGMUND [2].)

Beweis von Hilfssatz X. Nach unserer Annahme ergibt sich mit
Anwendung des Hilfssatzes VIII, daB

7 2 000 = o (W)

fast tberall in [a, b] erfiillt wird. Daraus ergibt sich mit Anwendug des Hilfs-

satzes IX fiir s—-z—, daB fast iiberall in [a, b)
)
(1.12) oy * " () =o(x(V))

~ist. Da fiir jedes N

I ~ (a 1) ) v ( ( (a+i) 2
NT1 ;0 (0 ™) = lg (x)—o. ) +
(o ®
+ N1 +1 e (X) |
gilt, ergibt sich nach (7. 12) mit Anwendung des Hilfssatzes VII, daB

171—1-_1 =( e l)<x)) =o(«*(V))

fast aiberall in [a, 8] erfiillt wird. Nach Hilfssatz IX mit s=% erhalten wir -
.endlich, daB fast tiberall in [q, b}
o3 (x) =0(u(N))

Damit haben wir_ den Hilfssatz X bewiesen.
Nun gehen wir zum Beweis des Satzes VII iiber.

ist.
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Beweis von Satz Vil. Essei u,=1fiir n=1,2,3 und u.=loglogn
fiir n = 4. Es sei ferner {a.} €[* eine beliebige Koeffizientenfolge. Dann ist
die orthogonale Reihe

@ a,
g'{; Pv(X)
nach einem Satz von D. MENCHOFF fast iiberall in-[a, 6] (C, 1)-summierbar.”)
Mit einer Abelschen Transformation erhalten wir:

N 7 : N ., 1
(7.13) Ali- N*’) a”%(x)_g(l_ﬁi—l)(ﬁi— um)s”("”
) 1 N- 1( 1 ] N
+N+ 1 1;0‘ (17998 o Uyi2 ) (, + 1)0’,,(x)+ Uvet ON(X).

Nach den obigen Bemerkungen konvergiert die linke Seite vor (7. 13) fast
iiberall in [a, b] und daher ist fast iiberail in [a, ]
N

(7. 14) 2(1 N+]) D g ()= 0(1).

=t .
Da {a,}€{® ist, so kann man mit der Methode, die bei dem Beweis des
. Hilfssatzes VI angewendet wurde, zeigen, daf die Reihen

S e SR

v=0 \Uy Hy41 r=0 \ Ups1 Uyy2

in [a, b] fast tiberall konvergieren und so gilt fast iiberall

(1. 15) %_Zjo(]—/v%'—l).(%——i:)s,(x)zAO(l)
und o
(1.16) T ( L )(v+ 1) 6,(x) — O(1).

© Nach (7.13), (7.14), (7.15), und (7. 16) erhalten wir, daf die Abschitzung

ox(x)==0 (log log N)
fiir {a.}) € £ in [a, ] fast iiberall giiltig ist. Daraus ergibt sich nach dem
Hilfssatz VI, daB fiir {a,} € :

ox(x) =o(log log N)
fast tiberall in [a, b] besteht. SchlieBlich erhalten wir daraus mit Anwendung

13) Dieser Satz lautet wie folgt: Ist Zc,, (log log n) < o0, 80 zst die Reihe Zc,, . (x)
n=4 n=0

fiir jedes orthanormter{e System {@.(x)} im Grana'mlervall fast dberall (C, 1)—sammzerbar
(Siehe D. MencHorrF [3], S. 65-66)



106 K. Tandori

des Hilfssatzes X, daB (7.6) imr Falle {a.} €l mr ;edes >0 im Intervall -
{a, b] fast liberall gilt.

Damit haben wir den Satz VII vollstindig bewiesen.

Im folgenden wird gezeigt, daB die in dem Satz VII vorkommende Ab-
schitzung im allgemeinen nicht verbessert werden kann Namlich gllt der
folgende

Satz VIII. Es sei {w(n)} eine positive, monoton mc/ztabnelzmende
Zuhlenfolge, dze die Bedingung '

“4.17) ' w(n) = o (log log n) A
erfiillt Dazu kann man eine Koeffizientenfolge {a.} ¢ I* und ein im Grundin-

tervall {a, b] orthonormiertes Funktionensystem {(D (x)} angeben, so dap (fiir
jedes a >0 iberall in [a, b]

’ (@) — oo
(1.18) lim s W(N) A“” ZAv,a,.¢ (x)|=

besteht. Das Funktionensystem {®.(x)} kann auch gleichmdfig beschrdankt
gewdhlt werden. '

Beweis von Satz VIIL Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfolge, die die Bedingungen

(1.19) w(n) _'o(W(n)) .
(1.200 w(n)—o(log logn)
erfiillt; man wiéhle z. B. die Folge

W(7) = w(n )('°";’v '(‘:g "J (n—4,5,...)

(es sei etwa w(n)—w(4) fir n=0,1,2,3).
Aus (7.20) folgt, daB die positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge W(n)=w(2") (n=0, 1,...) die Bedingung
w(n)=o(log n)
erfilllt. So kann mit Anwendung von Hilfssatz I eine positive, monoton nicht-
abnehmende Zahlenfolge {w*(n)} angegeben werden, die die Bedingungen
@ . 1

_ < 5=
.21 &5 (n log n) (w*(n))?
und :

(1.22) L

g. (atog )W @)
erfiillt.



Uber die orthogonalen Funktionen. 107

Nach (7.21) kann der Hilfssatz I, bzw. lIl' angewendet. werden und
so ergibt sich die Existenz eines-im Intervall [a, b] orthonormierten Funktio-
nensystems {@;(x)}, fir welches die Reihe

(1.23) . 3 oo
. n=0
mit den Koeffizienten _ .
* 1 . 1 (fl é 2)

aa=al=

we) T Valogin w*(rn)

fast tiberall in [a, b] divergiert. Das Funktionensystem {®,(x)} kann auch
gleichmifig beschrdnkt gewdhlt werden.

Bezeichne o
(7.24) : > aDi(x)
nz=0 - .
die orthogonale Reihe, die wir aus der Reihe (7.23) erhalten, indem wir die
Glieder mit den Indizes n=N,—1 (m=1,2,...) weglassen (N, hat die-

selbe Bedeutung wie in den Hilfssdtzen III und 1II'). Nach den Hilfssitzen
I, 1" ist klar, daB auch die Reihe (7.24) fast iiberall"in [g, b] divergiert.
“ Wir ordnen jetzt die Funktionen @) (x) in eine Reihenfolge um. Die
Funktionen @;(x) mit n==N,—1 (m=1,2,...) werden der Reihe nach mit
@ (x) (n=0,1,...) und die Funktionen @3 .,(x) (m==1,2,...) der Reihe
nach mit @,(x) (k=0,...; k= 2") bezeichnet. Aus der Koeffizientenfolge {ax}
erhalten wir eine neue Folge {d,}, indem wir die a, mit n=EN.—1
{m==1,2,...) fortlaufend mit d» (n =0, 1,...) bezeichnen und fiir die Indizes
k+2" @, —0 setzen. Nach dem obigen ist es klar, daB dx = (}/n log® nw'"(n))™
{(n=2,3,...) gilt. Ferner ist es klar, daB das so erhaltene Funktionensystem
{®D.(x)} auch orthonormiert ist, und falls das System {®’(x)} gleichmafBig
beschrinkt ist, so ist das System {®,(x)} ebenfalls gleichmiBig beschrdnkt.
Betrachten wir nun die Reihe

(1.25) N B (),

n=y
Nach den obigen ist es evident, daB die 2-te Teilsumme der Reihe (7.25) .
mit der n-ten Teilsumme der Reihe (7.24) iibereinstimmt. Da die Reihe (7. 24)
im Intervall [a, b] fast iiberall divergiert, so ist die Reihe (7.25) nach einem
bekannten Satz fast iiberall in [a, 6] nicht (C, 1)-summierbar.") Auf Grund

14) Dieser Satz lautet wie folgt: Es sei {@,(x)} ein orthonormiertes Funktionensystem
und sei {c,} €% Die Reihe Zc,9 (x) ist im Grundintervall dann und nur dann fast iiberall
(C, 1)-summierbar, wenn die Folge der 2°-ten Teilsummen der Reihe im Gruhdintervall fast
iiberall konvergiert. (Siehe A. N. Kowmoaororr {1].) - .
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von (7.22) und nach dem obigen ist |,

(7. 26) Zw’(n)a,.= w(2) wi(n)
= Z(ntogny W) Z(nlogin) o (n))

Also ist {a.} € ' und so ergibt sich nach einem im Zusammenhang mit Hilfs-
satz X erwahnten Zygmundschen Satz, daB fiir jedes « >0 der Reihe (7.25)
mit Ausnahme einer von « abhingigen Teilmenge vom MaBe Null des Grund-
intervalls nirgends (C, «)-summierbar ist. (Dieses Ergebnis kann in der Mittei--
lung von D. MencHOFF [3] gefunden werden; das oben beschriebene Ver-
fahren kann abgesehen von einer kleinen Modifizierung bei S. KACZMARZ-—
H. SteiNHAuS (1], S. 191 gefunden werden.)

Es sei r eine beliebige natirliche Zahl. Wir bezeichnen die n-te Teil-
summe, bzw. die n-te (C, r)-Mittel der orthogonalen Reihe ' :

w(v)ad, D, (x)

iMs

mit 3,(x), bzw. mit .’ (x):

5.0 = XM P, ) =— zA‘n"vrv(v)ayw(x)

A(")
Wir erhalten mit einer r-fachen Abels'chen Transformation:

- . 1 -
pie ,;:‘.‘( R P (w(v) ST

+ Z A7 ;ZA&':?)A‘"’ (w(v+.u) — ST )631)(") +

(7.27)

+

(vgl. K. TANDORI [4], S. 93).
Nach (7.26) kann mit der beim Beweis des Hilfssatzes VI angewendeten
- Methode gezeigt werden, daB die Reihen

1 —
—w—(—m O~ (x)

© 7

{1 1\
(7.28) 2 5oy 76+ )&
und .
S 1 1 =) |
(7.29) 2 TCE R Texwrerny vl LK TR o FRRR

im Intervall [a, ] fast iiberall konvergieren.
Es sei x €[a, b) ein beliebiger Punkt, in dem die Reihen (7.29) kon-
vergieren und es sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Es gibt dann eine Zahl
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vy = ,(x) derart, daB

_ S 1 1 ) _
(1.30) ,;W (iv‘(wru) » W(WWH))](J (x)|< (=1,...,7
ist. Fir N = », hat man nach (7. 1), (7.2) und (7.30)
| ; 1 1. )
(r-p) 4(u) —_
&? %A""’ A (W(v+u) w(v+u-+ 1)) () <
1 1 e
(r=p) 4 (u) —_—
| g)gA v Ay (w(v—}—y) w(v—i—u—{—l)) (x)H—
(u=1,...,r) und daraus folgt mit Anwendung von (7. 1)

¥ 4 1 ] - -
A(T)ZA‘ “’A‘”(ﬁ(y_*_y)-— W(v+u+1)) oy (x) | <e (y_l,...,f)

fiir geniigend groBes N. Also ist in diesem Punkt x

- Z‘ (r- - H) —_
131.5}9 AR =, AN"“’)AM( w(v+p) W(V+.LL+1)) =0 (=1...,n.

Da die Reihen (7.29) in [q, 8] fast iiberall konvergieren, so wird diese Rela-
tion in [a, b] fast iiberall erfiilt.

Da die Reihe (7.28) in [a, ] fast tberall konverglert und eine konver-
gente Reihe immer (C, r)-summierbar ist, so konvergiert die erste Summe der
rechten Seite von (7.27) im Grundintervall [a, b] fast iiberall. Da die auf der
linken Seite von (7.27) stehende Summe nach der Annahme fiir N— o in_
[a, b] iiberall divergiert, erhalten wir auf Grund der obigen Bemerkungen und
nach (7.27), daB in [a, b] fast tiberall

m o (x) %= o(1)

ist, mithin gilt in [a, b] fast {iberall

7.31 . hm = [V (x)| > 0.
(1. 31) 7w 7Y @) | |
Wir bezeichnen mit E(r) die meBbare Teilmenge des Grundintervalls
[a, 6], fiir die (7.31) nicht erfiillt wird.
Es ist klar, daB E(r)S E(r+1). Es gei
E={ E@).
r=1

Da fiir jedes r u(E(r)) =0 ist, so gilt u(£)=0. Besteht (7.31) in einem
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Punkt x fiir jede nattirliche Zahl r(z 1), so ist nach (7.2), (7.4) und (7.5)

hm = m‘;”(x)l >0

fur jedes « >0. Es sei a,.-w(n)a,. (n=0, 1,...). Es folgt nach (7.19), daB
(7. 18) fiir das oben definierte Funktionensystem mit jedem « >0 in der Menge
CE iiberall besteht.

Wir werden beweisen, da man mit einer geeigneten Verdnderung der
Funktionen {®@.(x)} in E erreichen kann,-daBi (7.18) fiir jedes « >0 iiberall
in {a, b] besteht.

Es sei @,(x)=1 fir x€E (n=0,1,...). Es ist klar, daB das so
erhaltene Funktionensystem {®@.(x)} in [a, b] orthonormiert ist und die Funk-
tionen @,(x) gleichméBig beschrankt sind, wenn sie urspriinglich gleichmaBig
beschrinkt waren; ferner besteht (7. 18) fiir jedes « >0 iiberall in CE.

Wir werden beweisen, daB (7.18) fiir das so modifizierte Funktionen-
system bei jedem positiven Parameterwert ¢« auch in der Menge £ erfiilit
wird. Nach (7.17) ist es geniigend zu zeigen, daB fiir jedes « >0

— 1 1 N @
(1.32) - \le fogTog IV 4% ”_UA\ p@y == o0 '
gilt. Nach (7.1) und auf Grund der obigen Deafinition der Koeffizientenfolge
{a.} ergibt sich fir « >0

- 1 N
(1.33) 7@ 2:, AR, 0, = c(@) 2 a, (N=0,1,..)),

‘wo c(e) eine nur von « abhingige positive Zahl ist. Ferner folgt aus der
Definition der Folge {@.}: '

(7. 34) ' Za,;—Zay

=0

So ergibt sich (7.32) .auf Grund von (7.33) und (7.34), wenn es gezeigt
wird, daB

1 N 1
lim X
N-o lOg N,,z.’ Ynlog® nw ‘(1)

ist. Dies ist aber klar. Im gegengesetzten Fall existierte nimlich eine posi-

tive Zahl K, fiir die
1 N 1

log Ng Vnlog*nw* (n) <K

ist, woraus auf Grund der Monotonitit der Folge {w*(n)} sich ergibe, da8
rA___ 1

2 Vnlog® nw*(n)

N=2

<Klogn (nz4)
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ist, also wiirde die Ungleichung
‘ 2 1 2 < logln
> <4K® < oo
%4 (n log n) (w*(n))’ g n’
bestehen, die der Bedingung (7.21) widerspricht.
Damit haben wir den Satz VIII vollstandig bewiesen.

§ 8. Cesarosche Mittel der orthogonalen Funktionen. ‘

Es sei {g.(x)} ein im Grundintervall [a, ] orthonormiertes Funktionen-
system. In diesem Paragraphen werden wir die folgenden Bezelchnungen
verwenden:

8= 3 5, W=~ SAL ) (@=0,1,...

Der Einfachheit halber werden die (C, 1)-Mittel mit 0,(x) bezeichnet.
Zuerst werden wir die in der Einleitung erwiahnte Abschidtzung (16)
beweisen.

Satz IX. Es sei {4.} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge, die die Bedingung

(8.1) Z—<

=0 ].,‘,
erfilllt. Dann gilt fiir jedes « >0 die Abschitzung
8.2) o () = 0(&x)

fast iiberall im Intervall |[a, b]
Zum Beweis benotigen wir einige Hilfssatze.

A ’Hllfssatz XI. Wenn die positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
~ folge {4} die Bedingung 8. 1) erfiillt, dann ist fiir jedes a >0
- r !
RT3 @ 0—a0 Y =0t  [r>3)
fast iiberall im Intervall [a, b].
Beweis von Hilfssatz Xl. Da flir jedes s

& 1 1 2"
> =
B=2 2'- - gﬂ_cg"l_u ;vr:‘; - 2 Z=| ‘{.2’

gilt, erhalten wir auf Grund von (8. 1):

o] 2"1

(8. 3)

3
m=1 Aam
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Nach der Definition der Koeffizienten Ai,‘." ist fir jedes n

o @)=l = 5 Z’ (A AD — AT AL V) pu(x) =

A(r l)A(r

Z VAL 1})(/’7(")

A(")
und daher ist fiir jedes n

j(og-l) (x)— ("(x))zdx— (;(r)) Z £

Daraus ergibt sich mit einer einfachen Rechnung, dab ﬁir‘ jedes n

om+1 om+l

3 (o) — s o=k 3

(8.4) f | _0

a

Z ALY =

A )

—= 27 2

r=0 n=y

gilt. Da nach (7.1)

:;mJ,-l. (r-1)\2
= Aﬂ-y M SR netl _
(85) . E (75—:?)<7 (V—l,...,2 ,m—1,2,...)

_ist, wo M eine von m und » unabhingige positive Zahl bezeichnet ™), so er-
halten wir aus (8. 4) und (8.5), dab fiir jedes m(=1).

gm+l

Zom J 3 o 2 (0 ()= @)

gilt. Daraus und aus (8.3) ergibt sich mit Anwendung des B. Levischen
Satzes, daB die Reihe

DX

im Intervall [a, b] fast iiberall konvergiert. Nach dem Kroneckerschen Lemma
besteht also

(8.6) > Z’ (07 (x)— P ()’ —O(M")

1=0

dx= 0(1)——

21)) -

LS @ ol

n=0

im Intervall [a, b] fast iiberall.

15) Siehe z. B. A. Zvomunp {2}, S. 360.
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'lsf 2" < N =2""",'so hat man _
r-1) (r) 2 1 Riad r-1) r) 2
o7 (x)— 6 (x)): = O(1) — ol (x X
N+1_( =A@ =0 5 3 (4" W=l @),

woraus die Behauptung auf Grund von (8. 6) folgt.
Damit haben wir den Hilfssatz XI bewiesen.

- Hilfssatz XIl. Es sei {A.} eine positive, monoton nichtabnehmende
Zahlenfolge, die die Bedingung (8. 1) erfiillt. Ist im Intervall [a, b] fast iberall

8.7 ' on(x) ==0(4w),

so besteht auch «
;\' £

Z S2(x) = o0(4%)

n=~0

fast iiberall in [a, b].
Beweis von Hxlfssatz XIL Aus der Unglexchung

i 2 50 =y 2 @@+ g 2 Zw(x)

ergibt sich die Behauptung mit Anwendung des Hilfssatzes XI.
Nun gehen wir zum Beweis des Satzes IX iiber.

Beweis von Satz IX. Zuerst wird gezeigt, daB (8.7) im Inter-
vall [a, b] fast iberall erfiillt wird. Dieser Beweis wird durch eine kleine
Abanderung eines Gedankens von G. ALEXITS durchgefiihrt. (Siehe G. Acexirs[1].)

Da .

Z 0‘2"(X)d _22 +1 |

2 on n=0 lzn

ist, so ergibt sich nach (8. 3) mit Anwendung des B. Levischen Satzes daB
die Reihe-

& O (%)
n=0 Zzn
im Intervall [a, b] fast tberall konvergiert und so ist fast uberall in [a, 6]
(8.8) ‘ Ggn(X) = 0(4y)-

Da ftir jedes m(=1) :
: ) ()',.(X) Ohn- 1(X) Il(ﬂ + =1 ZW}J,.(X)
ist, gilt nach (8.1)

S On(X)—0,-1(x) 2 1 _o s 1
; ( An ) _ n=l=(n(ﬂ+]))2 vz—:o 2, (l)é 2

-1
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und so ergibt sich mit Anwendung des B. Levischen Satzes, daB die Reihe

Zm:n ( ”"(X)Z_c:,,_,(x) );»

n=1"
im Intervall [a, b] fast iiberall konvergiert. Also ist fast iiberall in [a, 8]
- 2m+l a2
8.9 3 n( ""(");”"-'(") ) —o(l) . (m— o).
n=0M41 n-1
Fiir 2" < N = 2™ hat man auf Grund von (8.9) fast tiberall in [a, b}
ov(x)  Tel®)| _ 2”‘2“ o (@) |0- ,(x)|
}'.V l)n = n=2M41 ) l" z’ .
ym+1 3m+ 1/2 )m+l ”
N u(X)—oua(x 0.(xX)—0, 1(x
éé'()x"()' S (2o ,())H ns“"(”
nz=2Maq 1 n=2"41 <n—“’"+l

woraus sich nach (8.8) ergibt, daB fir «=1 die Abschitzung (8.2) im
Intervall (a, b] fast tiberall gilt.

Da (8.7) im Intervall [a, 0] fast uberall erflillt wird, erhalten wir mit
Anwendung des Hilfssatzes XII, daB

N 2 @) =0
in [a, b] fast dberall gilt. Daraus folgt mit Anwendung des Hilfssatzes IX
mit ¢ = /2, dab
(m—l)

-(8.10) (x) = 0 (x)
in [a, b] fast iiberall ist. Da fiir ]edes N

i ( (a l)(x)) 2 ‘ (G(G l) (a+l)(x)) )_
N+1 =1 N¥i&s N+1n=u )

gilt, so erhalten wir nach dem obigen und nach (8.10), mit Anwendung
des Hilfssatzes Xl, daB fast iiberall in [a, 0]

s 3] o

gilt. Deshalb ergibt sich endlich mit Anwendung des Hilfssatzes IX, daf im
Intervall [a, ] fast tiberall A

( ()

. o (x) == 0(iy)
ist.

Damit haben wir den Satz IX volstindig bewiesen.

Im folgenden wir gezeigt, daf die im Satz IX angegebene Abschitzung
im wesentlichen nicht verbessert werden kann.
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Satz X. Es sei {4.} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge,
die die Bedingung

@

@.11) >l
n=0 1,;

erfiillt. Dazu kann ein im Grundintervall |a, b] orthonormiertes Funkttonen-
system {(D,.(x)} angegeben werden derart dap fur jedes a >0

@6.12) fim —

Noa Ay lA("’

im Intervall [a, b] iiberall gilt.

AL, @) | =

Beweis von Satz X. Da die Bedingung (8.11) erfiillt wird, kann
auf Grund des in der FuBnote ") angefiihrten Satzes eine positive, monoton
nichtabnehmende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge {4.} angegeben wer-
den. die die Bedingungen '

8.13) : Av=0(4)

und »

(8. 14) B LR
"‘:2{{11

erfiillt. Aus (8. 14) folgt

@. 15) 1.
n-—-O ilu ]

Nach (7. 1) existiert fiir jede natiirliche Zahl r eine positive Zahl c(r)
mit : ’
A(r) ” ) M

(8. 16) ;_Jm @émgi-M=LZm)

- Die Zahlen ¢(r) konnen auch so gewihlt werden daB die Bedingung

(8.17) 1 ;c(r);c(r-{-l) (r=12,..)

erfiillt wird.
Im folgenden werden wir mit vollstandxger Induktion lndexfolgen {N,}
und {m,} definieren, die den folgenden Bedingungen geniigen:

(8.18) INA=N,  (=1,2..),
. . N
1 51 b—a
8. 19 — =g =5 T - 1, 2’
( ) 2 Zémo < "er‘]+1 l‘gm" < 2 (r )
und

‘:

(8. 20) S zmwé%%' (r=1,2,...).
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Es sei N,=0 und es sei m, die Kkleinste natiirliche Zahl, fiir die
Asm, > (b—a)-'? gilt. Wir nehmen an, daB die Indizes A%, ..., Ns.1, Mo, - .., My, |
(s > 1) bereits definiert sind derart, daB fiir r=0,...,s—1 die Bedingungen
{8.18), (8.19) und (8. 20) erfiillt werden. Es sei dann N, die kleinste natir-
liche Zahl, fiir die die Ungleichungen

8.21) 2N, =N, Zzz,.\ = Vs,

gelten, es sei ferner k, (> my, ) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die

1 1

8. 22 _—<——
( ) ngs 2(Ns’_.N«—l) Em,,
ist. Nach (8. 15) ist '

. T @
== = °°.
n=kgy 12"
Aus (8. 13) folgt, da8 4. fiir n— o gegen oo strebt, und folglich kann eine
unendliche Indexfolge (k. <), <:--<w,<--- definiert werden, so daB
‘ & 1 b—a
(8.23) D= )

n=1 1‘21’,‘

besteht. Es existiert also ein Index N, (wir nehmen den kleinsten), fur den
®.24) ' 1 B
3 . _< _—
25m, ; P
gxlt Aus (8.23) und (8.24) folgt:
‘ [P b—a
——< .
212m0 Z l’v

n=1

(8.25)

Ferner ist wegen (8.22) N, > N, und so besteht nach (8. 21) die Ungleichung
(8.18) fiir r=s. Es sei muy, , =, (n=1,..., N-— N;.;), dann wird wegen
(8.25) die Bedingung (8.19) erfiillt, und wegen my, = N, und (8.21) wird
(8.20) auch fir r==s erfiillt.

Somit haben wir die Indexfolgen {N,} und {m.} durch volistindige
Induktion definiert, nach Konstruktion gelten die Bedingungen (8. 18)—(8 20)
fiir ledes r. Aus (8. 19) folgt:

- (8.26) L

Nun wird mit der im Paragraphen 5 .angegebenen Methode ein im
Intervall [a, 8] orthonormiertes Funktionensystem {®,(x)} (n=0,1,...) von

= 00,

Me

-

n—=
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Treppenfunktionen mit der Periode b—a definiert, fiir das die folgenqe'
Bedingung erfiillt wird: fiir jede natiirliche Zahl n ist

1,", fir x€L4+I(b—a) (I=0, +1,.2),
~ sonst,
WO I, = [etn-1, @) (n-—O 1,..), @1=0, en=_2 Zm_(n=0,1,...) bedeutet.
1=

Es sei

@. 27) 1. (X)l —

@0(30_3 oy fuir xe€lh+1(b—a) (I=0,11,..),
sonst.
Es ist klar, daB diese Funktion eine Treppenfunktion von der Periode b—a
ist, ihre Norm gleich 1 ist und die Bedingung (8.27) fir n =20 erfiillt wird.
Es sei k eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, da die Funk-
tionen Dy(x),..., Pi-1(x) bereits definiert wurden, so dab sie Treppenfunk-
_tionen von der Periode b—a sind, ein im Intervall [a, b) orthonormiertes
System bilden und die Bedingung (8.27) fiir n =0,..., k—1 erfiillt wird.
Es gibt eine Einteilung des Intervalls /, in endlich viele Teilintervalle
I, (0=1,...,7), auf denen die Funktionen @D,(x),..., D.-1(x) alle konstant
sind. Die zwei Halften des Intervalls /, seien mit /; und J; bezeichnet
(o=1,...,r). Es sei .
dsn, T xelg—}—l(b—-a) (=0, +1,...)
— Ao, fiir xEl”+1(b—a) (I=0,+1,. )

Es ist klar, daB auch @.(x) eine Treppenfunktion von der Periode b—a ist,
ihre Norm gleich 1 ist und in [a, b] die Funktionen @(x),..., @x(x) ortho-
gonal sind, und fiir n =k die Bedingung (8.27) auch erfiilit wird.

Somit haben wir durch vollstandige Induktion ein in [a, b] orthonormiertes
Funktionensystem {®.(x)} konstruiert, das aus Funktionen von der Periode
b—a besteht und fiir welches (8. 27) fiir jedes n erfiilit wird. Wir zeigen,
daB fiir dieses Funktionensystem {@®,(x)} auch (8. 12) fiir jedes & > O tiberall
erfiillt wird. Nach (7.2), (7.4) und (7.5) ist es klar, daB falls (8.12) fiir
. a,>0 erfiillt wird, es auch fiir jedes ¢ = ¢, iiberall erfiillt wird. Daher ist es
geniigend zu zeigen, daB fiir einen beliebig grofien Parameterwert @ = r, (r, ist
eine natiirliche Zahl) (8.12) iberall giiltig ist. Es sei x,¢[a, 8] und seien
O0=)n,<---< n,<--- die samtlichen Indizes, fiir die die Relation X €, +
+{(b—a) mit 1rgendemer ganzen Zahl [ erfiillt wird; wegen (8.26) gibt es
unendlich viele solche Indizes. Wir betrachten einen beliebigen solchen Index
n,(> N,) und wihlen r derart, daB N, < n, = N, besteht; offenbar ist r=r,.
Auf Grund von (8. 18) und (8. 19) ergibt sich, daf im Falle n; < n = 2 n, (= Ny42)
dxe Relation x,€ .+ I(b—a) fiir keine ganze Zahi 1 besteht und 7, l_N, 1

=N;2,... 1st (nach (8.19) ist notwendigerweise s =7r).

D, (x) = e=1,..., 1.
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Es sei

_ 12
nfl'»)(x)=A$: 0, ;‘)A(;g; D,(x) (1=0,1,..)).

Nach den obigen Bemerkungen und auf Grund von (7. 3), (8. 16) und (8. 27) ist
(’u)
(8.28) {35 (xo)| = A(,,,I‘Pn.,(xo)l—z | Dn,(x)| = €(7)Azm, —Z l"mn

S

Jedoch nach den oblgen Bemerkungen-und nach (8. 20) gilt

. s-1 r-1 -
. - _e .
(8' 29) 1‘3_0: l‘lmn‘,§ }=20 l‘lmNj_S_ —2_‘ 12mNr' -

Da n, = N,, so gilt ’l‘-””"s = domy .-Da r = r, ist, so erhalten wir aus (8. 29) nach
8.17 '

C(I’o)ll,,, Zl;,,;" = c(—zro)zgmns.
‘Da m,, = n,, erhalten wir nach (8.28):
- 201 2%, : -

Nach dem obigen ist diese Abschitzung ftlr unendlich viele Indizes n, gultng,
und so besteht nach (8.13)

l|m —Io O8(xo)| = oo.

Da x, € {a, b] beliebig ist, wird diese Relation im Intervall [a, b] tiberall erfiillt.
Da auch r, beliebig ist, so ergibt sich, daB fiir dieses Funktlonensystem
{D.(x)} (8.12) fiir jedes « >0 in [a, b] ilberall besteht.

Damit haben wir den Satz X vollstindig bewiesen.

Es bleibt die Frage offen, ob das System {®.(x)} glelchmaﬁlg beschrankt
gewdhlt werden kann.

§ 9. Die Lebesgueschen F unktionen der Cesaroschen Summation.

[n diesem Paragraphen werden wir zeigen, daB auch die Abschatzungen
(17) und (18) im allgemeinen nicht verbessert werden’konnen.

Satz XI. Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zah-
lenfolge, fiir die die Bedingung
~ 1

©.1) 2 Tog D) —
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erfiillt wird. Es kann ein im Grundintervall {a, b} orthonormiertes Funktionen-
system {o.(x)} angegeben werden, fiir welches die Relation

b

- 1
©-2) P-Tn YNlog Nw (N)aj

1 a :
@ 2'4( )1'91'(")01'(')} t”‘ o0

fiir jedes « >0 und fiir jedes x in [a, b] besteht.

Ferner kunn auch fiir jedes « >0 ein in [a, b] gleichmdpBig beschrinktes
orthonormiertes Funktionensystem {rs’ (x)} angegeben werden, derart, dapf in
[a, b] iiberall

9.3) hm V_ J
gilt.

A"” f\‘"yr,.’(x)r“’(t)idt>d(>0)

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir den folgenden Hilfssatz. A

Hilfssatz XlIl. Es sei p eine natiirliche Zahl und c eine reelle Zahl mit
9.4) 0< % =1,

ferner sei {a;} (i=1,...,2p) eine endliche Folge von positiven Zahlen, fiir
die die Bedingungen :

©.5) 1Za>0 (i=1,...,2p), a»% (i=1,...,p)

mit einer positiven ganzen Zahl  erfillt sind. Es kann dann ein aus Trep-
penfunktionen bestehendes, im Grundintervall [a, b] orthonormiertes System
{h(c, p, {ai}; x)} (=1, ..., 2 p) angegeben werden, das die folgenden Bedingun-
gen erfiillt:

9.6 Jh;(c,p,{a,-};x)dx=0 ‘(l=l.;...,2p),

fir0=ai=1(=1,...,2p) gilt

9.7 J‘Z azhz(c D, {ai}; x)ht(C,p, {a, ;1) tdt< 2Yep  (0=x=2),

=1

es existiert eine mepbare Menge H(c, ») (g[a, b)), so dag

1

9.8 . w(H(, w))>22w+,7
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ist, und fiir x € H(c, w) gilt

©.9 JZ ahi(c, p, {a}; x) (e, p, {a:} t)l dt=0

und

(9. 10) ﬂ%’mhz(c, p,{a:); x)hz(_c, P {a); t) dt> % V2CP7

Dieser Hilfssatz ist das Analogon des Hilfssatzes IV.

Beweis von Hilfssatz XHI. Es seien r und.x natiirliche Zahlen

fir die die Ungleichung
©.11) 22—’ 2ril

2%

lIA

1
—<
c

beéteht. Fiir 1=1,...,p sei

‘ ailalrmw(x) in [o, 2%;,)
hle, play;x) = { t6ir,,,(x)  in [2,302“, zf)
Ot i[5 2]
und fir I=p+1,...,2p sei
| o n fo. 525

hl(c’ b, {al'} ; X) = . 2r
0ru+2w+l(x) ©om I:W’ 2]’

dabei ist r(x) (k==0,1,...) die k-te Rademachersche Funktion,

. 1 22)1/2
9.12) 01—-?(74 ,

' 4 1 ry"?
(9.13) 02=?(1—§) s

ferner sind ¢, ..., 1, 6 soiche nichtnegative Zahlen, fiir die die Bedingung

[REptayyax=1 " a=1,...2p)
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erfiillt wird, die Existenz solcher’ Zahlen folgt aus (9. 4) (9.5) und (9 11). |
Offenbar ist

9.14) C0=4=1 (I=1...,p)
und . ’ :
9. 15) 0<6§‘.1.
Nach (9.11) ist

: 2r 11
(9. 16) ) > > 7
Daraus folgt- nach (9.11) und (9. 12):
©. 17) VE>01§—V%VE.
Ferner folgt nach (9.4) und (9. 13):

1 1

(9.18) —V’-—2—§_02>7.

Es ist klar, dab die Funktionen ai(c, p, {a:};x) ({=1,..., 2p) Treppen-
funktionen sind und im Intervall [0, 2] ein orthonormiertes System bilden.
Mit Anwendung der Bunjakowski-Schwarzschen Ungleichung kann (9.7) auf
Grund .von (9.4), (9.5), (9.14), (9.15), (9.17) und (9. 18) leicht gezeigt
werden. Endlich folgt (9. 6) offenbar aus der Definition.

Es sei H(c,w) die meBbare Menge, welche aus dem Intervall

{O, W) durch Weglassen der diadisch rationalen Punkte entsteht. Aus

(9. 16) foigt (9.8). Nach der Definition ist (9. 9) klar.
Fiir x € H(c, w) ist nach (9.17) und (9. 18)

J Iéﬂzht(t, p, {a); x)hle, p,{a;} t)i dt =

(9. 19) » ‘g”éazhz(c,p, {a}; x)mlc, p, {as};t)fdt=

)4

=6,6, ’ Zr.+g.,+z(x)r,+o,,,+;(t)j dt > V>f

)K 24

Da nach (9.4) und (9. 11) die in dem Hilfssatz IV vorkommende Bedingung
erfiillt wird, so folgt (9. 10) mit Anwendung des Hxlfssatzes IV aus (9. 19).

x+2w+p

rk‘(X)fk(t)ldt.

k=x+2w+1
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Damit haben wir den Hilfssatz XIII vollstindig bewiesen.
Ist I =[u, »] ein beliebiges endliches Intervall, so sei

V2h, P, {a:}; 2;5%] flir u<x<r,

h/(C,P, {ai}, Ix) 2 sonst

({=1,...,2p) und bezeichnen wir mit H{(c, w, /) das durch die Transforma-

tion y== i x+u sich ergebende Bild der Menge H(c, w). Dann ist es auf

2
Grund von (9.6), (9.7), (9-8), (9.9) und (9.10) klar, daf die folgenden
Bedingungen erfilllt sind:

(9. 20) , [ hlep tad, 1i)dx =0 (=1,...,2p),

fir 0=a =1 ({=1,...,2p) gilt

(. 21) ]l >

=1

ahe, p, (a}, 1;x) he, p, 0}, 1; t)l dt <u(H2*"Vep (x€1),

ferner ist

©.22) a(H( 0, D) > 2D 1,

22(0«{»3 c
a1 : {
. (g‘ 23) J ‘Zla’h’(c,pr {a"}'l;x)hl(crp! {al}ll)t)ldt=0 (er(C, w, 1))
LiSpe <
d

und

9.24) ”

!

3

4

ahle, p, {as, I; x) e, p, {ai}, I; t)‘ dt > %? V2cp

1

!
!

(x € H(c, 0, I)).

Beweis von Satz XI. Zuerst beschaftigen wir uns mit dem Beweis
der ersten Behauptung. Mit Anwendung des in der FuBnote') zitierten Satzes
ergibt sich nach (9.1), daB eine positive, monoton nichtabnehmende Folge
{w(n)} existiert, fiir die die Bedingungen ‘

(9. 25) w(n) = o(W(n))

und

(9. 26) 2 wonEm =

erfiillt sind.
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Nach (7.1) gibt es fiir jede natiirliche: Zahl r eine nur von r abhan-
gige natitrliche Zahl w(r), so daB

AD,. 1. : n.
ist; die Zahlen w(r) konnen adch so gewdhlt werden, daB die Bedingung

(9.28) o) =of+1)  (r=1,2..)

erfiilit wird.

Wir werden eine lndexfolge (I=)n <+ <Am< -+ und eine aus gan-
zen Zahlen bestehende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge (1 =)r = .- =
=r. = --- definieren, fiir die die Bedingungen

(9. 29)  (mrywEey) =1,
(9. 30) ' No=2"4 e 2mc 2  (m=1,2,..),

' -1 = 1 i .
(9.31) gl 2% < 2 (st 2)2"m’2 (m=2,3,...) .
und
(9.32) D 2w (g, + 1)) = oo

. m=1

erfallt sind.
Nach (9. 26) kann mit der bei dem Beweis des Satzes VI angefiihrten Me-

thode eine Indexfolge (1 =)»: W< oo <’ < ... definiert werden, fiir die die
Bedingungen » .
(9. 33) (PP =,
: St ,,m 1y Lo '
- (9.34) > g (s g) ot (1=23,..)
und

@® 4, -1
S+ e 2" ™) =

=1

erfiilit sind. Es séi k die kleinste nattirliche Zahl, fiir die

k S0 -1
©.35) 220 S + @ @) >4

besteht. ' .
. Es sei m=»", n=1 fir [=1,..., 4. Auf Grund von (9.33) wird
(9.29) erfillt und nach (9.34) wird auch die Bedingung (9.31) fir
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m=2,...,k erfillt. Nach (9. 35) ist

észﬁ((nwr NwE"Y) > %

Es sei s> 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die natiir-
lichen Zahlen n,<m< - <M, und n=r,=--- =rn,_,(=s—1) bereits
definiert sind, so daB fiir die Indizes m=1, ..., k,., die Bedingung (9. 31)
erfillt wird und

kg1

- 639 3 2 ) E) > 5

ist. Es sei a, die kleinste natiirliche Zahl, fiir die

kg_q A iz L
< 2"k12<2 ((“’(3)‘?""’2)2%[2

k=1
gilt; offenbar ist a, > ni,_,. Wegen (9. 26) ist
$__ 1 _
S (nlogn)w(n)
So kann mit der. bei dem Beweis des Satzeés VI angegebenen Methode eine

Indexfolge (2, =) < <. <v )<... definiert werden, derart, daB die

Bedingungen .
A LR - (w(s)H'H- 3) o, ~
9.37) D om 2 2”' e e (1=2,3,...)
a k=1 i=1 i
und

-1
Z((u“’+1)"(2' o) -
erfiillt werden. Es sei k(> k.-1) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die

ky-kg-1
1

(9. 38) 272 Z (08 + 1wy 1>7

- besteht.

Wir setzen ni,_u="%", i, 1+;—s fiir [=1,..., kk—ker: Aus (9.37)
folgt, daB (9. 31) fir ]edes m=2,..., k, besteht. Nach (9. 36) und (9. 38) ist

| (9. 39) Z 2'”“""’((n + @R >

Wenn dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt w1rd, erhalten wir gegen
oo streb_ende Folgen von natiirlichén Zahlen n, <---< nn, <-eund RE--=
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=rm=... so daB die Bedingung (9.31) fiir jeden Index m(= 2) erfillt
wird, und es gibt eine Indexfolge & <... <k, <..., so daB (9. 39) fiir jedes
s besteht. Also wird auch (9. 32) erfiillt. Da die Indexfolge {n.} streng wach-
send ist, besteht auch (9. 30).

Wir werden ein aus Treppenfunktionen bestehendes und von der Folge
{w(n)} (und so auch von der Folge {w(n)}) abhingiges, im Intervall [a, b]
-orthonormiertes Funktionensystem {¢.(x)} (n=0, 1,...) und eine Folge von
meBbaren Mengen H,.cfa, 8] (m=1,2,...) definieren, fiir die die folgenden
Bedingungen erfiillt sind: '

a) fur jeden Index m(= 1) gilt

Z

3 (x)o,.«)fdt VT2 @ (1t D) W),

m-1

(9. 40) J i

wenn 0=a, =1 (Nn-1 =n < Nu; AN(,=0) ist;
b) fiir x € H, ist

b N

Np-1

e

(g' 4') J (rl ) 2 Avm).] n ”"(x)g"(t) 'dt=O
A, m~l =Ny, qe2m!
und '
. Ny- l+2 l-l o i 1. y l‘
Tm 2 (omm 2 — g+l
(9. 42) f A(, "§m_l ANm_l_"pn(x)p..(t)!dt> 16(2 (nm+ 1)) W(2";

c) die Mengen H (m=1,2,...) sind stochastisch unabhdngig und
es gilt;

9.43) . w(Ha)> 27 ()W R (0—a).
Es sei ¢, = (n,+1)w'(2""), 2p,=2", af-"_A‘A"l’ / A= 1,.. ,N),

w, = w(r,). Dann werden wegen (7.2), (9.27) und (9.29) die Bedmgungen
(9.4) und (9.5) erfiillt, und so kann der Hilfssatz XIII angewendet werden.

" Es sei

1 ‘ "
9,-1(2c)=—_—___—ah,(c,,pl,{a&"},[a,b];x) (i=1,...,2"

Vo
und H, = H(c,, v, [a, b)). .

Nach dem Hilfssatz XIIl sind die ¢.(x) (n=0,..., Ny—1) Treppen-
‘funktionen, die im Intervall [a, b] ein orthonomiertes System bilden, femer
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werden (9. 40), (9.41), (9.42) und (9.43) nach (9:21), (9.22), (9.23) und
(9.24) fur m=1 erfillt.

Es sei s(> 1) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die
Treppenfunktionen ¢.(x) (n=0,..., N,.;—1) und die meBbaren Mengen
H,, ..., H,.y bereits definiert sind, so daB diese Funktionen im Intervall
|a, b] ein orthonormiertes System bilden und die Bedingungen a)— ¢) fiir
m=1,...,s—1 erfiillt sind, insbesondere sind also die Mengen H,, ..., H,_,
stochastisch unabhéngig.

Das Intervall {a, b] kann in endlich viele Teilintervalle /, (¢=1,...,1)
zerlegt werden, so daB die Funktionen ¢,(x) (0 = n < N,_;) in den einzelnen
Teilintervallen konstant sind. o

s

Wir setzen alsdann ¢, = (n, + 1)(2""), 2p—=2", "= Ayy, ./ AN
(i=1,...,2%), o,=w(r;). Wegen (7.2), (9.27) und (9. 29) sind die Bedin-
gungen (9 4) und (9. 5) erfiillt; folglich kann der Hilfssatz XIIl angewendet
werden. Es sei

12 .
O,y ot () = === Zlhz(cs, P40 Iy x)  (1=1,...,2")
o= .
und
H, =~0L;Jl H(cs, @y, 1,)-

Nach Hilfssatz XII sind auch die Funktionen g.(x) (N;.1 = n<N,)
Treppenfunktionen. Mit der bei dem Beweis des Satzes VI angewendeten
Methode kann gezeigt werden, daB dieselben ein im Intervall [a, 8] ortho-
normiertes System bilden, und wegen (9.20) zu den Funktionen ¢.(x)
(0 = n < N,.1) orthogonal sind. Auf Grund von (9.21), (9.22), (9.23) und
(9. 24) kann mit der bei dem Beweis des Satzes VI angewendeten Methode
gezeigt werden, daB (9. 40), (9. 41), (9.42) und (9. 43) auch fiir m=s erfiillt
werden. Es ist aus der Konstruktion klar, daB auch die Mengen H,,..., A
stochastisch unabhédngig sind.

Somit haben wir durch vollstindige [nduktlon die unendlichen Folgen
von Funktionen ¢.(x) und Mengen H, derart definiert, daB die gestellten
Bedingungen erfiillt sind.

Es sei nun e« eine beliebige positive Zahl. Wegen r,— oo ist r, =
fiir geniigend grofes m. Wir betrachten einen solchen Index m, und sei
X € H,.. Dann ist nach (7.2) und (7. 3)

(rm)
Tt <1 (0=n=N.—1),

(’m) -
A‘vm‘l

0<
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und so nach (9. 27), (9 28), (9 30), (9.31), (9.40), (9.41) und (9.42) gilt:.

)
jl A(rm) Z A;’ -1-n gn(x)gn(t) ' dat =

) m 1‘1

b 1 g m) |
; f {r, ) Z AN:-Lu Qn(X)Qﬂ(t)!dt—
h AN::-X n._Nm 1

(9. 44) »

_'"Z’j

@A D) T 32 e+ D) R 2

‘m)
A(rm) Z A(Jv -1 n gn(X)Q,, (t) ' dt >

= Y227 (n, + 1) B2 32 e 3) gz S 2‘""’235
_ k=1 h

1 2 2 /N Tog No
>3 @A+ D) R ) = Tg /N log No (..

Nach (7.2), (7.4) und (7.5) ergibt sich, daB fiir geniigend groBes m
(rm = «) und fiir x € H,, gibt es ein Index M., 0 = M,. < N.., so daB

b

(9. 45) J

M

Z A(a) -» !'r(x) Qr(t) ’.dt =

A(a)

= jA(rm) ) m'l non(x)gu(t) ldt = VN IOgN W(Nm)

gilt.
Ist nun x € lim H,.., so wird (9.44) fir unendlich viele' m erfillt und

so gibt es fiir unendlich viele Indizes m eine natiirliche Zahl 0 = M,. < I\,.., Lo
daB (9. 45) besteht. Also gilt nach (9. 25)
b

My,

A(I” ZAum';'g"(x)g"’(t) dt: 0.

1
N Ty W), [

Daraus folgt, da8 (9. 2) in ]edem solchen Punkt x besteht.

Auf Grund von (9. 32), (9.41) und der stochastischen Unabhangigkeit
der Mengen H, ergibt sich aber mit Anwendung des zweiten Borel-Cantel-
lischen Lemmas, daB u(1im H,)=b—a. Also besteht (9.2) fiir jedes ¢ >0

M-+

fast iiberall in [a, b]. /
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Wir bezeichnen mit E die Teilmenge vom Mafie Null des Grundinter-
valls [a, b], auf der (9. 2) fiir irgendeinen Parameterwert & > 0 nicht erfiillt wird.
Wir verdndern auf der Menge E die Werte der Funktionen ¢.(x) (n=0,1,...)
wie folgt: fiir x € E setzen wir ‘

— rm) _
2 )l“ A 5 LI
0. (x) = g (b——a AGm Ven  wenn Nooy =< Nowoy +277,

- 1-n

0 wenn Nai+2"'=<n<N,,

{m=1,2,...). Das so erhaltene Funktionensystem {¢.(x)} wird im Grundinter-
vall [a, b} orthonormiert, und wie leicht zu sehen ist, wird (9.2) fiir jedes
« >0 in [a, b] iiberall erfiillt.

Damit haben wir die erste Behauptung des Satzes XI bewiesen.

Nun gehen wir zum Beweis der zweiten Behauptung des Satzes XI
tiber. Es kann mit der bei dem Beweis des Satzes VI angewendeten Methode

eine Indexfolge (1 =)p <- < < angegeben werden, so daB die
Bedingungen ' .
(9. 46) 1\/,,.=2"*.+---+2"m<2“m+1 (m=1,2,...; Ny=0)
und ' S '
(9. 47) 2‘2"*"’ I ’zwz (m=2,3,.
erftillt sind, wobei w(a) eine natiirliche Zahl bedeutet, fiir dne

A(Cl) ] M \
{9.48) A“’)=_2T"’ . ( =n=55 M=0,l,...)
besteht.

Wir verrichten die beim Beweis der ersten Behauptung des Satzes XI
angegebene Konstruktion, so daB der Hilfssatz XIII mit den Zahlen

Cn=1, 2pu=2",a" = A¥ v, i[ANpe (i=1,..., 2" m=1,2,..),
w = w(a) angewendet wird; dies ist moglich, da (9.4) erfiillt wird, und
wegen (9. 48) auch (9. 5) besteht. _

So erhalten wir ein im Intervail {a, ] orthonormiertes, von e abhan-
giges Funktionensystem {ri’(x)} und eine Folge von me.baren Mengen
On<la, b], so daj die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) fiir jeden Index m(= 1) gilt
b

wenn 0 =4, =1 (Nay = n<N,) ist;

Np-1 -
2 a2 xreM | dt < V—z‘”‘“’z P (@=x=0b),

n=Npm_1
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b) fiir x € O, ist

ek No-1 :
’ 1 ’ R a a a
f A(a) . Z A()—l-)lrf‘l )(X)rs. )(t)!dt=0
a Nl n=N, 42" :

und gilt

1 Nm-1+‘2""‘-l-l ’ )
. (a) @ (x)r® R -
A(a; "=; A 1-nTn ( ) n (t)ldt>162 ;

b
J‘ m-1

¢) die Mengen O (m=1,2,...) sind stochastisch unabhingig und
es gilt : '

' (9- 49) . .lt(om) > (b_a)z-‘lw(a)‘g‘ .
Ferner ist nach (9.5), (9.14), (9.15), (9.17), (9.18), (9.48) und
der Konstruktion ; _
lr,“’(X)|<( 2 ) 2°®  (n=0,1,’..; §x§b).

Auf Grund der Bedmgungen @), b) und nach (9. 46), (9. 47) ergxbt sich in
der oben angegebenen Weise, daB fiir x ¢ O,
b

J

gilt. Ist x € [im O,,, so wird diese Ungleichung fiir unendlich viele m erfillt,

m—r>x

also gilt (9. 3). ' A

Nach (9.49) und der stochastischen Unabhingigkeit der Mengen O
folgt aber mit Anwendung des zweiten Borel-Cantellischen Lemmas, dafi
u(lim On)=>b—a ist, also gilt (9. 3) fast iberall in [, b]. Durch eine geeig-

m-—>o

nete Veranderung der Werte der Funktlonen e '(x) (n=0,1,...) auf einer’
Menge vom MaBe Null kann erreicht werden (siehe den Bewexs der ersten
Behauptung des Satzes XI), dafl (9. 3) in [a, b] iiberall giit. ‘ .

Damit haben wir auch die zweite Behauptung des Satzes XI vollstandlg
bewiesen. '

Es bleibt die Frage offen, ob die Folge 4,=1n lognw(n) durch eine
beliebige, positive, monoton nichtabnehmende Folge {4.} -ersetzt werden
kann, welche die Bedingung (8. 11) erfiillt.

’\m . .
AJ, Z A‘“l.-n : ,,y>(x),;°>(t>}dt> VNm |
_1 n=0

A9
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