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Uber die orthogonalen Funktionen. II
(Summation).

Von KAROLY TANDORI in Szeged.

Einleitung.')

In dieser Mitteilung werden einige Fragen betreffs der Summation der
quadratisch integrierbaren orthogonalen Entwicklungen behandelt.

Bekanntlich folgt aus der (C, @)-Summierbarkeit einer Reihe (fiir irgend-
einen Parameterwert @ >0), auch ihre Abel-Summierbarkeit (siche z.B.
A. ZvGMUND (1], 43). Umgekehrt, ist eine quadratisch integrierbare orthogonale
Entwicklung im Grundintervall fast iiberall Abel-summierbar, so ist sie fiir
jeden Parameterwert ¢ >0 im Grundintervall fast diberall (C, e)-summierbar
(A. ZyoMmuND [2]). Auf Grund dieser Sidtze sind fur quadratisch integrierbare
orthogonale Entwicklungen die Abelsche Summierbarkeit und die (C, e)-
Summierbarkeit (ftir jeden Parameterwert e > 0), abgesehen von einer Menge
vom MaBe Null, miteinander dquivalent.

So kann man in den Annahmen bzw. Behauptungen unserer Sitze die
(C, 1)-Summierbarkeit mit (C, «)-Summierbarkeit (¢ >0), oder auch mit Abel-
scher Summierbarkeit ersetzen.

Es sei {g,(x)} #=0,1,...) ein im Grundintervail [a, 6] orthogonales
und normiertes Funktionensystem. Die ri-te Partialsumme der Reihe

0 o 3 cp(x)

wird mit s,(x) bezeichnet:

Sa(X) =;=_,;c,q>,(x) T (n=0,1,...).
Gentigt die Koeffizientenfolge der Bedingung {c,} € /%, d. h. ist
0] 2.6 < oo,
y=0

o 1) Beziiglich der gebrauchten Bezeichnungen und Begriffe verweisen wir auf Mitteilung t
(K. Tanpor [1]).
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so gilt bekanntlich fast iiberall die Abschédtzung
A3) Sa(x) = oflog n)
(H. RADEMACHER [1], 122).

In Mitteilung I (Satz IlI) haben wir gezeigt, daB diese Abschitzung im
allgemeinen nicht verbessert werden kann.

Wir setzen nun, auBer der Bedingung (2), noch voraus, da die Reihe
(1) im Grundintervall fast tberall (C, 1)-summierbar ist. Bekanntlich kon-
vergiert dann die Teilfolge {s,.(x)} fast tiberall (A. N. KOLMOGOROFF [1]?)),
und so kénnte man hoffen, daB in diesem Falle die Abschatzung (3) verbessert
werden kann. Wir werden beweisen, daB dies im allgemeinen unméglich ist.
Nimlich gilt der

Satz 1. Es sei {w(n)} eine positive, monoton mchtabnehmende Zahlen-
Jolge, fiir die die Bedingung
w(n)=o(log n)
erfiillt wird. Dann kann eine Koeffizientenfolge {a.} € I* und ein im Grund-
intervall [a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,.(x)} angegeben werden,
derart, daf die orthogonale Reihe

@) 2@@@
in [a, b) fast iiberall (C, l)-summterbar ist und jedoch fast iiberall
Jim SNy (N) 2 an P (x) | =

gilt. Das Funktionensystem {®,(x)} kann auch gleichmdfig beschrinkt
gewdhlit werden.

D. MENCHOFF [1] hat den folgenden Satz bewiesen: /st

(5) Zn'cf.(log log 'V)2 < o0,

so ist die orthogonale Reihe (1) fiir jedes orthonormzerte Funktzonensystem '
{p,(x)} fast iiberall (C, 1)-summierbar.

Er hat auch gezeigt, daB die Bedingung (5) im aligemeinen nicht
geschwicht werden kann. Es besteht nidmlich der folgende Satz:

Es sei {W(n)} eine positive Zahlenfolge mit W(n)= o(log log n). Dann
kann eine Koeffizientenfolge {a.} und ein im Grundintervall |a, b] orthonormiertes

2) Es wirt dort bewiesen, dafl fiir jede quadratisch integrierbare orthogonale Ent-
wicklung der Unterschied der ny-ten (C, 1)-Mittel und der n,-ten Partialsumme fast iiberall
gegen Null strebt, wenn n, /n, =¢>1 (k=1,2,..)) ist.
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Funktionensystem {®.(x)} derart angegeben werden, daf

S 212
gﬂ ai Wi(n) <
ist und die Reihe (4) nirgends (C, 1)-summierbar ist.
Wir werden diesen Menchoffschen Satz folgendermaBen verschirfen :

Satz Il. Es sei eine positive Zahlenfolge {a.} € ' vorgegeben, fiir die
die Bedingungen

(6) Vaai=Vn+1as, (=12, ..),
M "Z; (a%)*(log log n)* == oo

erfiillt sind. Man kann dann ein im Grundintervall [a,b] orthonormiertes
Funktionensystem {®.(x)}. derart angeven, dap die Reihe (4) fiir jede solche
Koeffizientenfolge {a.} fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist, welche die
Bedingungen ‘ ‘

@©
2
/)
® | 2 < oo
und a, = nay, (n=1,2,...) (mit einem konstanten 7 > 0) erfiillt.
. Dieser Satz und der obige Menchoffsche Satz ergeben also folgendes:

Es sei {c,} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung Voe, =V v+1 con
(r=g,2,..) erfiillt. Dann ist die Menchoffsche Bedingung (5) nicht nur
hinreichend, sondern auch notwendig dafiir, daf3 die Reihe (1) fiir jedes
orthonormierte Funktionensystem {g,(x)} fast iberall (C,1)-summierbar ist.

Der Satz 1I beantwortet ein Problem von G. ALEXITS, ob es eine
quadratisch integrierbare orthogonale Entwicklung mit positiver monoton
nichtwachsender Koeffizientenfolge gibt, die fast iiberall nicht.(C, 1)-summierbar
ist. Aus Satz Il folgt sogar, daf es eine quadratisch integrierbare orthogonale
Entwicklung mit positiver, monoton nichtwachsender und (nach unten) kon-
vexer Koeffizientenfoige gibt, die fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist.
Nach Satz Il gibt es nimlich z. B. ein orthonormiertes Funktionensystem
{®.(x)}, fiir welches die Reihe '

@ 1

D, (x
nZ:;Vn(log n) (log log ny’ )
fast aberall nicht (C, 1)-summierbar ist.
Es sei bemerkt, daB aus Bedingung (6) folgt, daB die Folge {a}}
monoton abnehmend ist Fir die Giiltigkeit des Satzes il ist aber die -
Bedingung nicht geniigend, daf die Folge {a%.} monoton abnehmend sei. Es




152 K. Tandori

gibt ndmlich eine positive, monoton abnehmende Zahlenfolge {a.}, die die
Bedingung (7) erfiillt, und doch die orthogonale Reihe

2, a5 ga(%)

fiir jedes orthonormiertes Funktionensystem {¢,(x)} fast iiberall (C, 1)-summier-
bar ist (sieche G. ALEXITS [1]). ‘
Endlich soll bemerkt werden, daf die Bedingung (8) keine wesentliche
Beschrdnkung bedeutet. Ist namlich
2 az = o9,
n=0

so ist die Rademachersche Reihe

2:0 ay rm(x)

mit jeder Toeplitzschen Methode fast iiberall nicht-summierbar (A. ZYamMunD [3}).
Es kann leich gezeigt werden, daB Satz Il den entsprechenden Menchoff-
schen Satz enthilt.
Es sei nimlich {W(n)} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung
W(n) =o(loglog n) erfiillt. Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit kann
W(n) = log log n fiir jedes n = 4 angenommen werden. Da

@ 1 .
é n(log n) (log log n) == ®
ist, so kann eine Indexfolge {N.} (N,=4) definiert werden, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:
W(n) 1
loglogn = m
Ny-1 1 Nepy1-1 1

(1<) "=; n{iog m)(log log 1) — ngﬂ, n(log n) (log log n) (m=1,2,.

m-1

A

(Mn—l §n<Nm; m='1,2, ...),

).

. Es sei
N,

m” ]
nzg_, n(log n) (log log n) (m=1, 2

1

).

v(m)=

Offenbar ist {v(m)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfoige.

1
Essei ao=1,a,=—= (n=1,2) und
0 V—ﬁ ( )

= ]
Vn(log n) (fog log n)* v(m)

(Nma=n<Na;m=1,2,..)).
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Offenbar ist Yna. = Vn+1a.. (n=1,2,...), {a.} € und

N,

-1

. >2 ‘Z= % 1 1 S 1— 0o,
2, dax(log log n) = m) 2;;  n(log n) (log10g 1) =2

So ergibt sich mit Anwendung des Satzes I, daB ein im Grundintervall

[a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,.(x)} existiert, fiir welches die

Reihe (4) fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist. Wenn wir die Werte der

Funktionen {®.(x)} in einer Menge vom Mal Null auf geeignete Weise

verindern (z. B. auf dieser Menge @,(x)= o0 (n=0, 1, ...) setzen), kdnnen

wir erreichen, daB diese Reihe in [a, b] nirgends (C, 1)-summierbar ist.
Andererseits ist

2 9, & W?(n)
,é;a" Wim) = ,,g; ,,;NZ": , n(log n)(log log n)* °(m)

Np-1

1 ©
- mz—l m’vz(m) n—NZ, (log n) (log log n) Z

Also erfiillen dieses orthonormierte Funktionensystem {®,(x)} und diese
Koeffizientenfolge {a.} die in dem Menchoffschen Satz vorkommenden
sdmtlichen Bedmgungen Damit wurde gezeigt, daB der Menchoffsche Satz
aus dem Satz II folgt.

‘Ob das Funktionensystem {®,(x)} im Satz Il gleichmaBig - beschrinkt
gewdhlt werden kann, ist noch eine offene Frage.

G. Arexits [1) hat neulich den folgenden Satz bewiesen :

Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge, die die
Bedingung

© ho

erfiilllt. Ist ¢,=O(a3), so ist fiir jedes orthonormierte Funktionensystem
{9,(x)} die Reihe (1) fast iiberall (C, t)-summierbar.

G. ALExiTs hat die Vermutung ausgesprochen, daB die Bedingung (9) '
nicht geschwidcht werden kann. Bezughch ieser Vermutung werden wir den
folgenden Satz beweisen. -

<1|$.

Satz Ill. Es sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung
Vn=o(w(n))

erfiillt. Dann kann eine Koeffizientenfolge {a,) € I* und ein im Grundintervoll
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[a; b] orthonormiertes Funktionensystem {@.(x)} angegeben werden, derart, dafi
[s ] an
é w(n) < _

ist, und die Reihe (4) im Intervall [a, b] fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist.

Ob das Funktionensystem {@,(x)} gleichmiBig beschrankt gewihit
werden kann, ist noch eine offene Frage.

Herrn Prof. A. CsAszAr, der diese Arbeit in Manuskript gelesen und
mit einigen wertvollen Bemerkungen zur Vervolistindigung derselben beige-
tragen hat, mdchte ich meinen aufrichtigen Dank aussprechen.

§ 1. Hilfssiitze.

Zum Beweis unseres Satze werden wir einige Hilfssdtze bendtigen.

Hilfssatz. I. Es seien ¢ und p(=2) gegebene natiirliche Zahlen.
~ Dann kann ein orthonormiertes System von Treppenfunktionen {fi(c, p; x)}
(I=1,...,2p) im Intervall [0,5] angegeben werden, so daf die folgende
Bedingung erfiillt wird:

Fiir jedes x ¢ (%,%) gibt es eine von x abhdngige natiirliche Zahl!
m(x)(< p), so das die Funktionenwerte fi(c,p; X), ..., forme (¢, D; X) positiv
sind und die Ungleichung

L6 ps )+ - forme (6, p5 x) = Alcp logp
besteht, wo A eine von c,p uad x unabhdngige positive Zahl ist.
Dieser Hilfssatz ist als Hilfssatz 1l in Mitteilung I enthalten.

Hilfssatz Il. Es sei p(= 4) eine natiirliche Zahl. Es existiert “eine
von p unabhdngige Konstante (> 2) derart, daf- im Intervall [—1, 6] ein

orthonormiertes System von Treppenfunktionen { g(p; 0} (=1,...,p)
definiert werden kann, welches die folgenden Bedingungen erfiillt :
a) Claps =M (I=1,...,p—1=x=§)

mit einer von p unaohdngigen Konstanten M,

b) fiir jedes x € (%, 1) gibt es eine von x abhdngige natiirliche Zahl

m(x)(< p?), so dap die Funktionenwerte g,(p; X), ..., &n)(P; X) positiv sind
und
&P; X))+ -+ gnw(p; x)=Cplogp

mit einer von p und x unabhdngigen positiven Konstanten C gilt.
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Dieser Hilfssatz ist auch in Mitteilung I enthalten (der Fall c=-1 von
Hilfssatz II’). :

Hilfssatz lll. " Es seien ¢,p(=2), a,, ..., Gz, gegebene natiirliche
Zahlen. Es sei s,=0, si=a+---+a; (i=1,...,2p) und a,=a; fir
sia<l=s;(i=1,...,2p). Dann kann ein orthonormiertes Funktionensystem
von Treppenfunktionen hi(x) = h(c, p,{a}; x) =1, ..., s2) im Grundintervall
[0, l] angegeben werden, so dap die folgende Bedmgung erfiillt wird :

es gibt eine einfache Menge®) E= E(c, {a}) < [O 1]. vom Mage u(E)=

mit der Eigenschaft, daf fiir jedes x € E eine.von x abhdngige natiirliche Zahl
m(x)(<2p) derart gibt, daf die Funktionenwerte h\(x), ..., h; m(z)(x) nicht-
negativ sind und

V_ l a”m (@)

gilt, wo A die im Hilfssatz I vorkommende positive Konstante bedeutet.

e @y Bopy () Z VB AVcplog p

"Beweis von Hilfssatz Ill. Wir zerlegen das Intervall [0,1] in
N=a, ... a5 gleiche Teile; die einzelnen Teilintervalle seien J,= [u,, vy}

(@=1,.., N), also ist u(f)=7; @=1,..., N).
Dann sei

e X
fz,e(x)-:g V3fz(c,p_,5
0

=1,...,N;i=1,...,2p), wo filc,p;x) ({=1,...,2p) die sich mit
Anwendung des Hilfssatzes I ergebenden Funktionen sind. Es sei ferner

Eg—;[gﬂ;_ll"%+uo, Uo;uo%__I_uo) (o=1, ,N)

Offensichtlich ist fiir o=1,..., N

") fir u, < x<uw,,

~ sonst

0 fur iz=j,

(1.1 a ,[ff.e(x)ﬁ.e(X)dx: Lot i
und
(1.2) S !"(50)55—1%' -

Fiir jedes x € E, gibt es nach Hilfssatz | eine von x abhingige natiirliche

%) Eine Punktmenge werden wir einfach nennen, wenn sie die Vereinigungsmenge
endlich vieler Intervalle ist.
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Zahl m(x) (< 2p), so daB die Funktionenwerte fi o(X), ..., faw, o(X) positiv
sind und :

- (1.3) fio@)+ -+ fae, o) = V5 AVcplogp
(e=1,..., N) gilt.
Es sei
,1
hs,-_1+j(x)=va_i Z fu.e(x) (/= l,..,a5i=1,..., 2]7)
o==(j- ’);,-“
und

E=E({,{a})= U E,.

Es ist evident, daB die so definierten Funktlonen h(x)= hz(C D, {a} x)
(=1, ..., s5,) Treppenfunktionen sind, und nach (1.2) y(E)=5—C ist.

Es sei 1 =/=s,, ein beliebiger Index. Ist / =s;-;1+j, so ist nach.der
Defmmon und (1 1) .

N

jh,(x)dx_a. Z [ Feydx—1,

e=(j- 1)—+1 To

also sind die Funktionen A(x) (/=1, ..., s2;) im Intervall [0, 1] normiert.

Nun seien /, und /, zwei verschiedene Indizes, 1 =1, = sop, 1 = Ly=12,,
L=L. Ist Lh=s;1+ji und lg—s.,-l +j2, so ist entweder 11=}=12, oder
i=1, ji-+ j>. Im ersten Fall ist nach der Definition

(1.4) j P 3) b () dx =V, 3 If.,, o (X) fi o(x) dx,

wo die Summation auf diejenigen Indizes ¢ erstreckt werden soll, die die
Bedingungen

1) g <@ S g, Gr—D) o <e Zjrg

erfiillen. Auf Grund von (1. 1) ist die rechte Seite von (1. 4) gleich 0. (Wenn

kein diesen Bedingungen entsprechendes ¢ existiert, dann ist die Summe auf

der rechten Seite leer, daher ist sie gleich 0.) In dem zweiten Fall ist es

nach der Definition klar, daB das Integral (1. 4) gleich O ist. Daher sind die

Funktionen h(x) (I=1,...,s5) im Intervall [0, 1] aufeinander orthogonal.

Sei x¢ E. Dann gibt es ein Index ¢ (1 =¢ = N), so daB x€ E, ist,

und folglich gibt es nach der Definition der Funktionen h(x) zu jedem
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i (1 =i=2p) einen wohlbestimmten Index j(i, x) (1 =j(i,x) =a), so daB
hs‘_ 1+ G 2) (x) = Vaf;x P(x)
ho_i(X)=0 fir j+j(ix), 1=j=a

gilt. Daraus folgt auf Grund von (1. 3), daB es eine von x abhingige nathr-
liche Zahl m(x) (< 2p) gibt, derart, daB

——=h@X)+ = h,,” x)=
V_ ( I"—aam(,) @(®=

hia, o (X)+ -+ + == o, (4 _yritme, o (X) =

und

V_ V A ()
st =f1,0(X) + -+ +fonw, o(¥) = /54 VCT’ log p

Also erfilllen die so definierten Funktionen Mhi(x)= (e, p, {a}; x)
(I=1,..., ss) die im Hilfssatz [il gestellten siamtlichen Bedingungen.
Damit ist der Hilfssatz lII vollstindig bewiesen.

§2. B’e‘veis von Satz I.

Es sei {w(n)} eine positive, monoton n‘ichtabnehmende Zahlenfolge, die
- die Bedingung w(n) — o(log n) erfiillt. Dann kann man eine posmve, monoton
nichtabnehmende Zahlenfolge {w(n)} wihlen, derart, daB

@1 w(n) = o(w(n))
und
2.2) w(n)=o(log n)

gilt. Zum Beispiel erfiillt die Folge . ‘
W(n) = w(n) ('ig—”)m (1=2,3,...)
w(n) . » LRI /4
w(0) = w(1) =w(2) diese Bedingungen.
Nach (2 2) kann eine aus - geraden Zahlen bestehende Folge
4=)m<---<nm<--- angegeben werden, so daf
w(n)’ 1
2.3) log n =

gilt; wobei

(n>N,;m=1,2,..))

_2m+ +2"m (m> 1)
gesetzt wird (wir setzen noch N,=0). Da 2" 4 ... 42" < 2"*! ist, so gllt

"4l
2.4 %L:»g;ﬁgz (m=1,2,...).
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Es sei danach a,=-.- =ax, und
1
Ay = ————— Neo=n<Nupu;m=1,2,...).
VNl ¢ " )

Es ist klar, daB
o Nmy1- -1

2.5) g = ZV-—O(I)Z‘

m==1 n=N,
ilt.
g Wir werden nun im Grundintervall [a, b] ein orthonormiertes Funktionen-
system {®D,.(x)} (n==0,1,...) von Treppenfunktionen und eine Folge {G.}
(m=0,1,...) von einfachen Teilmengen aus [a, b] definieren, derart, daB die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) fir jedes n gilt

(2.6) |D,(x)| = V_”Z“fa M  (@=x=sb),

wo 8 und M die im Hilfssatz II 'vorkommenden positiven Zahlen sind;

b) fir jedes x€ G, gibt es ‘eine von x abhidngige nattirliche Zahl
N (x) (< Nyuy1— Na) derart, daB die Funktionenwerte @y, 41(X), . .., Py, 4n,,@(X)
gleiche Vorzeichen haben und

@2 | Dy, 1 (X)+ -+ Pwpen i) (%) | Z2 == ZVb— CV Nus1— N 10g(Nipj1—Ni)

gilt, wobei C die im Hilfssatz Il vorkommende positive Zahl bedeutet ;.
c) die Mengen {G.} sind stochastisch unabhingig, und G, hat das MaB

@.8) - u<cm>=2fﬁ;jl).

Es seien g(p;x) ({=1,...,p°) die in Hilfssatz Il vorkommenden
Funktionen. Ist /={u, v] ein beliebiges endliches Intervall, so sei

x—u) ..
2(p, I; )= Vﬂ+1g,(p,——1+(ﬂ+1) l) flir u<x<v,
0 sonst
({=1,...,p) und
~oo=5 () e i)
Offensichtlich ist .
: 3 0  fiir i%j,
(2"9) _I‘gi(p,l;X)gj(p,I;X)dx——— ,u(/) fiir i==j,
u(l)

(2. 10) ' wGD) =511y
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und nach dem Hilfssatz Il - gibt es fiir jedes -xéG(I) eine von x abhingige
natiirliche Zahl m(x) (< p*) derart, daB die Funktionenwerte g,(p,/; x), ..
. &n@(P, I; x) positiv sind und die Ungleichung

@2.11) & LX)+ F g (p, [;x) = VBT Cplogp
besteht.
Es sei (Do(x)_v_* Wir bezeichnen mit ' und I” die zwei Hilften
b—a

n,/2

des Intervalls [a, b]. Wir wenden den Hilfssatz Il fir p—=2™" an, Es sei

1 ’ . _ 77 o o e
¢z(x)=—vl;—_=a(gr(pu1,x) &(p, I";x)) _(1=I=N,)

und
=G{")u G(I").

Nach dem Hilfssatz 11 smd die Funktionen @.(x) (1 =n = N,) Treppen-
funktionen, die die Ungleichung (2. 6) erfiillen. Nach (2. 9) und der Definition
kann leicht gezeigt werden, daB sie in [a, b] ein orthonormiertes System:
bilden. Ferner sind nach (2. 10) und (2. 11) auch (2.7) und (2. 8) fir m=0
erfiillt. Offensichtlich ist die Menge G, einfach.

Es sei k(=1) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB
die Treppenfunktionen @,(x) O0=n=N,;) und die einfachen Mengen
Gn(0 =m = k—1) bereits definiert wurden, undzwar so, daB diese Funk-
tionen in [a, 6] ein orthonormiertes System bilden, die Ungleichung (2.6)
erfilllen und da auch die Bedingungen b) und ¢) fiir m=0,..., k—1
erfiillt sind, speziell die Mengen G.(0=m=k—1) stochastlsch unab—
hingig sind.

Dann gibt es eine Zerlegung des Intervalls [a, 8] in endlich viele
Teilintervalle 1, (e=1, ..., r), auf denen jeae Funktion @.(x) (0 =n=Ny)
konstant ist und jede Menge G.(0=m = k—1) als die Vereinigung von
einigen [, entsteht. Wir bezeichnen die zwei Hilften des Intervalls [, mit
Iy und Iy

Nun werden wir den Hilfssatz Il mit p = prs1 = JNers — Njp = 2"+12 an,
Es sei gesetzt

@Nk+l (x) ==

1 4 )
Vo—a (g;gz(mn, Iy; x)— ;:gz(pm, Iy; x))

. (l= 1-, ey Nk+l—Nk) und
G= U (G u G(I).

Nach dem Hilfssatz II sind auch die Funktionen Do (%) (Nk < 1 = Niy1)
Treppenfunktionen, die die Ungleichung (2. 6) erfiillen. Auf Grund der Defini-
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tion und der Relation (2.9) folgt es leicht, da auch die Funktionen
@D,(x) (0 = n = Niy1) ein orthonormiertes System in [a, b] bilden. Ferner ist
es nach (2. 10) und (2. 11) klar, da8 (2.7) und (2. 8) auch fiir m =k gelten.
Es ist ferner klar, daB auch die Menge G. einfach ist und die Mengen
G, ..., Gi stochastisch unabhidngig sind.

Danach ergibt sich mit vollstindiger Induktion ein orthonormiertes
Funktionensystem {®.(x)} und eine Mengenfolge {G.}, fiir welche die
Bedingungen a)—c) erfiillt sind.

Es sei x€ Gn. Nach der Bedingung b) existiert eine natiirliche Zahl
(X} (< Ny — Ny) derart, daf (2. 7) erfiillt wird. Daraus erhalten wir nach

(2. 3) die Abschatzung
aNlll+l Q>Nm‘i'l (x) + ot + aNm'*’"m(-") ¢Nm+"’m(‘t) (x)l = 2V“ﬂ+_ m'l log (N"”"1 "‘) >

2.12) VoF1 V?—l—_ _
4Vb__EC e mil = 4V-b———(i CW(M»H)-

Ist x € Tim G.., so wird diese Ungleichung fiir unendlich viele m erfiilit.

m-»>o

Nach der Bedingung c) ergibt sich aber, mit Anwendung des zweiten Borel-
Cantellischen Lemmas, daf g ( lim G,)=b—a ist.

m-+o

Wegen (2.5) und des in der Einleitung zitierten Satzes von G. ALEXITS
ist die Reihe

%m@m

im Intervall [a, b] fast tiberall (C, 1)-summierbar.
Wir bezeichnen mit s,(x) die n-te Partialsumme dieser Reihe:

Sn(x) = Z:o a, D,(x).

* Nach (2. 4) erhalten wir mit Anwendung des in der Einleitung erwihnten
Kolmogoroffschen Satzes, dab die Folge {sy, (x)} fast iiberall konvergiert und
so nach (2. 1) fast iiberall :

SNm (x) = O (w (M"))

gilt. Daraus erhalten wir endlich auf Grund von (2. 1), (2. 12) und den obigen
Bemerkungen, daB fast iiberall

-— 1
m @y =

gilt.
Damit wurde Satz | vollstindig bewiesen.
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§ 3. Beweis von Satz I1I.-

Es sei {a,} € P eine positive Zahlenfolge, die die Beding‘ungen-_

@.1) /nai=Vn+1a%. (n=12..)
und | R
3.2) Z; (ar) (log log n)* = o<

erfilllt. Nach (3. 1) kann a} in der folgenden Form geschrieben werden:

a, =

1 .
V;l (fl=1,'2,...),

wo {i. } eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge ist.
Dann ergibt sich mit einfacher Rechnung aus (3. 2), daB

log n)?
~§_L;%L=“

ist. Wir setzen lh—4u (1=2,3,...) und N,=0, Nu=2(2+:--+2")
(m = 1). Auf Grund der Monotonitat der Folge {/.} erhalten wir mittels einer
einfachen Rechnung, daB :

o

(3 3) . Zm: m+l log Nm+l

m -0 11\
ist. Es soll bemerkt werden, daB

3. 4) 27 > 2 VN, m+ 1= FlogNua  (m=0,1,..)
ist. -

Wir werden nun ein aus Treppenfunktionen bestehendes, im Grund-
intervall [a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,(x)} (n=0,1,...) und
eine Folge {E.} (n=0, 1, ...) von einfachen Teilmengen von [a, b] definieren,
derart, daB die folgenden Bedmgungen erfiillt sind:

a) fiir jedes x € E, gibt es eine natﬁrhche Zahl . (x) (< 2"7) derart,
daB die Funktionenwerte @ w.u (x), ..., DN, 0, 001(X) alle nichtnegativ

oder alle nichtpositiv sind und der Ungleichung

1 , V5
3.8) |13 Dot O+ e )| = A
( ) 5 L ( ) W @2N‘,.+ e )+1(X)| = GVI_)—-aA oMt

1y, {z)

genilgen, wobei A die im Hilfssatz Il vorkommende Konstante, s{” =0, s™ =
__a(m)+ +a£m) (l_l 2m+2’ m= 0 ] ) und dfm) (m) 2N +i
0 <j=sM bezeichnen; ‘
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b) aie Mengen E, (m=0,1,...) sind stochastisch unabhingig und
es gilt

—a

(3:6) u(Em)g 0 min {1,

Nm+l log Nm+1 z
lhm-&-l

Fiir ein beliebiges, endliches Intervan /= {u, v] setze man

Izz(c,p,{a}; ;:Z) fir u<x<vw,
0 sonst

hlc, p, {a}, I; x) = ;

(I=1,...,8), wo h(c,p{a};x) (I=1,...,sy) die im Hilfssatz III vor-
kommenden Funktionen bezeichnen, und sei E(/) das Bild der Menge
E=E(c,{a}), das sich durch die Transformation y—u-(v—u)x ergibt.
Offenbar hat man

: : . 0 fir i},
3D IJ hi(c, p, {a}, I x)h~(c pla), l; x)dx= u(l) fir i—J,

@3.8) | w(EDy) =21 O]

und tir jedes x€ E(/) existiert eine von x abhidngige natiirliche Zahl
m(x)(< 2p), so dab die Funktionenwerte 4,(c, p,{a}, I; x), ..., h,,,(c, P, {a}, I; X)
nichtnegativ sind und der Ungleichung

1 ' 1 . ;
3.9) —h(c,p,{a}, I;x)+ -+ hs, P, {a},I; x)=5A)cplo
( g a_l l( p { } )+ TV—-&;(—-I) ()( p {} ) V— V; gp

geniigen, wo 4,s.,d,..., oy, die im Hilfssatz Il vorkommenden Zahlen sind.

Es sei
1

=2 "‘(0_3) (n=0,1,2)

wo rq(x)=¥signsin 2"ztx die n-te Rademachersche Funktion bezeichnet.
Es ist evident, daB die Funktionen @,(x) (n =0, 1,2) Treppenfunktionen
sind und im Intervall [g, b] ein orthonormiertes System bilden.

Bezeichnen wir mit /, (o=1, ..., 4) die vier Viertel des Intervalls [a, b]
und mit 7, und f; die zwei Halften des Intervalls 7,(0 =1, ..., 4). Wenden
wir nun den Hilfssatz lII mit den Zahlen

D, (x) =

I ) o
o= [N IOA‘,;ZN l+ ]] ph=2, " =2 (i1=1,...,2p)

4) [a] bezeichnet den-ganzen Teil von «
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an. Es sei.
@2+1(x)=

4 ’ 4
VZI__ (2 hi(e:, P, {a®), I x)— g,‘ hi(e:, Py (0, 1 x))
(=1, 2+ -|—2“") und

U (E(cr, B)UE(a, IY)).

Nach dem Hilfssatz IlI smd auch die Funktionen @,(x) (2 <n = 2™
Treppenfunktionen. Auf Grund der Definition und der Relation (3,7) kann
leicht gezeigt werden, daB die Funktionen @,(x) (0 < n = 2""") im Grund-
intervall [a, b] ein orthonormiertes System bilden. Aus (3. 8) folgt, durch ein-
fache Rechnung, daB fir m=0 (3.6) erfiillt wird. Nach (3.4) und (3. 9)
kann ferner gezeigt werden, daB fiir m=0 auch (3.5) erfiillt wnrd Offen-
sichtlich. ist auch die Menge E, einfach.

Es sei k(=1) eine beliebige natiirliche Zahl. Nehmen wir an, daB die
Treppenfunktionen / @u(x) O=n=2"") und die einfachen Mengen
En(0=m = k—1) bereits definiert wurden, derart, daf diese Funktionen
ein orthonormlertes System im Intervall [a, 4] bilden, die Bedingungen &) und
b) fiir m =0, . .., k—1 erfiillt sind, insbesondere also die Mengen E,, ..., E,_,
stochastisch unabhangrg sind. .

Dann gibt es eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in endlich viele Teil-
intervalle /,(¢9=1,...,r), so daB in den einzelnen Teilintervallen jede
Funktion @;(x) (0 < n = 2"¥"") konstant ist und jede Menge E.(0 =m = =k—1)
die Vereinigung von einigen /, ist. Bezeichnen wir mit /; und 7, die zwei
Hilften des Intervalls /,(o=1, ..., 7).

Wir wenden nun den Hilfssatz III mit den Zahlen

2

N+l o okt1 (k) Nj+i .
Ot = [N,.“xo'gwm“] Pen=27, a" =2 (=1, ...,2pu1)

an. Es sei gesetzt 4
s = T (e o, 6, 1559 — 3 (o, pron (@ x))
far 1=1,..., 2% 4 ... 4270 ynd

U (E(crn, I E(c,m, 1)).

Diese Funktionen @, (x) Q@ <n= 2""““) sind auch Treppenfunk-
tionen. Nach der Definition -und der Relation (3. 7) kann leicht gezeigt werden,
dab die Funktionen @.(x) (0= n = 2"1"") ein orthonormiertes System im
Intervall [a, b} bilden. Auf Grund von (3. 8) ist es leicht ersichtlich, daB (3. 6)

1,
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auch fir m—=k erfillt wird. Nach (3.4) und (3.9) ergibt sich, daB (3.5)
auch fiir m =k besteht. Offenbar ist auch E; eine einfache Menge und die
Mengen E,, ..., E; sind stochastisch unabhangig.

Auf diese Weise erhalten wir mit vollstindiger Induktion ein unendliches
orthonormiertes Funktionensystem {®,.(x)} und eine Mengenfolge {E.}, so
daB die Bedingungen a) und b) erfillt sind.

Es sei x€E.. Dann ist No+an(x)+1=N,+2"""=Nnu. Da
a,zna: (n=1,2,...) und die Folge {4,} monoton nichtabnehmend ist, so
erhalten wir aus (3.5):

5
(3 10) iagNm“H Q‘ZN"‘“H (x) +---4 azN,'.+nm(I)+l .(DQN,"-MM(:){-I (X)[ = 6LbVV—T_a— A.
Fiir x ¢ lim E,, wird diese Ungleichung fiir unendlich viele m erfilllt. Aber

m->wm

aus (3.3) und der Bedingung b), mit der Anwendung des zweiten Borel—
Cantellischen Lemmas folgt: u(lim E,) = b—a.

Aus (3.10) folgt, daB die Folge der 2"-ten Partialsummen der Réihe
@3.11) ZO a. D.(x)

im Intervall [a, b] fast itberall divergiert. Wegen der Bedingung {a.} €  folgt
aus dem in der Einleitung erwédhnten Kolmogoroffschen Satz, daB die Reihe
(3. 11) im Intervall [a, b] fast nirgends (C, 1)-summierbar ist.

Damit wurde der Satz I vollstindig bewiesen.

§ 4. Beweis von Satz III

Es sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung

@1 Vn=o(w(n))
erfiillt. Auf Grund von (4.1) kann eine Folge von geraden Zahlen
2=)n<- - <nm<--- definiert werden, so daB mit der Bezeichnung

My=0, Mp=2"+4--. 42" (m=1,2,...) gilt:
4.2) YO om ofar onz M.  (m=1,2..).
~Vn

Wegen Mn=2" 4 ... 4-2"m < 2"*! jst

"mt
—1%>—Z"—m522 (m=],2,...).

“.3)
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Es sei

1 I.
VM,s1:— M., Vmlog(m -+ 1)
und a;=ayn ((=0,..., M).

Es ist klar, daB die so definierte Koeffizientenfolge positiv, monoton
nichtwachsend ist. Ferner gilt '

a, = Mu<n=M,u; m=12,..)

o «© My «©

4.4) 2 _ ey 1

( n:Zu;l @ ; n_—_;,‘n«{-l o Z=1 miog(m+1)

Endlich ist nach (4.2) _
® Mmf-l © . ! P My, +1 1

a, a,
n=zv:+1 w(n) mZ—': »‘—»ZA:+1 w(n) Z=' mlog(m+l)m u—Z.:d-l win)
4. 5) @ Mm+l
“_3_ 1 L__ S L/ _om3
E i 0g(m+ ) Mo — M S Yaw(@) St
Nach (4.4) und (4.5) erfullt die Koeffizientenfolge {a.} die in der Behauptung
des Satzes IIl. vorkommenden Bedingungen.
Wir werden nun im Intervall (a, b) ein orthonormiertes Funktionensystem
von Treppenfunktionen {®,(x)} (n=0,1,...) und _ eine Folge {F.)
(m=0,1,...) von einfachen Teilmengen aus [a, b] defmleren die die
folgenden Bedmgungen erfiillen:
a) fir jedes x€ F. existiert eine von x abhdngige natiirliche Zahl
m.(x) (< 2"**) derart, daB die Funktionenwerte Doy 11 s Pary iy ()
alle nichtnegativ, oder alle nichtpositiv sind und der Ungleichung

|
am

| o |
(D”N,,,+]+l (x) + ves + W)— @MN",i-ﬂm(-')'H (x) =
(4.6) V5

= A} Nuns1 l0g Ny
6VbT +1 g +1

gen(xgen, wobei A die im Hilfssatz [[l vorkommende positive Konstante,
s =0, s =a{" 4. +a™ (i=1,...,2";, m=0,1,..), und N,=0,
No=2(2 -1'— g 2" (m=z= ), a,—af'"’ Nmﬂ-H—MNmH U<j= sl"'))
sind, _ . .

b) die Mengen {F,} sind stochastisch unabhingig und es gilt

) | w(Fo) = b-;a
Es sei bemerkt, daff .
4.8) 2 < %_VN,,,H, m+tz= % log Nouti (m=0,1,...).
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Es sei nun gesetzt:
1

X—a :
@z(x)=—v—b?arl(m) fir {=0,..., M,

mit r,(x)==sign sin Z’nx. Es ist klar, dab diese Funktionen Treppenfunktionen
sind und im Intervall [a, b] ein orthonormiertes System bilden. So kann eine
Zerlegung des Intervalls [q, 8] in endlich viele Teilintervalle I,(e=1, ..., r)
angegeben werden, so daf in den einzelnen Teilintervallen jede Funktion
D.(x) (n=0, ..., M,) konstant ist. Die zwei Halften des Intervalls I, seien
mit /;, und l” bezenchnet (o=1,...,7).

Wir wenden den Hilfssatz lll mit den Zahlen

a=1p=2 a0 =Mu—M (i=1,...,2p)

an. Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen setzen wir

(Dl‘lﬁl(x): Zhl(cl’ P {0(0)} l(,h X) Zh' (CU P {a(Ol}’ ]Z’” X))

=3

fiir 1_= 1, ..., My j—M,, und

U (E(c,, ) UE(e, I})).

Nach Hilfssatz 11l ist es klar, dafi die Funktionen @, (x) (M, <n = Mv +1)
Treppenfunktionen sind. Auf Grund der Definition und dér Relation (3.7)
kann man leicht zeigen, daB die Funktionen ®,(x) (0 =n = My ;) im Intervall
[a, b] ein orthonormiertes System bilden. Aus (3. 8) folgt, daB (4.7) fiir m=0
erfiillt wird. Aus (3.9) nach (4.8) ist es ferner leicht ersichtlich, daB (4. 6)
fiir m—=0 besteht. Offenbar ist auch die Menge F, einfach.

Es sei dann k(=1) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daﬁ
die Treppenfunktionen @,(x) (0 =n=My,) und die einfachen Mengen
F. (0 =m = k—1) bereits derart definiert wurden, daB diese Funktionen im
Intervall [a, b] ein orthonormiertes System bilden, die Bedingungen a) und b)
fir die Indizes m=0, ..., k—1 erfiillt sind, insbesondere die Mengen
F,, ..., Fi.1 stochastisch unabhidngig sind.

Es gibt also eine Zerlegung des Intervalls [a, b} in endlich viele Teil-
intervalle /, (0=1,...,7), so daB in den einzelnen Teilintervallen jede
Funktion @.(x) (0 = n = My,+1) konstant ist und jede Menge F,, (0 = m =< k—1)
die Vereinigung von einigen /, ist. Die zwei Halften des Intervalls /, seien
Igund Iy (e=1,..., 7).

Wir wenden jetzt den Hilfssatz 11l mit den Zahlen
== M'I+l+Nk'_‘Ma+N,‘ (l——— ], . 2pk4-l)

K 1 (k)
G =1, =2 " a;
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an. Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen sei gesetzt:

Dupy i) — T 35 e, 40, 1 )= S e, P (6, 52
fir I=1,..., MNk+1+l__MNk+;l und
Fy= 9L=Jl (E(crs1, ) U E(crna, 13))

Nach dem Hilfssatz Il sind auch diese Funktionen Treppenfunktionen.
‘Nach der Definition und der Relation (3.7) ist es leicht einzusehen, da auch
die Funktionen @,(x) (0 =n = Mu,, 1) ein orthonormiertes System im
Intervall [a, b] bilden. Aus (3.8) folgt, daB (4. 7) auch fiir m =k erfiillt wird.
Aus (3.9) auf Grund von (4. 8) kann leicht gezeigt werden, daB (4. 6) auch
fir m=k besteht. Es ist ferner klar, daf auch F, eine emfache Menge ist
und die Mengen F,, ..., F. stochastisch unabhingig sind.

Auf diese Weise erhalten wir mit vollstindiger Induktion ein im Intervall
[a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,(x)} und eine Mengenfolge {F.},
so daf die Bedingungen a) und D) erfiilit werden.

Es sei x€ F.. Da Nu+nn(x) < Nau ist, ergibt sich ‘nach der Defini-
tion der Folge {a,} und der Unglelchung (4.6), dah

| a”Nm-f-l'*'l (DMNm+1+1 (x) + + aMNm-l-nm(l')-*-l ¢MNm+"m(x)+1 (x) | g

@9 _ 5 Y Novri log Ny 5,
~ 6)/b—a VN,,.—i—n,n(x) log (N -+ an(x)+1) ~ Gl/b——a

gilt. L
-Fiir x € lim F,, wird diese Ungleichung fiir unendlich viele m erfiillt.

n—rm

Jedoch nach der Bedingung b) ergibt sich mit Anwendung des zweiten
Borel—Cantellischen Lemmas: u(lim F,,)=b—a.

m-—>o

. Aus (4. 9) erhalten wir auf diese Weise, daB die Folge der M,-ten
Partialsummen der Reihe '

(. 10) 3 0@

im Intervall [a, b] fast iiberall divergiert. Daraus und aus (4.3) folgt mit

Anwendung des in der Einleitung erwdhnten Kolmogoroffschen Satzes, daB

die Reihe (4. 10) im Intervall [a, b] fast nirgends (C, 1)-summierbar ist.
Damit wurde der Satz IlI vollstindig bewiesen.
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