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Sur la convergence et la sommabilité 
des séries orthogonales lacunaires. 

Par GEORGES ALEXITS à Budapest. 

1. Introduct ion. 

Il est connu que, {tpn(x)} étant un système quelconque de fonctions 
orthogonales et normées définies dans un intervalle arbitraire [a, b], la série 
orthogonale 

CD 

(1) 2cn<p„(x) 
1 1 = 0 

dont les coefficients clt satisfont à la condition 
•Œ 

(2) 2 d < o o 
n=0 

converge presque partout, si (1) est presque partout sommable (C, c > 0) et 
certaines conditions de lacunarité sont remplies. Mais il nous semble qu'on 
ne connaît aucune condition de lacunarité qui assure la sommabilité presque 
partout sans être en même temps une condition de convergence. Nous allons 
montrer d'abord qu'une condition de ce type existe pour une vaste catégorie 
de séries orthogonales. 

Convenons dans la définition suivante. Étant donnée une fonction A(x) 
non-décroissante, concave de dessous, positive pourxi^l et telle que l ( x ) ^ x , 
nous disons que la série (1) est k(n)-lacunaire si le nombre de ses coeffici-
ents non-nuls dont le rang est compris entre n et 2n ne surpasse pas la 
valeur l(n). Cela étant, notre résultat annoncé est le suivant: 

T h é o r è m e I. Si la série (1) est l(n)-lacunaire et ses coefficients sa-
tisfont aux conditions (2) et c „ = 0(qn) où {qn} est une suite non-croissante 
de nombres positifs tels que 

(3) 

alors (1) est presque partout sommable (C, a) pour tout a > 0 . 
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Le fait que la condition ca=0(q„) combinée avec la ¿(n)-lacunarité per-
met d'obtenir un nouveau critère de sommabilité est d'autant plus intéressant 
que M. TANDORI [5] a démontré qu'il est impossible d'améliorer les critères 
de sommabilité connus portant uniquement sur l'ordre de grandeur des coef-
ficients, même si les coefficients forment une suite monotone décroissante. 

La sommabilité presque partout (C, a > 0) d'une série orthogonale, com-
binée avec certaines conditions de ¡acunarité assez restrictives, entraîne, comme 
on sait, la convergence presque partout de cette série. Or la majorabilité des 
coefficients par une suite non-croissante {<7,,) convenablement choisie donne 
lieu à un affaiblissement de ces conditions de lacunarité, même si on renonce 
à l'hypothèse préalable de la sommabilité (C, a > 0). Nous démontrerons à 
cet égard le 

T h é o r è m e II. Si les coefficients de la série l(n)-lacunaire (1) satis-
font à la condition c„ = 0(q„) où {q„} est une suite non-croissante de nombres 
¡positifs tels que 

CD 

( 4 ) 2 Y n log"n < 00 ( O ^ f i ^ Z ) 
n=l 

et si la croissance de {¿(n)} est bornée par la relation 

< 5> = 

la série (1) converge presque partout. 

Le cas spécial /3=0 contient une amélioration considérable du théorème 

connu d'après lequel la série (1) est presque partout convergente, si elle est 

presque partout sommable (C, « > 0 ) et si les indices de deux coef-

ficients non-nuls consécutifs satisfont à la condition On voit 

aisément que cette dernière condition entraîne une ¿(n)-lacunarité avec 

l(n) = constante, notamment = Or en prenant /5=0 dans le thé-

orème II, on voit que, si c„ = 0(q„) où {<7,,} est une suite non-croissante 

telle que 

(6) 
rt—1 

la l(n)-lucunarité avec l(n) = O assure, même sans l'hypothèse sup-

plémentaire de la sommabilité (C, a > 0), la convergence presque partout de la 
série (1). 
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On se demande évidemment jusqu'à quel point peut-on densifier les 
coefficients non-nuls pour que la proposition de ce corollaire reste valable? 
Nous allons montrer, en nous basant sur un résultat de M . TANDORI [4] , que 

la condition ¿(n) = e s t ' a meilleure possible: 

T h é o r è m e III. Si la fonction l(x) satisfait, outre les conditions 
d'être positive, non-décroissante, concave de dessous et telle que ¿(x) = aussi 
à la condition que 

(7) w(n)= /.(rt)-^ 
g n 

pour n~>oc, on peut construire une série orthogonale l(n)-lacunaire 

( 8 ) Z V n V n W 
«=0 

qui diverge partout, bien que ses coefficients sont tels que cn=0(q„) où {q*} 
est une suite positive non-croissante satisfaisant à (6). 

2. Sommabilité des séries orthogonales lacunaires. 

Passons à la démonstration du théorème I et désignons à ce but par 
n 

s»(x) = 2 Ck<pk(x) 
fc=0 

la somme partielle de rang n de la série orthogonale (1). Soient c¥i,cr%, ...,cy 
i ^ 

les coefficients non-nuls de rang compris entre 2" et 2n¥ . Par application de 
l'inégalité de Schwarz, on obtient 

6 b 
{ j j V u ( x ) — s 2 „ ( j c ) | dxf^(b—a)\[s2„+l(x)—5g,(*)]2rfx = a a 

=(b-a)Zcik=~0(\)itq\-
*=! fc=t 

La suite {qn} étant non-croissante et 2"), on a 

È / ^ N q l ^ m q l , 

par conséquent 
6 

(9) Ê f \ s 2 „ i ( x ) - s 2 n ( x ) l d x = 0(l) ¿VT(2>2, 

A 13 
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La fonction /.(x) étant concave de dessous, on a 

2 
et comme de plus on a nécessairement /'(x)si 2 pour x assez 
grands; par conséquent 

2» 

HT)—k(2n—1)= \k'(x)dx^2 

si n est assez grand. Dans le cas où lim Â(x) = <*> il en résulte que 

2(2") Â(2") 
et par suite pour n assez grands. La dernière 

inégalité est valable évidement aussi dans le cas où l i m ¿ ( x ) < ° o . Il s'ensuit, 
X-*-(D 

vu la non-décroissance monotone de { ! (£ ) } et la non-croissance de {ç*-}: 

yj(T)Q2n*rmr^)^s4ÏI(TTr)çw• i 1 ^ 4 . 2 & 
^¿n- '+ l K fc=2n-'+l K 

d'où l'on obtient en vertu de (3) et (9) : 
& 

Tt~ 1 J 71=1 fr—' 
o 

® 

La série ZI•%«+1(x)~ s2"(x)I e s t d o n c presque partout convergente, par con-
n=l 

séquent la suite des sommes partielles 
n-l 

s2„(x) = Sj (x) + ( x ) — ( x ) ] 

l'est aussi. Le théorème I en est une conséquence immédiate, puisque la con-
vergence presque partout de {s,n(x)} équivaut, (2) étant rempli, à la somma-
bilité (C, « > 0) presque partout. (V. p. ex. [3], p. 188—190.) 

On peut se débarrasser de l'hypothèse que la série (1) soit lacunaire 
en prenant Â(x) = x ; car entre n et 2n il n'y a place que pour exactement 
n = À(n) coefficients. On obtient donc comme corollaire du théorème I le ré-
sultat suivant que nous avons déjà démontré ailleurs ( [1 ] ) : 

Si les coefficients de la série orthogonale (1) sont tels que cn = 0{q„) où 
{<?„} est une suite non-croissante de nombres positifs satisfaisant à la condition 

(10) 

la série (1) est presque partout sommable (C, a) pour tout « > 0 . 
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En effet, (10) n'est rien autre que la condition (3) avec /.(n) — n. Notre 
proposition devient donc un cas spécial du théorème I, si nous démontrons 

encore que (2) est une conséquence de (10). Or {/T 2" ,̂,} étant non-croissant, 

il s'ensuit de (10) que qn — o[n 2 ) , par conséquent 

/f=sl k=1 te=l 

= o ( i ) | № f c - < ? t + 1 ) + 0 ( i ) = o ( i ) i ; ^ + 0 ( i ) = o ( i ) . 

Remarquons que M . TANDORI [ 5 ] a démontré que la condition ( 1 0 ) ne 
peut être améliorée non plus, c'est à dire que le dénominateur ]fn ne peut 
pas être remplacé par f i-(n), si la suite non-décroissante {v(n)} tend plus 
vite vers l'infini que {n}. 

3. Convergence des séries orthogonales lacunaires. 

Pour démontrer le théorème II, remarquons d'abord que les conditions 
(4) et (5) impliquent la convergence presque partout de la suite {s2m(x)}, 
parce que 

1 ) 1 O . n l/nlogn \ t = 2 n \ o g 2 n ) 

Ainsi, la condition (3) est satisfaite, (2) l'est aussi en vertu de (4), la série 
(1) est donc presque partout sommable (C, a > 0) ou, ce qui revient au même, 
la suite {s2»,(x)} est presque partout convergente. Il nous reste à démontrer 
qué Sn(x)—s2„,(jt) = 0 ( l ) presque partout, si 2'" < n ^ 2m+1. Remarquons à ce 
but que nous avons supposé ck = ykqk où /̂  = 0 (1) . Soit donc n un indice 
compris entre 2m et 2m+1, et soient c c<„, > , . . . , c » les coefficients non-nuls 

1 'S 1 r 
de rang compris entre 2m et n, alors 

r 
s» (x)—s.„„ (x) = 2 q,m) -/„o,,, y <„> (x). k= 1 * * * 

En posant 4qvM = q¿m)—qv(„^ et S,„(k, x) = Y„m<Pvm(x), il s'ensuit par 

une transformation d'Abel 
i - l 

sn(x)—s.,m(x) = 2 S,n(k, x)âq ,„,) + q im)S,n (r, x). 

Soit M,n le nombre de tous les coefficients non-nuls de rang compris entre 
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2m et 2m+1, alors 
Hm 

( 1 1 ) | S n ( x ) — % . ( x ) | ^ j g | 5 m ( A : ) x ) | ^ ( 7 r ( n , ) + ^ 2 m | 5 m ( r , x ) | . 

En ce qui concerne le premier terme du second membre, on obtient immé-
diatement 

/ Mm \2 Mm Mm Mm 
Z I s»> (k>x) I = Z (k> x)4qyM Z Jqvm ^ <7om Z Sm (ik, x)dq,m). 

VÎL—1 * / *=1 . . r t • " tel "t 
Comme k ^ M m ^ l ( 2 m ) , on a d'abord 

( Si(k, x)dx = £ fvM = 0(k) = 0 ( ^ ( 2 " ) ) 
J 1=1 ' 
a 

d'où il s'ensuit en tenant compte de (4) : 
b 

œ /* / i/„, N2 œ 

Z LZ|5,„(A:,x)|^ ( m ) Î/X = 0 ( 1 ) 2 > ( 2 m ) ^ m = 
m=l J \te=l 4 y m=l « 

œ 2m 

- 0 ( 1 ) z Z QÎ<0°-

; • œ / llm V2 
Ainsi la série 1|Sm(Ar, x)\^q>>> converge presque partout, on a donc 

m=X U=1 * ! 
pour presque tous les x: 

um 

( 1 2 ) Z\Sm(k,x)\JqvM=o(l). i—i * 

Quant au deuxième terme du second membre de (11), remarquons qu'il existe 
(v. p. ex. [3], p. 162) une fonction positive <i2m(x) telle que pour tout choix 
de n compris entre 2™ et 2m+1 on ait d'une part 

|Sm(r,x)|igd2m(x) 
et d'autre part 

6 
r Mm 

&2m(x)dx=0(\og(Mn + 1 ))Zïl™— 0(l(2m)) l o g W ^ + l ) . 
J k=l * 

a 

Il s'ensuit donc d'après (4) et (5) 
6 

Zll* \à\m(x)dx = 0 ( 1) ¿ f c W ) log2(A(2m) + 1 ) = 
m=2 J m=2 

a 
a ' «tu w 2m 

= - 0 ( l ) Z r ë . R T O S - K > g , 2 " = 0 ( I ) Z Z QVogfk< OO. 
m=2 10g 2T m=2fc=sm-l+1 
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La série ¿ î r ^ W e s t d o n c presque partout convergente, par conséquent 
m—2 

(13) q.?n\Sm(r, x)| ^q2mf\m{x) = o ( l ) 

pour presque tous les x. De (11), (12) et (13) on obtient s„(x)—s2m(x)=o(l) 
presque partout, c. q. f. d. 

Si on ne fait aucune hypothèse sur l'ordre de grandeur de l(n), on peut 
se référer à un théoreme de M. GÂL [2] d'après lequel la série (1) est pres-
que partout convergente, si elle est A(n)-lacunaire, presque partout sommable 

CD 

(C, « > 0) et si les coefficients satisfont à la condition + log2¿(n))<°o. 
n=i 

Nous montrons maintenant, en nous basant sur le théorème 1, que la majora-
bilité des coefficients par des 6uites non-croissantes convenables rend super-
flue l'hypothèse de la sommabilité (C, « > 0) : 

T h é o r è m e IV. Si les coefficients de la série orthogonale k(n)-lacu- . 
naire (1) satisfont à la condition cn = 0(q„) où {q„} est une suite non-crois-
sante de nombres positifs tels que 

(14) 2 ' ^ ( l + l o g 2 / ( " ) ) < ~ , 
>1=1 

alors (1) converge presque partout. 

Nous n'avons qu'à démontrer la sommabilité (C, « > 0) presque partout 
de la série (1), car le reste est une conséquence du théorème de M. GÂL. 
Or on a ' ( 

y ÍM±L < i i y n + i o t f A O , ) ) f ! 
é x n = ( à ™ + ^ A { n , ) „4î /is(i + iog2¿(/i)) | 

où la première série du second membre converge d'après (14). Mais puisque 
x 

X ( x ) ^ x et que la fonction ) —{_ log^jc e s* m o n o t o n e croissante pour x > 0 , on a 

* ^ ¿(x) 
l + l o g 2 x ~ l+log 2 A(x) ' 

On en obtient tout de suite 

y m < ^ i 

éi n2 (î + log2¿(/i)) = é i n(i + log2 n) ' 

La deuxième série est donc aussi convergente, par conséquent 
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c'est-à-dire que la condition de sommabilité (3) est satisfaite et (2) l'est 
aussi en vertu de (14). La série (1) est donc presque partout sommable 
(C, a > 0), c. q. f. d. 

3. Démonstration du théorème III. 

La condition (7) assure l'existence d'une suite croissante {m„} d'entiers 
positifs tels que /n„+2—/n„4i^/n,1+i—m„ (n = l , 2 , . . . ) et iv(3*)^/i si k ^ m n . 
Soit alors p(k) = (mn+i—mn)nr si k = m„ +1, m„ + 2 , . . m n + i . On a 

CD | CD '"n+l | CD | 

(15) . JL m w> = < 
par contre 

œ ,../oi\ 00 "'n+l ,,./o/.\ œ '"n+t 1 œ i 
06) Z Z ^ ^ Z n 2 +i pw s n 

ii-i 
Désignons maintenant la somme ¿"[¿(3 f c)] par l(n) (/(l) = 0 ) où [a] désigne 

la partie entière de «, et posons 
1 al; = 

h >(«) 
pour k = l(ri) + 1, /(n) + 2 , . . . , I(n+ 1). La suite {a,,} est non-croissante et 
on voit d'après (7) que 

oo a> j i('i+l) 

Z log k=i »=i 3 pin) a=)(»hî 
Î17) 
V ^ ¿[^(3") ] log 2 (/(n) + l ) ^ j w(3")log2(/(n) + 1 ) 

^ 3"p(/i) 2p(n) log23" 

si TV est assez grand tel que [¿(3")] ^ -^-¿(3") pour n^ N. Vu que l(n) > 
> X(3nl) on à 

log f(/i) log3"1H'(3""1)—2 log log3"~' ^ 2 log log 3 ""' 
log 3" log 3" ~ log 3n 

pour n assez grands. Mais pour n assez grands on a 

2 log log 3""1 ^ 1 
log 3" ~ 2 ' 

par conséquent, pour n assez grands, 
log a(/(n)+l) 1 

log2 3" 4 ' 
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Il s'ensuit donc d'après (16) et (17) pour m assez grands: 

Cette relation et la non-croissance de {a„} assure, grâce au théorème cité de 
M . T A N D O R I [4 ] , l'existence d'un système {<PN(X)L de fonctions orthogonales 
et normées telles que la série orthogonale 

OD 

n = l diverge partout. 
Posons maintenant %_3n+k(x) = ®,inh.k(x) pour k=2,3,..., [/(3")| 

et identifions les ipm(x) pour les indices différents de 2 - 3 " + Ar tour à tour 
avec les fonctions dV>+i(x) rangées en une suite. Définissons les coefficients 
cn de la manière suivante: soit 

C2 3"+* = = ,/ 1 S» K = 2 , 3 , . . . , [ ¿ ( 3 N ) ] 

VTp(n) 
et cm= 0 pour tout autre indice m. Il s'ensuit de cette définition des ter-
mes c„y>„(x) que la série (8) est de la forme 

CD OD OD 

2 c» Y'» (*) = 2a„®n (x) — 2 flitn^i <2>((nHt (x). t!=0 <1=1 1=1 
La première série du seconde membre diverge partout, tandis que la deuxième 
est presque partout convergente (même absolument), puisque 

1 
1 < -77= • 

ÏT 
La différence de ces deux séries, c'est-à-dire la série (8) est donc presque 
partout divergente et, en changeant convenablement les valeurs des fonctions 
Y»„(x) sur l'ensemble de mesure nulle de la convergence éventuelle, on peut 
aboutir à ce que la série (8) diverge partout. 

Montrons que la série (8) est ¿(zi)-lacunaire, ce qui résulte du fait que 
tous les coefficients ck de rang compris entre 3'' et 2-3 , + l disparaissent à 
l'exception des coefficients de rang £ = 2-3 r + 2 ,2-3" + 3 , . . . , 2-3 r + [A(3r)l-
Le nombre de ces coefficients est [¿(3")]—1, par conséquent le nombre des 
coefficients non-nuls de rang compris entre n et 2n est <Â(3V), si 3 ' ' < n g 

Or l(x) est une fonction croissante, on a donc ¿ (3 v )<k(n) , c'est à 
dire que le nombre des coefficients non-nuls de rang compris entre n et 2n 
est <X(ri): c'est justement la définition de la Â(/i)-lacunarité de la série (8). 

Montrons encore que les coefficients c„ de la série orthogonale (8) sont 
majorables par une suite non-croissante {q„} de nombres positifs satisfaisant 
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à (6). Posons à ce but 

<?*= ' ( * = 3 " + l , 3 B - f 2 3"*1), 
W m 

alors {q,,} ne croît pas, on a 0^cH^qn, et il s'ensuit d'après (15) que 
A> oo . Qn 

2 ? = 2 ~ 3 < ~ , ST* Si 3np(n) 

Toutes les conditions imposées à la série orthogonale (8) sont satisfaites, 
et pourtant elle diverge partout. C'était justement notre proposition. 

Remarquons enfin que, d'après M . TANDORI- [4], sa construction reste 
valide même si on suppose que les fonctions 0n(x) sont bornées dans leur 
ensemble. Notre construction étant basée sur une modification de l'ordre 
des termes de la série partout divergente de M . TANDORI, nous pouvons 
aussi supposer que les fonctions «/>„(*) figurant dans la série (8) sont bor-
nées dans leur ensemble. 
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