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Metrische Charakterisierung der Finslerschen Ridume
mit verschwindender projektiver Kriimmung.

Von A. RAPCSAK in Debrecen.

Einfiihrung.

In einer friiheren Arbeit [7] haben wir gezeigt, daf man die projektiv-
ebenen Finslerschen Raume skalarer Kriimmung durch eine Verallgemeinerung
des Ebenenbegriffes des Riemannschen Raumes geometrisch charakterisieren
kann. Bekanntlicherweise 1a8t sich eine, in den Finslerschen Raum eingebet-
tete Hyperfliche entweder als der geometrische Ort der tangentialen Linien-
elemente, oder aber als die Transversalfliche der geodatischen Linien des
Raumes definieren. Der erstere ist offenbar eine Linienelementmannigfaltig-
keit, die zweite aber eine Punktmannigfaltigkeit. In der erwdhnten Arbeit
haben wir fiir den Fall soicher Hyperflichen Ebenen - definiert, welche als
geometrische Orter der tangentialen Linienelemente charakterisiert wurden.

In einen Finslerschen Raum eingebettete transversale Hyperflichen sind .
insbesondere durch M. WEGENER [10] und E. T. DAVIES [4] untersucht wor-
den. In der Arbeit von M. WEGENER (S. 122—123) wird diejenige transversale
Hyperflache Hyperebene genannt, auf welcher die normalen Linienelemente
im Sinne der Raummetrik parallel sind. Daselbst wird gezeigt, daB man in
dem Falle, wo fiir den Finslerschen Raum R’ =0 gilt, zu jedem Linienele-
ment als Normalvektor eine transversale Hyperebene legen kann.

In der vorliegenden Arbeit beschaftigen wir uns mit einem die Finsler-
schen Raume skalarer Kriimmung in Allgemeinheit wesentlich {ibertreffenden
Raumtypus, namlich mit Finslerschen Raumen projektiver Krimmung Null
(siehe [1], S. 762 u. f.). Der Hauptsatz unserer Arbeit besagt, daf ein Finsler-
scher Raum projektiver Kriimmung Null dann und nur dann von konstanter
Kriimmung ist, falls man darin zu jedem Linienelement als Normalvektor
eine transversale Hyperebene legen kann. In diesem Satze ist insbesondere
eine weitgehend verschirfte Form des Wegenerschen Resultates enthalten.

Wir geben in der vorliegenden Arbeit auch ein Kriterium an, durch
welches diejenigen Finslerschen Riume bestimmt werden, in die man zu



A. Rapcsik: Finslersche Réume mit verschwindender projektiver Kriimmung. 193~

jedem Linienelement als Normale eine transversale Hyperflache einbetten kann,
auf welcher die Metrik des Raumes eine Riemannsche Metrik konstanter
Krtimmung, bzw. eine Euklidische Metrik erzeugt.

Samtliche auftretende Grofen werden als reguldr-analytisch vorausgesetzt.

§1.

Gegeben sei ein n-dimensionaler (n = 3) Finslerscher Raum mit der
Grundfunktion L(x, v).!)

Bekanntlich hat dieser Raum drei Kriimmungstensoren und einen Tor-
sionstensor. Im folgenden werden wir nur den Krﬂmmungstensor Rizi ge-
brauchen, welcher ‘die folgende explizite Gestalt hat’):

. Rpu— "’0’; G _ "a’; v "a’; 67+ 2 oL o g +nm,r,""k Lo+
(1. 1) -
-+ Cijm (_06%_ (?9.3{ — G Gi + Gy Gk),
in (1. 1) ist _
1 . &L aL’? _
(1-2) G=7¢ (av"ar v ax".)’
' : ‘ aG
(1.3) _ Gr—=—r T
' l i GGI:
(1.4) _ G =G’
h— 0gin 08 ~r 08ni _ 88h
(1.5) rs T2 ;( ax v G-’)+( axt oV G)
_ 0g'j _ agy r)
(6x” v G
Der Torsionstensor des Raumes ist
1 08 1

('-5)4 A= LCyje== vag;,f = = iiilk»
wobei

_ 4 , of
(1.7) Jiw=L —5 |
gesetzt wird. A .

1) Siehe z. B. {3}, [5).
?) Siehe z.B. [3], S. 36.
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Da fiir die kovarianten bzw. die kontravarianten Komponenten des, dem
Linienelement gleichgerichteten Einheitsvektors

o _ oL
(1.8) ‘ = T und L= P
gilt, so haben wir '
(1.9 o lpp=6—"lk, ly=gu—LUb,
(1.10) _ Lye=Lk.

Wird ein Tensor mit dem Vektor I’ komponiert, so bezeichnen wir den
entsprechenden Index mit 0. Z. B.ist

TV =T,.
Fiir eine GrﬁBe welche in +* homogen O-ten” Grades ist, gilt offenbar
Tio=0.

Die Cartansche kovariante Ableitung eines Tensors T°; definieren wir
auf folgende Weise:

; aT; aT . o D
(1. 11) Ti=—g — I — LG+ T IT5—T' I}
Wie man leicht einsieht, ist
(1.12) Gij =TI+ Ao -

L. BErRwALD®) fiihrt im Fmslerschen Raume auch noch sog. affine Kriim-
mungsgrofen ein: '
: 3G aG;
(1.13) Kj=2_<)—ac1'__ X v +2G;,G'— G, G},

i 1[0k oKi\_ 9G; 3Gk
(.19 K’”"s(avf ‘avk)” ox*  ov

OK‘ Gi' ) ~r i ¥ i r i v i
p 00 0 Gne + Gy Goi— Gk Gr; + G; Goue— G Grij,

+ Gr :‘k_ Gqu ’

(1.15) Kip=

avr  ax* X
wo
: 3 G}
(1.16) Giun _Tu,-’,i | ~
ist.
Es gelten die Relationen’):
(1.17) L Rlw=Ki,
(1.18) ~ LR w=Ki,

3) Siehe (1), S. 759.
4) Siehe [1], S. T71—-T72.
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(119) o (K Kisn) = Ao — A — A R,

' (1.20) 5 K Ksu) = R+ Ao Ao — Ao Ajuts,
(1.21) Rl = K — 1l RoBan '
(1.22) RPonji = R s—2L: R on + REoh— Abn RS s — Abhjofo
(1.23) " RApn=2RFp—20LR7p— ARy o Aol -

Bildet man zwei Finslersche Riume aufeinander bahntreu ab, so bleibt
folgender, sog. projektiver Abwelchungstensor invariant’) :

(1.24)  Wi— Kh—"’f]a,{— ! ("K" ! "’K'r)ut.

n+1\ av Th—1 v
L. BERWALD definiert in dem Linienelement (x, v) die Grofe
. : K i k
(1- 25) R(x,'?), ,n): Kiom v ’Uh’l] /]

(gihgkm —gimghk)vi?}hnknm ’
wo 7 einen in (x,v) definierten, von ' linear unabhingigen Vektor bedeutet.f) -

Ist R(x, v, ) von der Ebenenstellung (v, n) unabhingig, so sagen wir, -
daB der Raum von skalarer Krﬁmmung ist. In diesem Falle ist

(1. 26) ROx, 0, m)=R(x o) Lo R = 1%,
Charakteristisch fir die Riume skalarer Krl'immung ist die Relation:
: -

(1.27) Rioi="5=R(x, v)(6— L.

Ist R konstant, so ist der Raum von konstanter Krﬁmmung' Charak-
teristisch fur die- Fmslerschen Rdume konstanter Kriimmung sind die’ Rela-
tionen : _ :

(1. 283) Ro]ik =R(6‘I]clt_dzlk)y
(1.28b) . Khj:ik=R(6l{ghi—dgghk)-

. Notwendig und hinreichend daftir, daB ein Finslerscher Raum auf einen
Finslerschen Raum von Kriimmung Null bahntreu abbildbar ist, ist die
Bedingung '

(1. 29) : ' W; =0,

5) Siehe [1], S. 763.
%) Siehe [1), S. 773.
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oder die damit dquivalente Bedingung

(1.30) - n(Ks— K 3) + (Kjp — Kims)r™ =0,
WO ’
(1.31) Ki=K"r, Kij=K\";v.

Wir bemerken, daB R in den beiden ersten und den beiden letzten
Indizes schiefsymmetrisch, Ki% in den beiden letzten Indizes “schiefsym-
metrisch, in den unteren Indizes aber zyklisch symmetrisch ist.

§2. In den Finslerschen Raum eingebettete transversale.
Hyperflichen.’)

Betrachten wir im n-dimensionalen Finslerschen Raum eine in Para-
meterdarstellung angegebene Hyperflache®)

2.1 c=xi(u',...,u"").
Jedem Punkt der Hyperfliche (2.1) ordnen wir das auf die Hyperfliche

_ transversale Linienelement zu.. Die Hyperfliche ist somit die Transversalfldche

der durch diese Linienelemente bestimmten geoddtischen leen

Es sei o
xt i
2.2) T = .
Offenbar gilt '
2.3) ' Liga=0.

Der Fundamentaltensor der durch die Projektionsmethode induzierten

Flachenmetrik ist
(2.4) , ' Lap=LuPup-

Der Koeffizient der zweiten Grundform der Hyperfliche kann in der
Gestalt '

@259) | o =1; [ 0% +Ff"r.¢él¢«'§] |

au°’
geschrieben werden,
Bezeichnen wir die Koeffizienten der - auf der Hyperflache induzierten

‘Parallelverschiebung durch y.%, dann gilt

(2.6) '/o«n=gasro‘:=£rk¢§( ¢+ T+ C)- ‘P:)

aur
7) Siehe [1], §7.
8) Siehe z. B. [10], S. 115—123
9 Im folgenden~laufen die lateinischen Indizes von 1 bis n, die griechischen Indlzee
von 1 bis n—1.

T
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Die Hyperfliche hat eine Kriimmungs- und einen Torsionstensor. Der
Kriimmungstensor ist durch

8% d s T
(?. 7) B@a‘x}. == aYlI:A -_ 07;: + YerrYo x—YotxYo s
der Torsionstensor durch
(2._ 8) Txol = '}’xo},’— )’Aen
gegeben. ‘

Das Differentialgleichungssystem der Hyperfliche (2.1) kann in der
Gestalt

li 5 h 03
(2.9) :ua"*‘lkrkh(p«'x:_ala(PA;
€. 10) 2% | IEgh ol = (1at AT1A )P+l

ow
angegeben werden. Die Integrabilititsbedingungen fiir (2. 9) und (2.10), d. h.
die Copazzrschen und die GauB’schen Formeln der Hyperfldche sind:

Bgmx _— (apu ap— apl au) == Rgnd. + (Pen«ravl - Pprhuaax) + S()n'a-a?x aUX ’

2.11) v - -
Qox() — Agr(x) + Qoo T, = Rooxl + (Powura l_Pog?,aa n),

wo
P = Py e Lok @ry  Sexor = SijuPePiPe P

die Projektionen der Raumtensoren Pyju und Sy auf die Hyperfliche sind,
dpxpy aber die kovariante Ableitung von ag. beziiglich der induzierten Metrik
bedeutet.

Sind die Normal-Einheitsvektoren entlang der Hyperfliche im Sinne der
Raummetrik parallel, so wird die Hyperflache eine Hyperebene genannt. Daftir
ist auf Grund von (2. 9) die Bedingung

notwendig und hinreichend. Im Falle einer Hyperebene reduzieren sich die
Integrabilititsbedingungen (2. 11) und (2.12) auf

(2. ]3) Rooxo = 0’
und - .
(2 14) ‘ Bgmﬂ. == Rgxa). .

Aus (2.6) folgt dann, da8 y,”; in ¢ und in T symmetrisch ist, und
folglich

(2.15) T =0
gilt. ‘
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‘Wie man leicht einsieht, ist

. ’ . _l 080 agpa_ ng:)
(2.16) . Ve = 2( aue + aur au’ )’

d.h. diefRaummetrik induziert auf der Hyperebene eine Riemannsche Metrik.

§ 3. Finslersche Riaume, in welchen man zu jedem Linienelement
als Normalvektor eine Hyperebene stellen kann.

Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, da man in einem n-dimen-
sionalen (n = 3) Finslerschen Raum zu jedem Linienelement ( X, l) eine trans-

versale Hyperebene stellen kann, in dessen Punkt (x) der Normalemhettsvektor
gletch l‘ ist, ist das Erflilltsem der Bedingung™)
(3 l) Ro]k—Rook[; Roo_;lk

-Beweis. Aus der Integrabilititsbedingung (2. 13) folgt, daB im Falle,
" wo man zu jedem Linienelement eine transversale Hyperebene stellen kann,
in jedem Linienelement des Raumes ‘

(3.2 Ripd'w’v* =0,

mit . _ _

(3.3) ) 1.1‘ = W l'=v.-l‘=0
it.

Betrachten wir jetzt eine solche normierte n-Bein-Darstellung von Rai,
bei welcher einer der Vektoren des n-Beins [’ ist. Die Einheitsvektoren des

n-Beins seien I, wo I'=1[' ist. Dann ergibt sich
. )

G4 R.,.,,‘—Tlllk+T111,,+ T111k+ Tllkl
@@ @ " @ o

Da nun R, in den beiden ersten und auch in den beiden zweiten Indizes
schiefsymmetrisch ist, und auch (3.2) gilt, erhalten wir

(@By) (any)
3.5) T =0, Tk l,‘——— T l I = Ryiox,
. @ @ ()
und somit wegen (3. 4)
(3.6) Rosji = Roior: li— Roioj lic.
Aus (3.6) folgt nun trivialerweise, daB die Bedingung
3.7 Roppi =0

mit der Bedingung (3. 2) dquivalent ist.
' 10) Siehe [6], S. 8.
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Dafiir, da3 man in einem Finslerschen Raum der Dimension n =3 zu
jedem Linienelement eine transversale Hyperebene stellen kanm, ist somit die
Bedingung (3. 6) notwendig. o

Die Bedingung (3. 6) ist aber auch hinreichend. In einem Raum der
erwdhnten Eigenschaft ist namlich das Dxfferentlalglelchungssystem

! a : ;
. gx" ¢u+[’ak a—O L —— (p +1E L?aq’ﬁ——-o
3.8 )
( ) ax =¢i ﬂa__z a(})ﬁ
ou° * auf au®

vollstindig integrabel, weil die nichttriviale Integrabilititsbedingung des Sys-
- tems, d. h. '

@9 Ringigh =0,
. wegen (3.6) erfiillt ist, Ist nun ( ) ein beliebiges Linienelement, so be-
© ©

deutet die lntegnerbarkelt von (3. 8) auf Grund von (2. 5), (2.6), (2.9) und

(2. 10), dab es eine transversale Hyperebene gibt, welche im Punkte (x den
. 0),
Normalvektor ¥ hat. ‘
©

Diejenigen Finslerschen Ridume, in welchen (3.6) erfiillt ist, werden
wir Rdume quasikonstanter Kriimmung nennen. Flir solche Rdume gelten die
folgenden Relationen :

Aus (1.14), (1. 17) und (1. 18) ergibt sich:

(3. 10) Roijk=Roiok||j—Ro‘oj||k,
und aus (2. 21), (3. 10) und (3.6) durch eine einfache Rechnung /
(3- 1 1) ](iz-’kh_ = Ropoh”ilk"—’RopokHilh + Ropohgik_Ropokgih .

Indem wir jetzt auf (3. 11) die Formel (1.22) anwenden, ergibt sich

(3. 12) I(tpkh Rophkl +R1pohlk—R1pakIh+Ap,mRo hk+AP1k|0|01h'_‘Apihla|oIk+
+ Roj:ohgkt "‘Ropokghz ’
und wegen (3. 12) und (1. 20)

(3. 13) Ry = Albjo Anpito— Ao Ampnio + % [Rupon(i— lili) — Ropor(@ni— hhl)—
' — Roion(&rp— i lp) + Roions (&np— ulp)] + Ripon b — Ripox In.
Aus (3.12) und (1. 19) folgt nun
(3:14)  Apsn— Aynion= Apitlols — Apotols + 5 [Ropn (8ix— by —
— Ropo (gri— 1)) + Roior (o — b bp) + Roior (grp—hlp)]-
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Indem wir nun in (3. 14) nach p und k verjfingen, erhalten wir

(3.15) Roion = R(gin—1; [h)'+ n——z—_l Aitopn— Aitogo I — Ai"wjols),
wobei wir die Bezeichnung
(3 16) (” —_— 1) R= Roror

eingeftihrt haben.
Durch Einsetzung von (3.6) in (1. 23) ergibt sich jetzt

(3.-17) (n—D)Rjp=—A, Ro"on— Anjoto-

Verjiingung von (1.22) nach p und i und Einsetzung von (3.6) und
(3.17) fiihrt jetzt zu
(3.18) R, njip = —(n—1)Rl, 4 (n—1)Ryj..

Indem wir jetzt (3. 10) nach i und &, (3.11) aber nach p und h ver-
jingen und auf (1.17), (3.17) und (3. 18) Riicksicht nehmen, erglbt sich
unter Anwendung der Bezeichnungen (1. 31)

(3. lg) k'i=LRo l'p=(n—l)LRli:
(3.20) K= (n—D) Ryl + (n—1)Rgu,
3.21) —K,"hj = Kij— Kjn = (n—1) [Rynl;— Ry i 1n)

Wenn wir jetzt noch (1.18) und (3.16) in (1.24) einsetzen und auf
(3. 18) Riicksicht nehmen, so ergibt sich

(3.22) wi =L2[Ro’;,,—R(df;—1"1,.)— Z;‘f Rnhl'].

Satz 2. Ist ein Finslerscher Raum quasikonstanter Krimmung von ska-
larer Kriimmung, so ist dieser Raum von konstanter Kriimmung.

Beweis. Fir einen Finslerschen Raum skalarer Krﬁmmung ergibt sich
aus (1.28) und (1.14) durch Verjungung

3.23) : Ropl'p= R||i+(ll— RI;.

Aus (3. 19) und (3. 23) folgt, daB in einem Raume quasikonstanter Kriimmung
3.29) R;i=0

ist. Aus (3.24) und aus der von L. BERWALD herrithrenden Verallgemeine- A
rung des Schurschen Satzes") folgt nun

(3.25) R =const.,
was zu beweisen war.

11) Siehe [1], S. TT7—778.
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Satz 3. Ist in einem n-dtmenswnalen (n = 3) Finslerschen Raum quasi-
konstanter Kriimmung die pro;ekttve Kriimmung gleich Null so ist der Raum
von konstanter Kriimmung. :

"Beweis. Es séi
(3.26) Wi=0.

Indem wir (3. 22) mit /; kontrahieren, ergibt snch wegen (3. 26)

3. 27) . ‘ R”,,—O

Aus den Glenchungen (3.26) und (3.27) folgt
(3 28) : " RJa=R(d—VFl),

d.h. der Raum ist von skalarer Kriimmung. Satz 3 folgt somit aus Satz 2.

Satz 4. /st in einem Raum quasikonstanter Krummung
(3.29) Rj;=0,
so ist der Raum von konstanter Krummung
Beweis. Zuerst zeigen wir, daB in einem Raum quasikonstanter

Kriimmung, welcher der Bedingung (3. 29) gemigt auch die lntegrablhtats-
bedingung (1. 30) erfiillt ist.

Wegen (3.19) und (3.20) nimmt (1.30) in Réumen qua51konstanter
Krimmung die Gestalt
(3. 30) (i —D[Rpli— Rk} + (r— D[Ry j— Ry ] =0
an. Indem wir- jetzt auf das zweite Glied von (3. 30) die Vertauschungsformel
@3.31) R — Ryps = — Ry Ao
“anwenden, ergibt sich
(3.32) (P —D[Ruli— R il + (n — )[Ry — Ryju] = 0.

Auch die Gleichungen (3. 32) sind wegen (3.29) erfiillt. Ist also in einem
Raum quasikonstanter Kriimmung (3. 29) erfiillt, so kann dieser Raum bahn-

treu auf einen Finslerschen Raum von Kriimmung Null abgebildet werden,
d.h. es gilt in diesem Raume

(3.33) . wi=o0.
Aus (3.33) und aus Satz 3 folgt unsere Behauptung.

Hauptsatz. Damit man in einem n-dimensionalen (n = 3) Finsler-
schen Raum von der projektiven Kriimmung Null zu jedem Anfangslinien-
element ( )eine transversale Hyperebene legen kann, ist notwendig und

© © -
hinreichend daf der Raum von konstanter Kriimmung sei.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Sitzen 1 und 3.
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Die in einem Raum konstanter Kriimmung zu einem Linienelement
(‘x, l) gehorige Hyperebene kann man z. B. auf folgende Weise charakterisieren.
©) ©

In einem Raum konstanter Kriimmung ist das folgende Differential-
gleichungssystem vollstindig integrabel :

(3.34) dg =1Ldx'=0, .df=—T,dx*—¢Rdidx"
Die nichttriviale Integrabilitdtsbedingung von (3. 34) ist ndmlich
(3.35) R.'i = R(3:;—diLy),

und diese Bedingung.ist in einem Raum konstanter Krimmung erfiillt.

Fiir die Anfangswerte 3:‘, OI)", und $=0 hat (3.34) die Losung
o ¢ (

o(xt,...x")=0, = [li(x),
und wegen (3.34), (2.9) und (2. 12) ist dies offenbar die Gleichung einer

Hyperebene, welche im Punkt x* den Normaleinheitsvektor I hat.
© ©

_ Satz 5. Sind in einem Finslerschen Raum konstanter Kriimmung die
Gleichungen -

(3. 36) Ao Ajmnje— A" jo Ajmige =0

erfilllt, so gibt es auf jeder in den Raum eingebetteten Hyperebene eine
Riemannsche Metrik konstanter Kriimmung.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (1. 28b), (1. 20), (2. 4) und (2. 14).

Satz 6. Ist in einem Finslerschen Raum von der Kriimmung Null
(3. 36) erfiillt, so gibt es auf jeder in den Raum eingebettelen Hyperebene eine
Euklidische Metrik.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 5.

Satz 7. Kann man in einen Finslerschen Raum eine Hyperebene ein-
belten, so liegen die zu einem beliebigen Normalvektor dieser Ebene gehi-
rigen, auf diesen Vektor orthogonalen quasigeoddtischen Kurven'®) in der
Hyperebene, und diese Kurven sind die geoditischen Kurven der Hyperebene.

Beweis. Das Differentiaigleichungssystem der quasigeoditischen
~ Kurven kann ii- der Gestalt ! ’_

d[' . ¥ dx" -

(3.37a) —ds———'—'[ok—ds—,
d’x’ o dx’ dx'
(3. 370) as =l g as

geschrieben werden.

12) Siehe (8].
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Auf Grund von (2.9), (2.16) und (2.12) sind die Glelchungen der
geoditischen Linien einer Hyperebene

17 Il dll _ ©% & dlla ‘
(3- 38) aua ds = ""4& k¢¢¥ dS »

d’u® - . di® du”
(3-39) dass . *vTgs ds

Indem wir jetzt (3. 39) in (2. 10) einsetzen und (2. 12) berﬁcksnchtlgen,
erhalten wir
d’x dx’ dx*

(3. 40) St =o.

Das System (3.38), (3.40), d. h. das Differentialgleichungssystem der
Geoditischen der Hyperfliche ist mit (3.37a), (3. 37b) identisch, d. h. im
Falle gleicher Anfangsbedingungen fallen die Geodatischen der Hyperebene
mit der zum Normaleinheitsvektor gehdrigen orthogonalen quasxgeodatlschen
Kurvenschar zusammen, was zu beweisen war.

Satz 8. Kann man in einem Fmslerschen Raum zu einem Lzmenelement

(0 l) eine Hyperebene legen, so hat die betreffende Hyperebene in demjenigen
© ©)

Normalkoordinatensystem'), welches zum Koordinatensystem mit
(3_. 41) R . . la=0, In:*=0

und zum Anfangslinienelement («J)g,(ol') -gehort, die Gleichung
) /.

(3.42) X" =0. .

Beweis. Im betreffenden Normalkoordinatensystem nimmt die Glei-
chung der auf das Linienelement (x 1) orthogonalen quasigeoddtischen Kurven

OL0)
wegen (3.41) die Gestalt
N J— 12 - —72=
(3. 43) —(§) (s—s0), X =0
an. Unsere Behauptung folgt aus Satz 7 und aus (3.43).

Aus (3.42), (2..5) und (2. 12) folgt, daB in diesem Norinalkoordmaten—
system der Hyperebene entlang

3. 44) LT (x,v(X)=0
gilt.

13) Siehe [8].
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