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Uber die Charakterisierung der Hurwitzschen Zetafunktion
mittels Funktionalgleichungen.

Von MIKLOS MIKOLAS in Budapest.

1. Seitdem HAMBURGER vor einigen Jahrzehnten den Satz entdeckt hat,
daB die Riemannsche Funktionalgleichung von £(s)") diese Funktion in der
Gesamtheit der durch gewdhnliche Dirichletsche Reihen definierten meromorphen
Funktionen nebst gewisser Ordnungsbeschrankung bis auf einen konstanten
" Faktor kennzeichnet®), ist dieses Resultat in mehreren Arbeiten behandelt bzw.
weiterentwickelt worden.?)

In dieser kleinen Notiz wollen wir zeigen, dall die aus Z w+n)—?

n=

(O<u=1; 9(s)>1) durch analytische Fortsetzung entstehende verailgemeinerte
(Hurwitzsche) Zetafunktion C(s, z) sich mittels zwei leicht beweisbarer Eigen-
schaften, namlich

(1) 0_"’5 ®D(s+1,u)— D(s,u) (s beliebig),

2) D(s,, v)x D(sy, v) | (1) = D(5,+ 5y, ) N(s), N(sy) =Y

mit @(s, u)=1'(s) 'T(1—s, u) eindeutig charakterisieren 146t ; hierbei bezeich-
net {(s, u) diejenige Funktion von u mit der Periode 1, welche in O<u=1
mit (s, u) tibereinstimmt. (D(s, u) ist ersichtlich eine ganze Funktion von s.)
Wir bemerken, daB man zur Charakterisierung nebst (1) und (2) nur pas-
sende Differenzierbarkeitsbedingungen braucht, ofine die Einschrdnkung, dafl
die betreffende Funktion durch eine Dirichletsche Reihe erkidrt ist bzw. einer
Abschitzungsformel geniigt. '

1) Fiir einen einfachen Beweis vgl. [6].

) S. 3]

%) Vgl. z. B. [1], [2], [4], [8], [9].

1) Es ist die sog. Hurwitzsche Formel (14) fur {(s, u) anzuwenden; vgl. [5]; [10],
S. 2169 — Wir benutzen die iibliche Bezeichnung der Faltung (iiber (0, 1)): fi(v)#/fo(v)| (1) =

= 'fl (v)fo(u—v)dv, wobei — wie durchwegs in dieser Arbeit — das Integral in Lebesgue-

i
schen Sinne zu verstehen ist.
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2. Wir behaupten den folgenden

Satz. Es sei d(s,u) eine ganze Funktion der komplexen Variablen s
und eine nach 1 periodische, in (0, 1) differenzierbare Funktion der reellen
Verdnderlichen u, welche fiir s>1 zur Klasse Lipx1 (K unabhingig von u)
gehdrt. — Wir nehmen an, daf3"die Funktionalgleichungen (1) und (2) fiir
1<s<2 baw. 1<sy,s,<2 und fiir u€(0,1) gelten, ferner, daf3 die komplexen
Fourierkoeffizienten c,(s) von ®(s, u) inbezug auf O<u<1 fiirn>0in 1<s<2
nicht identisch verschwinden und die Bedingung (*) |arg c.(s)| <z erfiillen.

Dann hat man fiir alle s und O<u<1

3) (s, u)=I"(s)"'L(1—s, u).")
Beweis. 1° Es sei 1<s<2.
Da wir u. a. die Lipschitz-Bedingung

4) |DP(s+4ds,u)—D(s,u)|=K|ds| (u beliebig reell, |4s| geniigend klein)

angenommen haben, so ist @(s,u) auch fir u=0, u=1 stetig und die .
Existenz von

1
5) c(s)=| (s, v)ermvdy  (n=0,+1,+2,..))
0

ist gesichert; wegen der Differenzierbarkeit von ®(s, u) in O<u <1 gilt hier
die Fouriersche Darstellung

®

(6) D(s, u)= 2 c.(s)er i,

H=-
Andrerseits, mit Riicksicht auf (1) und die (aus unseren Voraussetzun-
gen folgende) Vollstetigkeit von D(s+1, u):
(M % D(s+1,u)= > 2nsi-c,(s+ 1)e2niv O<u<l).

(6), (7) und (1) implizieren nach dem Unizitdtssatz von HEINE—CANTOR")
die Beziehungen

(8) co(S)=2nzi-ca(s+ 1) (n==0,1,2,...);
insbesondere fiir n=0:
) ¢(s)=0.

. 2° Die Faltung in (2) ist fiir 1<s<2 offenbar vorhanden und gestattet
die folgende komplexe Fourierentwickiung:

o]
(10) D(s,, 1) D(sy, | W)= 2 cals;)Ca(s5)e2m (O<u<l1);
n===- @
%) Fiir s =20 ist natiirlich der entsprechende Grenzwert zu verstehen: @ (0, u)=—1

%) Vgl z. B. [7], S. 116—1109.
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eine Reihe, welche — gemédf (2) — mit derjenigen in (6) (mit s, -} s, anstatt s)
identisch tibereinstimmen soll. Das liefert
(11) Cu($1)Cu(S2) = €u (511 52),

also eine bekannte Cauchysche Funktionalgleichung fir c.(s) (n=1,2,...)
mit 1<s;,5,<2.

Da ¢, (s) fiir s€(1, 2) auf Grund von (4) trivial stetzg ist, und ihr iden-
tisches Verschwinden ausgeschlossen wurde, ergibt sich als Losung

(12) cu(s) = e
mit einer beliebigen komplexen Konstanten A,.
3° Setzt man dies in (8) ein und beachtet die Bedingung (*), so be-

stimmt sich c¢,(s) eindeutigerweise:
(13) () = e Lmem ] Quzi)® (n=1,2,...),

wobei also der Hauptwert der Potenz zu verstehen ist.
Die gleichzeitige Beniitzung von (6), (9), (13) und der Hurwitzschen
Formel

(14) (s, zz)——2F(1—s)Z(2nyL)"’ 1sm(Zrz seu -+ ) M(s)>0; O<u=1)

liefert nun unmittelbar”)

(s, u)= Z' 2nzi)” e —

n=-0o

=2 >'(2na)cos (2/17511— ﬂ—z—s) — I'(s)"'¢(s, u)
n=l1

und zwar, wegen der Holomorphie von (s, #) nicht nur fir 1<s<2,
sondern auf der ganzen s-Ebene. Q. e. d.

3. Es sei noch erwdhnt, daff (1) und (2) fiir s=p (p=0,1,...) bzw.
flir $,=4,8,=u (4, u=1,2,...) mit den Formeln -

(16) B (1) == B, (u)

(17) | Bi(v) Bu(u—v)dv = B ()

(15)

} O<u<l)

dquivalent sind, wo B,(u) das Bernoullische Polynom p-ten Grades, B,(u)
die mit B,(u) in (0, 1) iibereinstimmende, nach 1 periodische Funktion be-
zeichnet.

7) Der Strich neben dem Summenzeichen in (15) bedeutet, wie iiblich, dafi man
das Glied mit n==0 iiberspringen soll.
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Wie man weif}, (16) und die Annahme

(18) | [Bwdv=0  (p=1,2,...)

determinieren vollstindig das System der Bernoullischen Polynome; der so-
eben bewiesene Satz ist als ein ,transzendentes“, passend erweitertes Gegen-
stiick dieser elementaren Tatsache anzusehen.
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