Uber die- orthogonalen Funktlonen. V ‘v
(Genaue Weylsche Multlpllkatorfolgen)

. Von KAROLY TANDOR] in Szeged

. 'Her‘(n_ ’ Préfeasor, G eor 5. A lexi g s zum 60. Geburt:tag gowidmet

Emleltung

Es sei {(p,.(x)} (n —1 2 ) em im lntervall [a, b] orthonormlertes Funk-
txonensystem und ‘ . I -

;l..(t)=f >

'dxe zugehbnge n-te Lebesguesche Funktnon KACZMARZ [1] hat den folgenden' '
. Satz bewiesen’ (siehe auch TANDORI [1]):

Ist L.,(t) =0@@) (a=t= b n=12,...) mit einer positiven, mono-
‘ton gegen Unendlich konvergzerenden Zahlenfolge {l(n)} s0 konverglert .die .
Orthogonaireihe '

D)
: n=1

fiir jede Koeffizientenfolge {ca) mit |

Z‘c,. (n) < =,

n=1 -

fast iiberall in [a, b]. , . L

Nach dem Satz von MENCHOFF {1} und RADEMACHER [1] ist dxeses Re-,.
sultat besonders im Falle.1(n)=0O(log’n) vom Interesse. .

Einen ahnlichen Satz hat Kaczmarz [2] auch fiir die Cesatosche Sum- :
mierbarkeit bewiesen (siehe auch TANDORI [1)- :

In dieser. Note werden wir beweisen, daB der oblge Satz mcht verbes- :

sert werden kann Es gllt ndmlich der folgende S

AL



2 . K. Tandori

Satz I. Es sei {(n)} eine positive, monoton gegen Unendlich konver-
gierende Zahlenfolge mit

M 4(n) = O (log? n).")
Dann existiert ein im Intervall [a, b] orthonormiertes Funktionensystem {®,(x)}
(n=1,2,...) mit den folgenden Eigenschaften : es gilt in |a, b]

b
2) JL_ZI Di(x) Du(t) |[dx = O (4(n)) (n=1,2,...)
und fiir jede positive Zahlenfolge {w(n)} mit
3 w(n) = o(i(n))
gibt es eine Koeffizientenfolge {a.} mit konvergentem
(4) - 2 anw(n),

n=1

und fast iiberall divergentem
(5) | gan D.(x).

Ein dhnlicher Satz kann auch fiir die Cesarosche Summierbarkeit bewiesen
werden ; den entsprechenden Satz werden wir aber nicht ausfiihrlich .behan-
~ deln. .

Die folgende Definition stammt von MENCHOFF [2]. Es sei {W(n)} eine
positive Zahlenfolge und {¢.(x)} ein im Intervall [a, 8] orthonormiertes Funk-
tionensystem. Die Folge {W(n)} wird die genaue Weylsche Multipiikatorfolge
fiir das System {@.(x)} genannt, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:
fiir jede Koeffizientenfolge {c.} mit konvergentem

> W)

n=1

konvergiert die Reihe
2 can(x)

fast tiberall, und fiir jéde’ positive Zahlenfolge {w(n)} mit w(n)=o(W(n))
gibt es eine Koeffizientenfolge {a,} mit konvergentem

| > awn,
fiir die die Reihe -

2 @, 9. (x)
fast iiberall divergiert. =

1) In dieser Arbeit wird der Logarithmus mit der Basis 2 verwendet.
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Auf Grund des erwidhnten Satzes von KaczmArz folgt leicht der fol-
gende

Satz I Es sei {i.(n)} eine positive, monoton gegen Unendlich konver-
gierende Zahlenfolge, fiir die die Bedingung (1). erfiillt wird. Dann gibt es
ein orthonormiertes Funktionensystem {®,.(x)}, fiir das dtese Folge {i(n)} die
genaue. Weylsche Multiplikatorfolge ist.

Dieser Satz ist eine Verschdrfung eines Satzes von A. A. TALALYAN [1].

§ 1. Hilfssitze

Zum Beweis unseres Satzes bendtigen wir einige Hilfssitze. -

Hilfssatz |. Es sei p(=2) eine natiirliche Zahl. Es kann ein im
Intervall O = x = 5 orthonormiertes System.von Treppenfunktionen®) {f.(p; x)}
(!I==1,...,2p) mit den folgenden  Eigenschaften angegeben werden: zu jedem
- Punkt x € [2, 3] gibt es eine von x abhiingige natiirliche Zahl m(x)(< p), so
dap die Funktionswerte fi(p; x), ..., form@ (D ; X) positiv sind und

(.1 LX)+ -+ fomw(P; ) = Al plogp
gilt, wo A eine von x und p unabhdngige, positive Zahl ist, weiterhin fiir
x€[0, 5]

w2 f

gilt wobei B(=1) eine vbn x und p unabhdngige, positive Zahl ist.

(p;x)fi(p;t)ldx=Blog2p (n=1,...,2p)

‘Abgesehen von der letzten Behayptung ist dieser Hilfssatz bekannt.
(KACZMARZ [3], siehe auch MENCHOFF [1] und TANDORI [2], Hilfssatz Il.)

Beweis von Hilfssatz I Es sei
\

g )= — xe["—“—l,ﬁ) (k=1,...,4p; I=1,...,2p).
, P p’p
k—p—I1
)
Dann ist .
- &2 1 1 '
Jﬁ (p; x)dx= — (I=1,...,2p),
; .. = (k——p——l—?) p

%) Eine Funktion in (a,b) heiBt eine Treppenfunktion, wenn (g, b) in endlich viele
Teilintervalle zerlegt werden kann, so daB die Funktion in jedem Teilintervall konstant ist.
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woraus folgt

’”

(1.3) —= f,(p x)dx<ip- (=1,...;2p),
wo A" und A” von p unabhangxge Zahlen sind. Wir setzen:

- [f(p DEmindx (=i '2p1<1<2p,_za&1)

Mit einfacher Rechnung_erglbt sich .
(.4) o = 25
(siehe KACZMARZ [3] oder TanDoRI [2], S. 66—67).
- Im Intervall [4,5) definieren wir die Funktionen. {fi(p; x)} (=1,
., 2p) folgenderweise. Wir teilen das Intervall [4, 5] in N= 2p(2p—l)
,paarwelse disjunkte Teilintervalle gleicher Linge, -die wir in irgendeiner
Relhenfolge durch '[; bezelchnen (1 =i=2p, 1=j=2p; i j). Es sei fiir .

I=1,...,2p :
| 7le"?"jl E fiir x€ h,;,
P )= ' '
5 . “L‘%Nlaul signa,; fir x¢€l,

0 - sonst.

-Die. so definierten Treppenfunktlonen { ﬁ(p x)} (I=1,. 2p) bllden'
- im lntervall [0, 5] offenbar ein orthogonales System Wir setzen

ffz (p; x)dx (1%1;...,2p

. : 0
Da _
1>. -1 ] 1 2p
Jf: (03 Vx5 Dl +5 S |l
“ist, so folgt nach (1 3).und (1.4) d1e Abschitzung :

. 1 1
1. - =1,...
( 5) A]p A»p (l ‘{ ’ zp)’

w0 A, und A; von p unabhingige positive Zahlen sind.
Wir nelimen die orthonormierten Funktionen

f:(p;x)=cllf:(p;x) - (=1,...,2p).

Rauli T4

=Gs—
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Auf Grund von (1.5) und der Definition von f.(p;x) last sich zeigen, daf

fiir diese Funktionen die Bedingung (1.1) erfiillt wird (siche KACZMARZ [3]
oder TANDORI [2], S. 67—68).

Wir werden noch (1.2) beweisen. Es sei n ein beliebiger Index

~(1=n=2p). Wir setzen
’ 4 ‘5
([
=1
. (1) 4

= Ri(t) + Ra(t).
Wir betrachten zuerst den Fall O<t<4 Dann gibt es einen Index
ky (1 =k, =4p) so, dab t¢ [ ta—1 /;') gilt. Nach der Defi‘nit'ion- von
fi(p; x) und auf Grund von (1.5) ist dann

(p; 0 fi(p; t)

(03 0)flp; ) dx—

k
4p ? n 1 1
RM)= j 5 ( 1 - |dx=
k=1 =1 L4
L PR———Y ——
- 2 2
4p> n 1
= A " : =
k=1i=1 (ko—p——l-— 7) (k——p——[— 7)
iz 1 n 1 1
< A1ﬂ2+A| —k Z -— 1 =
k=1 ' - 0| = |k D | — — —p—-l——
kK, t 2
L 1 i 1 1
= Alﬂ +A| Z +
k=1 ’k k | =1
" kk —p—l— k—p—I——
Daraus folgt mit einfacher Rechnung :
(1.7) Ri(f) = A; (log p)’,

-wo A, 'eine positive Konstante bezeichnet. Nach der Definition der Funktio-
nen fi(p;x) und auf Grund von (1.5) gilt in _diesem Falle

1

(1. 8) Rty Ap >

=1

J |fi(p; 0)|dx.
-
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Nach der Definition von fi(p; x) ist

flﬁ »3 X)Idx—Zn(h,J) [/ 5 Miast + Zw, )| 5 Ml 9

1 =
2p(2p )= -2p2 ’

4
(1.9) ilﬁ(p x)]dx = .
Daraus folgt nach (1. 8)

Hier ist aber u(l; ;)= N|e; ,| = 8 und so gilt

Ry(t) <A, log p,
wo A, eine positive Konstante bedeutet. Auf Grund von (1.6),(1.7) ergibt
sich, daB (1.2) fiir ¢ € [0, 4) mit B=max (1, A;+4 A,) besteht.
Es sei zweitens f€[4,5]. Dann ist f in einem und nur einem /; ; ent-
halten. Nach der Definition der Funktionen f,(p;t) ist aber

flpiy=0 fir 1=l=p, I+ 1],
und nach dem obigen gilt

Fipinl=2 1ipnl=2.
So gilt nach (1.5) . ‘

(2; ) f(p;t)|dx =2Ap Ulﬁ-(p;X) dx + f\f}(p; x)|dx; .

Nach der Definition von fi(p; x) ist fir [=1,...,2p

k L

I <A, logp
ey 7

“IMe

4 ) 4
flﬁ(p;,x>|dx=,§lf|ﬁ<p; Dldx=

P
Daraus foigt, nach (1.9) und (1. 10), dafi (1. 2) auch im Falle ¢ €[4, 5] besteht.
~ Damit haben wir Hilfssatz I vollstindig bewiesen.
Ist I={u, ] ein beliebiges Intervall, so definieren wir:

V5fz( ;
0

15
pi

xX—u . '
u) fiir u<x<uv,

o)

3) u(H) bezeichnet das Lebesgdesche' Mabl der Menge H.

f(p, I; x)=
(=1,...,2p) und
'F(1)=[

sofnst
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Dann ist 0 fiir

ir {5/,
(1.11) | Iffi(p’»“x)ﬁ(p’l;x)dx: w(l) fiir iij
@12 wEay =20

5

fidr ‘x€F(l) gibt es nach (1.1) eine von x abhdngige natiirliche Zahl
m(x) (< p) derart, daB die Funktionenwerte fi(p, /; X), ..., forme (D, I; X) posi-
tiv sind, die Ungleichung

(l' 13) A fl(p: 17 x)+ i +_ﬁlli-m(:r)(py.1; X) = VBA V;) ‘ng “
besteht und fiir x € {u, +]

(1.14) f

gilt.
Hilfssatz 1l. Es sei {y (x)} (n=0,1,...) das orthonormierte Haar-
sche Funktionensystem im Grundintervall [0, 1). Dann ist

(1. 15) f

0
iiberall in [0, 1].

Dieser Hilfssatz ist bekannt (siehe HaAr [1]).
Fiir ein beliebiges endliches Intervall /= {u, ¢] definieren wir

;fx(p, I;x)fi(p, ;1) |dx = u(I) Blog® p (n=1,...,2p)

dx =1 (s=0,1,..))

2 7,0 2,(0)

(i——lf) fir u<x< :
1, x) =32y =, v (n=0,1,...).
N 0 sonst
Offenbar ist ‘
: : 0 fur i/,
(1.16) . fx;(l;X)zi(l;x)dX= *

) u(l) fir i—j.

u

Aus (1.15) folgt, daB iiberall in / gilt:

(1.17) HZzn(/;x)zn(l;f) dx=u(l)  (s=0,1,...).
. n=0
/ . .
Hilfssatz . Es seien |N.j,{My} (N.=0,M, =2, Mi=2;k=
=0, 1,...) Zahlenfolgen von natiirlichen Zahlen mit N;--2M, = Ny
(k=1,2,...). Dann existiert ein im Grundinfervall [a, b} orthonormiertes
Funktionensystem von Treppenfunktionen ®,(x)y (n=1,2,...) und eine Folge
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von mefbaren Mengen Fi(S [a b)) (k=1,2,. ) derart, dap die folgenden
Bedingungen erfiillt sind : 4
die: Mengen F. (k=1,2,...) sind stochastisch unabhingig*) und es gilt

fir k=1,2,... _
(1.18) o ,L(Fk):b;“; .

~ fiir jedes x € F. gibt es eine von x abhdngige. natiirliche Zahl my(x)
(< M) derart, dap die Funktionswerte @y, 41(x), ..., Py iuom@)(X) gleiche
Vorzeichen haben und

(1.19) | Drir(®) + - + Prramyer ()| = C VM log My

gilt, wo C eine von k und x unabhdngige, positive Zahl ist;
- fir jedes.te [a,'b] und fiir jedes k (k=20,1,...) ist

(1;._20) f | 2, POPOdx=Dg M Nk 1 =N N,

 wo D(= l) eme von t und k unabhangtge, positive Zahl bedeutet.

Bewe_l_s von Hilfssatz IIl. Es seien

@, (x)—— —=1,...,N).

| v——""-*“"’ o0
Nach’ (1 16) bilden’ dlese Funktlonen in [a, b] ein orthonormiertes System
und nach (1. 17) ist.(1.20) fiir k=0 erfiilit.

' Da die Funktionen ®,(x) (1 =n=N,) Treppenfunktionen sind, so kann
das Intervall [a, b] -in endlich viele Teilintervalle /, (1 =o =r) derart zerlegt
werden, daB in den einzelnen Teilintervallen die Funktlonen D.(x) (1=n=N,))
konstant sind. Die zwei Hilften des Intervalls I, bezeichnen wir mit /5, I/

(1 <g<r) Wir wenden den Hxlfssatz I fiir die Zahl M,(=2) an. Wir setzen

@N,u(x —-————}Z‘fl(M,,I;,x) Z‘f;(Ml,lg,x)$ (I=1,...,2M)

undA - .
| u (F(!:» uF(1y)).

Da die Funktxonen cD,,(x) (1 <n<N1+2M1) Treppenfunkhonen sind, kann
das Intervall [d; b] in endlich viele Teilintervalle /, (1 <=o=r) zerlegt wer-

={ =

den, derart,daB in- den einzelnen Tenhn,t_ervallen die Funktionen '®,(x)

4) Betreffs dieser Deﬁnition. siehe Tanpori [2],S.69. -
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(1 <n<M+2M) konstant sind. Die zwei Halften des Intervalls I, bezelch—
nen wir mit 15, I (1=<e¢=7). Wir setzen

: ] _r - r - .
Dy soui (X) = =zl Z 2.t x)— ZX: (155 %)
=0, .., N Ne— 20, —1), ,

Auf Grund von (1.11) und (1. 16) kann gezeigt werden dab die Trep-
penfunktionen @,(x) (1=n=N,) in [a, b] ein orthonormiertes Funktionen-
system bilden. Nach (1.12) besteht (1.18) fir k=1. Ist x€F,, so folgt
nach (1.13), daB (1. 19) fir k=1 mit geeigneterweise gewdhltem m,(x) gilt,

mit C= 7 /5 A, wo A die im Hilfssatz 1 stehende Zahl ist. End‘iich nach

—a :
(1. 14) und (1.17) folgt, daB (1. 20) fir k=1 besteht, mit D-—ZB wo B -
die im Hilfssatz I stehende Zahl bedeutet.

' Es sei » = 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die:
Treppenfunktionen @,(x) (1=n=N,) und die Mengen F; (1=k=x=1)
schon definiert sind, derart, daB diese Funktionen in [a, b] ein orthonormier-
tes Funktionensystem bilden, diese Mengen stochastisch unabhingig smd,
~und (1.18), (1.19) und (1. 20) fir k=1, ..., x—1 -erfillt sind.

Dann kann das Intervall [a, b} in endhch viele Teilintervalle J, (1<o<s)
derart zerlegt werden, daB die Funktionen @.(x). (1=n=N,) in den einzel-
nen Teilintervallen konstant sind. Die zwei Halften des Intervalls J, bezeich-
nen wir mit Jg, Ji'(1 =0=s). Wir wenden den Hilfssatz I mit der Zahl
M. (=2) an. Wir setzen

_Vb—l;—a Z:f'(Mm/é;x) Zfz(Mmlg ,x) (1'=1.,...',2M,,)V

o=1

und
Fo= UUeUJR).

Da die Funktionen @, (x) (léné‘Nx—I—ZM,,) Treppenfunktionen sind, so
kann das Intervall [a, 8] in endlich viele Teilintervalle J, (1=<¢=5) derart
zerlegt werden, daB in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen @.(x)
(1=n=N, +2M) konstant sind. Die zwei Halften des Intervalis Jo bezeich-
nen wir mit f,, Ji (1=0=3). Wir setzen

/——— Z’I jorx) 271(1 ’x)é

=1

(=0, ..., Nyi—N. ,—2M,—1).

¢\ A2M 4+ 41 (X)
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Auf Grund von (1.11) und (1. 16) kann gezeigt werden, dal die Trep-
penfunktionen @,(x) (1=n= N,.1) in [a, b] ein orthonormiertes Funktionen-
system bilden. Nach (1.12) besteht (1. 18) fiir k==x. Es ist klar, daB die
Mengen Fi,..., F, stochastisch unabhingig sind. Ist x¢€ F,, so folgt nach
(1. 13), dab (1.19) fiir k== mit geeignet gewdhltem m.(x) und mit der
cbigen Konstante C gilt. Nach (1.14) und (1.17) folgt endlich, daB (1. 20)
fir k= » mit der obigen Konstante D besteht.

Mit vollstindiger Induktion ergibt sich ein Funktionensystem {®,(x)}
und eine Mengenfolge {F..}, fiir welche die Bedingungen des Hilfssatzes IiI
erfiilit sind.

§ 2. Beweis von Satz 1

Es sei {A(n)} (n=1,2,...) eine positive, monoton gegen Unendlich .
strebende Zahlenfolge, fiir die die Bedingung (1) erfiilit wird ; ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit kann Z(1)=2 angenommen werden. Dann sei M eine
positive Zahl, fiir die Z(n)=Mlog’n (n=2,3,...) gilt; wir kénnen M= 1
annehmen. Dann konnen eine im strengen Sinne monoton wachsende Index-
folge {7.} (»,=16) und eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge {i(n)} derart angegeben werden, daB die folgenden Bedingungen erfiillt
sind :

a) A(n)=A(n)=2i(n) (n=1,2,..),"

a) A(r.)= —‘,12—:{('1/,,,“) (m=12,..),

Q) FUr Vmsri—rm > 1 st A(we)=4i(r.) (m=1,2,...).

(Fiir die Konstruktion dieser Folgen siehe TANDORI [3], S. 174—175.)
Wir behaupten daB die Ungleichung

(2- 1) ' 'Vm#-l é 21)01
fiir unendlich viele m erfiillt wird. Im entgegengesetzten Fall gdbe es nam-
lich einen Index a derart, daB r,,,-,,<2 v, fiir m=20,1,... gilt. Dann wiére

nach (1) und a) '
(2.2) A (W) = 20 (P D)= 2MI0g! Fon = 2M (- log »,).

Nach b) ist aber
/(1/,,, =2 /(1/,)

was fiir geniigend groBes m (2.2) widerspricht.
Wir setzen N,==0 und ¢s sei N,,N,,..., Ny, ... eine wachsende un-
endliche Folge von solchen Indizes v.(= 16), fiir die (2. 1) erfiillt wird.
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Dann ist _

(2.3) ' . 2Mi=Nw = 1,2,...).

Nach a) und b) gilt weiterhin

(2 4) 1-+A(N)+-- +/(Nk)< 1 +/(N,)—|— +2(N,;)<2/(Nk)<4/(N;&‘)
(k=1,2,...).

Wir definieren eine Folge von natiirlichen Zahlen M, (k=0, 1,...)- fol-
- genderweise. Es sei My=2. Ist Ny =w,,, so gilt nach der Definition' von
Ni und auf Grund von (1) a), ¢) und '(2. 1):

(2.5) log? [ ]> 10g»——> — log Ne= 8M I(N)= 32M/(1’"”'+’) "32M/ (2Nk)

k=1,2,..). ([—%’5] ist der ganze Teil von ]—;}— Es sei M; die erste natur—

liche Zahl, fiir die die Bedingungen

Mk_>_2 2MkSNk, lOg IM);:32M

erfiillt sind. Nach (2 5) smd diese Bedmgungen nicht in Widerspruch. Dann
ist nach a)

(2.6) log* M=

I2N)  (k=1,2,..)

AN2M)  (k=1,2,..)

- 32M
und nach (2. 3) gilt
(2.7) Ni+2Mi = Niys (k==1,2,...).
' Wir werden noch beweisen, daB '
(2.8) ' log® M, = A(Ns) (k=1,2,..)
gilt. Im Falle 32MA(2N;,) =1 ist My=2 nach d¢r Definition, und so ist
dann (2. 8) richtig. Ist aber 32M/(2N")>1 so ist. M, > 2 und folglich
2 JR—
log? (M,—1) < 32M.((2N;,)

nach der Definition von N, und auf Grund von a) und c¢) gilt aber
log® M, = log? (My—1) + (log? M, — log? (M, —1)) <

1 - 1 - 15 1, .
< -3—2—7‘-'4/.(2Nk)+1 < W'{(l’mk“) = ml(‘l/mk) = m/.(Nk) < A(Nk)

Damit haben wir (2. 8) auch in diesem Falle bewiesen.
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Auf Grund von (2. T) kann Hilfssatz IIl auf die Folgen {N.)} und {M.}
angewendet werden. Das so erhaltene Funktionensystem bezeichnen wir mit
{@.(x)} (n=1,2,...); wir werden zeigen, daB dieses System die in Satz I
formulierten Eigenschaften besitzt.

Es sei N eine-beliebige natiirliche Zahl, etwa N, < N = N,:. Dann’ gnlt
nach (1.20), (2.4) und (2.8) iberall in [a, 5] -

N ) %-1! 4 N+t _
j N dt=2"|| > D.(x)D.(t)|dt+ -
n=— ] k=0 n=N;+1 . :

b N -
+J ’ _;l D.(x) (D,._(t)-| dt =D(1+log? M+ --- +log® M) =

- =D( +AN)+ -+ +A(N)) = 4DAN) = O (1) A(N).

Damit haben wir die im Satze formulierte Eigenschaft (2) bewiesen.
Nun sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung (3) erfiillt,
Mit vollstindiger Induktion kann aus . der Folge {N.!} eine Teilfolge {N. }

(»=1,2,...) ausgewahlt werden, fiir die d1e folgenden Bedmgungen erfullt
sind : .

SN, 2O =1 fr oasn,  w—1,2,..)

p+1 v i (n) .,,2

Wir definieren eine Folge {a,} (n=1, 2,...) folgendermaBen. Gibt es
‘zu n ein ¥ mit :

Ni

Ny, <n= N, +2M,, so sei "a,. ! r=12,..),

VM, log My,

sonst sei a,—0 gesetzt ‘Dann ist nach (2. 6)

"o \ a:Nk+2”k w(n) ]}(Nk +2M}r) © 1 )
Zanw(n)=z Z an;v(n) 22 ——W =64 Z — < oo,

n=I1 =1 n=. + (n) - p=1V

Fiir die Koeffizientenfolge {a,} ist also die Reihe (4) konvergent Es

bleibt zu beweisen, daB die mit diesen Koeffizienten gebildete Orthogonal-
~ reihe (5) fast iiberall divergiert. Nach Hilfssatz 11l gibt es fiir x¢ Fi, eine.
von x abhéngige natiirliche Zahl m (x) (< M), fiir die die Funktionswerte
D, 11 € Du, 120, +m, ((X) gleiche Vorzeichen haben und so nach (1: 19)

(2.9)
gilt.

(IN,,’;+1 @Nkv+l (x) +.ooo 4 aNky+Mkv+m'ky(;) ¢Nk,,+Mk,,+m e (x)| =C
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Ist x€ llm F,. , SO gnlt (2. 9) mit gee1 gneterwelse gewahlten m;; (x) fir.

unendlich vnele v; folghch ist die Reihe (5) im Punkt x dwergent Da aber dxe
Mengen Fi, (_1/—1 2,...) stochastisch unabhanglg smd und nach (1 18)

Z!‘(FA )_°°

ist, so folgt mit Anwendung des zwelten Borel—Cantelhschen Lemmas (siehe
z. B, FELLER [1] S. 155)

y(lim’ Fk )=b—a

 Also ist die orthogonale Reihe (5) in [a, b] fast iiberall dlvergent
Damxt haben wir unseren Satz vollstandlg bewiesen.
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