
Über die orthogonalen Funktionen. V 
(Genaue Weyische Multiplikatorfolgen) 

Von KÄROLY TANDÖRI in Szeged 

Herrn Professor. Georg Alexiis zum 60. Geburtstag'gewidmet 

Einleitung 

Es sei {«¡Pn ( * ) } ( « = 1 , 2 , . . . ) ein im Intervall [a, b] orthonörmiertes Funk-
tionensystem und 

Ln{t)= ffi;9>t(x)9>*(') 
J k—i 

dx 

die zugehörige N-te Lebesguesche Funktion. KACZMARZ [1] hat den folgenden 
Satz bewiesen (siehe auch TANDORI [ 1 ] ) : 

Ist Ln(t) = Ö(k(n)) (ä ^ / ^ b; n = 1,2,...) mit einer positiven, mono-
ton gegen Unendlich konvergierenden Zahlenfolge {¿(n)}, so konvergiert die 
Orthogonaireihe 

00 

Zcn<pjx) 
n = l 

fiir jede Koeffizientenfolge {c„} mit 
CO 

]£cll(n)< OO, 
n = l • 

fast überall in [a,b]. 
Nach dem Satz von MENCHOFF [ 1 ] und RADEMACHER [ 1 ] ist dieses Re-

sultat besonders im Falle /(n) = 0 (log2 n) vom Interesse. 
Einen ähnlichen Satz hat KACZMARZ [2] auch für die Ces&rösche Stim-

mierbarkeit bewiesen (siehe auch TANDORI [1 ] ) . 

In dieser Note werden wir beweisen, daß der obige Satz nicht verbes-
sert werden kann. Es gilt nämlich , der folgende 

A I 



2 K. Tandori: Divergenz der trigonometrischen Reihen 

S a t z I. Es sei {/.(«)} eine positive, monoton gegen Unendlich konver-
gierende Zahlenfolge mit 
( i ) ¿(/0 = 0 (log*/().i) 
Dann existiert ein im Intervall [a,b\ orthonormiertes Funktionensystem {Ö>„(x)} 
( / 2 = 1 , 2 , . . . ) mit den folgenden Eigenschaften •: es gilt in [a, b] 

(2) f | Z < P k ( * W ) J k = l 
dx=0(i(n)) (n = 1 , 2 , . , . ) 

und für jede positive Zahlenfolge {w(/i)} mit 
( 3 ) W(/I) = O ( * ( « ) ) 

gibt es eine Koeffizientenfolge {o„} mit konvergentem 

(4) £alw(n), 
n = l 

und fast überall divergentem 
03 

( 5 ) 

Ein ähnlicher Satz kann auch für die Cesärosche Summierbarkeit bewiesen 
werden; den entsprechenden Satz werden wir aber nicht ausführlich behan-
deln. 

Die folgende Definition stammt von MENCHOFF [2]. Es sei {№'(«)} eine 
positive Zahlenfolge und {<p,.(x)) ein im Intervall [a, bj orthonormiertes Funk-
tionensystem. Die Folge {W(n)} wird die genaue Weyische Multipiikatörfolge 
für das System {</>„(*)) genannt, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat: 
für jede Koeffizientenfolge {c„} mit konvergentem 

¿c2n W(n) 
n = l 

konvergiert die Reihe 
g> 

z w « n—l 
fast überall, und für jede positive Zahlenfolge {w(/0} mit w(n) — o(W(n)) 
gibt es eine Koeffizientenfolge {«„} mit konvergentem 

¿alW{n), 

für die die Reihe 
03 

^a„rpn{x) 
n = I 

fast überall divergiert. 

') In dieser Arbeit wird der Logarithmus mit der Basis 2 verwendet. 

\ 
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Auf Grund des erwähnten Satzes von KACZMARZ folgt leicht der fol-
gende 

S a t z II. Es sei {¿(/i)} eine positive, monoton gegen Unendlich konver-
gierende Zahlenfolge, für die die Bedingung (1) erfüllt wird. Dann gibt es 
ein orthonormiertes Funktionensystem (0„(x)}, für das diese Folge {/(«)} die 
genaue Weyische Multiplikatorfolge ist. 

Dieser Satz ist eine Verschärfung eines Satzes von A . A. TALALYAN [1] . 

§ 1 . H i l f s s ä t z e 

Zum Beweis unseres Satzes benötigen wir einige Hilfssätze. 

H i l f s s a t z I. Es sei 2) eine natürliche Zahl. Es kann ein im 
Intervall 0 G I S 5 orthonormiertes System von Treppenfunktionen2) {f(p; JC)} 
(l=\,.. .,2p) mit den folgenden Eigenschaften angegeben werden: zu jedem 
Punkt x £ [2, 3] gibt es eine von x abhängige natürliche Zahl m(x)(< p), so 
daß die Funktionswerte f (p;x),. .., (p; x) positiv sind und 

0-0 MP;x)+--• +fp+m(x)(p; x) ^ A Tp \ogp 
gilt, wo A eine von x und p unabhängige, positive Zahl ist, weiterhin für 

(1-2) (1 ¿Mp;x)Mp;t) 
J i=i 

dx^B log2 p (n = 1 , . . . , 2p) 
i t = i 

0 

gilt, wobei 1) eine von x und p unabhängige, positive Zahl ist. 
Abgesehen von der letzten Behauptung ist dieser Hilfssatz bekannt. 

(KACZMARZ [3] , siehe auch MENCHOFF [1] und TANDORI [2], Hilfssatz I I . ) 

B e w e i s v o n H i l f s s a t z I. Es sei 
\ 

/ * ( / > ; * ) = r - \ür 
k - P - i - \ 

(k = i,...,4p-, l<= 1 2p). 

Dann ist 
4 

4p 

- r^ p \ f2(p;x)dx = 2 - — ! — JL (1=1,...,2p), 
j k=i i | p 

[ k - p - l - Y j 

2) Eine Funktion in (a, b) heißt eine Treppenfunktion, wenn (a, b) in endlich viele 
Teilintervalle zerlegt werden kann, so daß die Funktion in jedem Teilintervall konstant ist. 
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woraus folgt 

<1.3) y (/ = 1 , . . 2 p ) , 

wo A' und A" von p unabhängige Zahlen sind. Wir setzen : 
4 • 

<nj = jl Mp-,x)Mp;x)dx (1 s / s 2p, i=j=j). 
6 

Mit einfacher Rechnung ergibt sich 

0 - 4 ) J r 

(siehe KACZMARZ [3] oder TANDORI [2], S. 66—67). 
Im Intervall (4,5] definierein wir die Funktionen {/¡(p;x)}"(/ = l , . . . 

. 2 p ) folgenderweise. Wir teilen das Intervall [4,5J in N=2p(2p—1) 
paarweise disjunkte Teilintervalle gleicher Länge, die wir in irgendeiner 
Reihenfolge durch'A.j bezeichnen ( l s / s 2 p , l=f=j)- Es sei für 
1=1,...,2p 

I 4 - ^ M für X t h j , 

0 

y N| ah j | sign c , j für x £ 4 , , 

sonst. 

Die so definierten Treppenfunktionen {/¡(p; x)} (/ = ! , . . . , 2p) bilden 
im Intervall [0, 5] offenbar ein orthogonales System. Wir setzen 

' • ' ' r 
c ? = J / ? ( p ; x ) d x —1 » • • • » 2p 

Da 

Jĵ  ¡ - 1 j 2p 

^ n=i ^ n=/+i 

ist, so folgt nach (1 .3) und (1 .4) die Abschätzung: 

(1 .5 ) 

wo Ai und i42 von p unabhängige positive Zahlen sind. 
Wir nehmen die orthonormierten Funktionen 

/ , ( p ; x ) = ^ - / , ( p ; x ) Ci (/ = 1, . . . , 2p). 
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Auf Grund von ( 1 . 5 ) und der Definition von fi(p;x) läßt sich zeigen, daß 
für diese Funktionen die Bedingung (1 .1 ) erfüllt wird (siehe KACZMARZ [3] 
oder TANDORI [2], S. 67—68). 

Wir werden noch ( 1 . 2 ) beweisen. Es sei n ein beliebiger Index 
(1 ^ n ^ 2p). Wir setzen 

(1.6) J 4 5 

2Mp;x)Mp;t) dx Zf<{p-,x)f,{p-t) dx = 

= Ri(t) + R2(t). 

Wir betrachten zuerst den Fall 0 ^ / < 4 . Dann gibt es einen Index 

K (1 ^ K 4p) so, daß 

ft(p~,x) und auf Grund von (1 .5 ) ist dann 

K 1 K gilt. Nach der Definition von 

4 ii r 
| 

*•=1 J 
1 

p 

" 1 
2 7 m c/ 

k'—P—1— y ) [k—p—l— y j 

d:cg 

4 p n 

k= 1 /=1 K—p—l — 
2 k—p—l— 

Ii 1 1 1 

K—p—l— y k—p—l—~ 

1 1 

K—p—l— 1 
k - p - l - T 

Daraus folgt mit einfacher Rechnung: 

0 - 7 ) R(t)^ A3 (logp)\ 

wo y43 eine positive Konstante bezeichnet. Nach der Definition der Funktio-
nen fi(p;x) und auf Grund von (1 .5 ) gilt in diesem Falle 

( 1 . 8 ) 
1 

K—p—l—-
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Nach der Definition von fi(p~,x) ist 
5 

\\Up-,x)\dx = tKl<,i 
J j=1 
4 M l 

2 P 

Hier ist aber t*(Ii,}) 
1 

¿- j= 1 

1 

y W K ; | . S ) 

( 1 . 9 ) 

2p(2p — \)~ 2p 
5 

= , ¿ 8 und so gilt 

4 
P 

Daraus folgt nach ( 1 . 8 ) 
/?»(/) ^ ^ log />, 

wo -44 eine positive Konstante bedeutet. Auf Grund von (1 .6) , ( 1 . 7 ) ergibt 
sich, daß ( 1 . 2 ) für / € [ 0 , 4 ) mit B= max (1, A3 + A4) besteht. 

Es sei zweitens / ^ [4,5]. Dann ist t in einem und nur einem Ii:j ent-
halten. Nach der Definition der Funktionen fi(p;t) ist aber 

f,(p;t) = 0 für 1 = g / s p , /=£/, /=£/, 
und nach dem obigen gilt 

|/7(p;/)|s2, \fj(p;t)\^2. 
So gilt nach ( 1 . 5 ) 

5 5 5 

(1 .10 ) \\2fi{p;x)fi(p-,t)dx?k2Axp^\fi(p-,x) dx + j\fj(p;x)\ilx\. 
0 0 O 

Nach der Definition von fi(p;x) ist für l—\,...,2p 

{\Mp;x)\dx=Z [\MPVx)\dx = ] - Z J k= 1. J P fr=l 
k-l 

'og P 

Daraus folgt, nach (1. 9) und (1. 10), daß (1. 2) auch im Falle t £ [4, 5] besteht. 
Damit haben wir Hilfssatz I vollständig bewiesen. 
Ist /=[«,?•] ein beliebiges Intervall, so definieren wir: 

Mp,I-,x)•• Z T S ) F Ü R U < X < V > 

</ = 1, ...,2p) und 
0 sonst 

F(l) -[ 
-V — U , „ V — u 
2 — = — + 3—h \-u\. 

3) ft(H) bezeichnet das Lebesguesche Maß der Menge H. 
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Dann ist 

( 1 . 1 1 ) 

(1.12) 

\fi(p, / ; x)fj(p, /; x)dx = J 0 
für i=f=j, 

(/) für /=/• 

/ t (F( / ) ) = 

für x£F(l) gibt es nach (1.1) eine von x abhängige natürliche Zahl 
m(x) ( < /?) derart, daß die Funktionenwerte /,(/?, /; x),.. .,flH.m^) (p, / ; x) posi-
tiv sind, die Ungleichung 

(1.13) A(p,I-,x)+---+fM(p,I-,x)^Y5AY^\ogp 

besteht und für x £ [u, r] 

( 1 - 1 4 ) F £ Mp,I;x)Mp,/;t) 
J ¡=i 

gilt. 

</X^,«(/)ßl0g2/7 (/1=1, . . . ,2/7) 

H i 1 f s s a t z II. Es sei {%n(x)} (n = 0, 1, . . . ) das orthonormierte Haar-
sche Funktionensystem im Grundintervall [0,1]. Dann ist 

i 

( 1 . 1 5 ) [ ¿z„(x)zn(0 
J n = 0 

dx^\ (s = 0 , 1 , . . . ) 

überall in [0, 1]. 
Dieser Hilfssatz ist bekannt (siehe HAAR [1]) . 
Für ein beliebiges endliches Intervall I = \ a , c ) definieren wir 

r „ (/ : * )J für u <x<v 

sonst 
Offenbar ist 

(1.16) für i=j=j, 
//(/) für i=j. 

Aus (1. 15) folgt, daß überall in / gilt: 

(1.17) f ¿xM;x)Xn(I;t) J n=0 
d x ^ H ( l ) (5 = 0 , 1 , . . . ) . 

H i l f s s a t z III. Es seien \Nk), ¡Af*} (Nu = 0,M„ = 2,Mt^2;k = 
= 0, 1, . . .) Zahlenfolgen von natürlichen Zahlen mit Nt-\-2Mh'^Nk~\ 
(k =1,2,...). Dann existiert ein im Grundintervall f«, />] orthonormiertes 
Funktionensystem von Treppenfunktionen <#«(*) ( « = 1 , 2 , . . . ) und eine Folge 
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dx^D log2 Mk (Nk + Nk+1), 

von meßbaren Mengen Fk(^[a, ft]) ( ¿ = 1 , 2 , . ..) derart, daß die folgenden 
Bedingungen erfällt sind: 

die Mengen Fk (k—\,2,...) sind stochastisch unabhängig4) und es gilt 
f ü r k = 1 , 2 , . . . 

• 0 - 1 8 ) = 

für jedes x £ Fk gibt es eine von x abhängige natürliche Zahl mk(x) 
(< Mk) derart, daß die Funktionswerte @Nl.+i(x),..., &Nk+uk+mk(x)(x) gleiche 
Vorzeichen haben und 
(1 .19) 10 N k + l (x ) + • • • + 0y,c+^+„lfc(,)(x)| log Mk 

gilt, wo C eine von k und x unabhängige, positive Zahl ist; 
für jedes t £ [a,b] und für jedes k (k = 0, 1 , . . . ) ist 

b 

(1.20) f| f 0n(x)0n(t) 
J \ n=Nk+l 

-.A 

wo £>(^1) eine von t und k unabhängige, positive Zahl bedeutet. 

B e w e i s v o n H i l f s s a t z III. Es seien 

0n(x) = -r=L=Xn.l([a,b];x) (/2 = 1 , . . . , ^ ) . 
<j b—a 

Nach (1 .16) bilden diese Funktionen in [a, b\ ein orthonormiertes System 
und nach (1 .17) ist (1 ,20 ) für k=0 erfüllt. 

Da die Funktionen 0 „ (x) (1 ^ n s Nx) Treppenfunktionen sind, so kann 
das Intervall [a, b\ in endlich viele Teilintervalle IQ (1 s p s r ) derart zerlegt 
werden, daß in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen 0n(x) ( l s n ^ J V , ) 
konstant sind. Die zwei Hälften des Intervalls Ie bezeichnen wir mit 
(1 g p g r ) . Wir wenden den Hilfssatz I für die Zahl Aii (i= 2) an. Wir setzen 

^1+i(x) = -7=L=S ¿MMl, n;x)^^f,(Ml,I'g';x) \ (/= 1,,.., 2M1) 
yb—a ( • j 

und 

Da die Funktionen (P„(x) (1 ^ n ^ N i + 2 M i ) Treppenfunktionen sind, kann 
das Intervall [a,6] in endlich viele Teilintervalle IQ ( l g p i r ) zerlegt wer-
den, derart, daß in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen 0n(x) 

*) Betreffs dieser Definition siehe TANDORI [2|, S. 69. 
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(1 ^n ^ Nl + 2Mi) konstant sind. Die zwei Hälften des Intervalls Ie bezeich-
nen wir mit 7p,-7p Wir setzen 

«W2jfl+M-i (X) = 7J=L= 2 Xl (7;; x) — j?Xl (7p ; x) 
yb—a ¿S 

( / = 0 , . . N 2 — N x — 2 M 1 — 1 ) . 

Auf Grund von (1.11) und (1.16) kann gezeigt werden, daß die Trep-
penfunktionen &„(x) (1 in [a,b] ein orthonormiertes Funktionen-
system bilden. Nach (1.12) besteht (1 .18) für Ar=l . Ist x£Fu so folgt 
nach (1.13), daß (1.19) für k= 1 mit geeigneterweise gewähltem m^(x) gilt, 

1/5 
mit C = . = A, wo A die im Hilfssatz I stehende Zahl ist. Endlich, nach 

l / 6 — o 
(1 .14) und (1. 17) folgt, daß (1.20) für k=\ besteht, mit fl = 2 5 , wo B 
die im Hilfssatz I stehende Zahl bedeutet. 

Es sei eine beliebige natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß die 
Treppenfunktionen &n(x) (1 und die Mengen Fk (1 ^k^x—l} 
schon definiert sind, derart, daß diese Funktionen in [a, b] ein orthonormier-
tes Funktionensystem bilden, diese Mengen stochastisch unabhängig sind, 
lind (1.18), (1.19) und (1 .20) für k=\,. ,.,x—1 erfüllt sind. 

Dann kann das Intervall [a, b\ in endlich viele Teilintervalle JQ (l^o^s) 
derart zerlegt werden, daß die Funktionen <ßn(x) (1 in den einzel-
nen Teilintervallen konstant sind. Die zwei Hälften des Intervalls JQ bezeich-
nen wir mit J'e,J'Q'(\ ^ o ^ s ) . Wir wenden den Hilfssatz I mit der Zahl 
Mx ( ^ 2 ) an. Wir setzen 

0Nx+, (x) = J=L= j ¿ f , (Mx, J'$; x)- ¿ f i (Mx, y ? " ; x) j ( / = 1 , . . . , 2MX) 

und 

!>= 1 

Da die Funktionen &H(x) (1 ^n ^NX + 2MX) Treppenfunktionen sind, so 
kann das Intervall [a, b] in endlich viele Teilintervalle JQ (1 ^ p ^s) derart 
zerlegt werden, daß in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen &n(x) 
(1 ^ n ^ N x + 2Mx) konstant sind. Die zwei Hälften des Intervalls J9 bezeich-
nen wir mit J'q,Jq ( l ^ p < s ) . Wir setzen 

( X ) = j ¿ y j f o l X) j 

(/ = 0 , . . . , N x + i — Nx—2MX—1). 
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Auf Grund von (1.11) und (1. 16) kann gezeigt werden, daß die Trep-
penfunktionen <P„(x) (1 s / i s A^i) in [a, b] ein orthonormiertes Funktionen-
system bilden. Nach (1. 12) besteht (1. 18) für k = y.. Es ist klar, daß die 
Mengen F\,...,F* stochastisch unabhängig sind. Ist x£Fx, so folgt nach 
(1. 13), daß (1.19) für k = x mit geeignet gewähltem mx(x) und mit der 
obigen Konstante C gilt. Nach (1. 14) und (1.17) folgt endlich, daß (1 .20) 
für k = y. mit der obigen Konstante D besteht. 

Mit vollständiger Induktion ergibt sich ein Funktionensystem {@„(x) } 
und eine Mengenfolge {Fm\, für welche die Bedingungen des Hilfssatzes III 
erfüllt sind. 

§ 2. Beweis von Satz I 

Es sei {A(«)} ( / 1 = 1 , 2 , . . . ) eine positive, monoton gegen Unendlich, 
strebende Zahlenfolge, für die die Bedingung (1) erfüllt wird ; ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit kann /.(1) ^ 2 angenommen werden. Dann sei M eine 
positive Zahl, für die log-/? (/¡ = 2 , 3 , . . . ) gilt; wir können M ^ l 
annehmen. Dann können eine im strengen Sinne monoton wachsende Index-
folge { /'„.} (v, ^ 1 6 ) und eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlen-
folge {/(n)} derart angegeben werden, daß die folgenden Bedingungen erfüllt 
sind: 

a) l{n)^l{n)^2?.{n) (« = 1 ,2 , . . . ) , • 

a) l(vw) s -i-Ä(•»-„,+,) ( / « = 1 , 2 , . . . ) , 

c) für vw+i —1'„, > 1 ist / . ( v i ) i 4 / . ( r „ ) (m = 1, 2 , . . . ) . 

(Für die Konstruktion dieser Folgen siehe TANDORI [3 ] , S . 1 7 4 — 1 7 5 . ) 

Wir behaupten daß die Ungleichung 

(2.1) r , , , ^ 2vm 

für unendlich viele m erfüllt wird. Im entgegengesetzten Fall gäbe es näm-
lich einen Index a derart, daß vmM,<2'"v„ für m — 0, 1 , . . . gilt. Dann wäre 
nach (1) und a) 

(2. 2) ¿(7'„,+„) g 2/.(?'„.-:„) - 2MlogJ r,(1+„ - 2M (rn -j- log v0f. 

Nach b) ist aber 

was für genügend großes rn (2. 2) widerspricht. 
Wir setzen N,.^ Ö und es sei A:,,A'2 Nk,..: eine wachsende un-

endliche Folge von solchcn Indizes 16), für die (2. 1) erfüllt wird. 
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Dann ist 

(2.3) 2 Nk^Nk+1 (k — 1, 2,...). 
Nach a) und b) gilt weiterhin 

(2 .4 ) 
( * = 1 , 2 , . . . ) . j 

Wir definieren eine Folge von natürlichen Zahlen Mk ( k = 0, 1 , . . . ) fol-
genderweise. Es sei M0 — 2. Ist Nk = Vmk, so gilt nach der Definition von 
Nk und auf Grund von (1), a), c) und (2. 1): 

(2. 5) l o g { f ] > log2 log2 ¿0V>) ̂  ¿ / W O ^ ¿ ¡ ¿ ( W ) 

(k= 1 , 2 , . . . ) . ^ der ganze Teil von ~ J. Es sei Mk die erste natür-

liche Zahl, für die die Bedingungen 

Mk ¡ 2 2 , 2 Mk^Nk, \og2 Mk^^^Nk) ( / f = 1 , 2 , . . . ) 

erfüllt sind. Nach (2. 5) sind diese Bedingungen nicht in Widerspruch. Dann 
ist nach a) 

( 2 . 6 ) ] o g * M k ^ ^ j / . ( N k + 2 M k ) ( k — 1, 2 , . . . ) 

und nach (2 .3) gilt 

(2 .7 ) Nk + 2Mk^Nk+ , ( £ = 1 , 2 , . . . ) . 

Wir werden noch beweisen, daß 

(2 .8) log (Ar = 1 , 2 , . . . ) 

gilt. Im Falle ^ l ist Mk = 2 nach d^r Definition, und so ist 

dann (2. 8) richtig. Ist aber ^-^/.(2TV*)> 1, so ist Mk > 2 und folglich 

l o g 2 ( A i * - l ) < 3 ^ ( 2 M ) ; 

nach der Definition von Nk und auf Grund von a) und c) gilt aber 

log2 Mk = log2 (Mk - 1 ) + (log2 Mk — log' (Mk—1)) < 

< 3m7-(2Nk) + ] < WM*0'"^-TM1^ = j M ^ N k ) < N k ) • 

Damit haben wir (2. 8) auch in diesem Falle bewiesen. 
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Auf Qrund von (2. 7) kann Hilfssatz III auf die Folgen {Nk} und {Mk} 
angewendet werden. Das so erhaltene Funktionensystem bezeichnen wir mit 
{<l>„(x)} (n = l , 2 , . . . ) ; wir werden zeigen, daß dieses System die in Satz I 
formulierten Eigenschaften besitzt. 

Es sei TV eine beliebige natürliche Zahl, etwa Nx < N s Nx+i. Dann gilt 
nach (1.20), (2 .4) und (2. 8) überall in [a, b\ 

f |i>-(*)*»(0 dt f 
J n = l i = 0 J 

N... k+l 
Z ®»(x)®n(t) n=Nk+l 

dt -p 

+ J 
N 

E n=Nx+l 
£ 0„(x)0n(t) dt s D (1 + log2 Mx + • • • + log2 Mx) s 

=i £>(1 + l(Nx)+ • • • + X(NK)) s 4m(Nx) = 0(l)?.(N). 

Damit haben wir die im Satze formulierte Eigenschaft (2) bewiesen. 
Nun sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge, die die Bedingung (3) erfüllt. 

Mit vollständiger Induktion kann aus der Folge {Nk} eine Teilfolge {M, , } 
(•»'== 1, 2 , . . . ) ausgewählt werden, für die die folgenden Bedingungen erfüllt 
sind: 

= f ü r n > N k * (•" — 1,2,...). 

Wir definieren eine Folge {o,,} (n = 1, 2 , . . . ) folgendermaßen. Gibt es 
zu n ein v mit 

1 Nkv<n s Nky + 2Mky, so sei an •- ( r = 1, 2 , . . . ) , 
VM^,\ogMkv 

sonst sei a„ = 0 gesetzt. Dann ist nach ( 2 . 6 ) 

V 2 / X • « J / ^ W ( " ) V 1 V 1 

„=i r=i 11=^+1 /-\ji) r = i v iog mkv v = i v-

Für die Koeffizientenfölge {a,,} ist also die Reihe (4) konvergent. Es 
bleibt zu beweisen, daß die mit diesen Koeffizienten gebildete Orthogonal-
reihe (5) fast überall divergiert. Nach Hilfssatz 111 gibt es für x £ Fkv eine 
von x abhängige natürliche Zahl mkv(x) (< MkJ, für die die Funktionswerte 
0xk n(x),..., 0Nkv+Mkv+mhv(*)(x) gleiche Vorzeichen haben und so nach (1: 19) 

(2-9) |aN k+10N k y + i (x) + • • • + Vn^m^^ 

gilt. 
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Ist x ^ I i m / ^ , s o gi l t ( 2 . 9 ) m i t g e e i g n e t e r w e i s e g e w ä h l t e n mkv(x) -für 

u n e n d l i c h v ie le v; fo lg l i ch is t d i e R e i h e ( 5 ) im P u n k t x d i v e r g e n t . D a a b e r d i e 
M e n g e n Fky (v = 1, 2 , . . . ) s t o c h a s t i s c h u n a b h ä n g i g s ind u n d n a c h ( 1 . 1 8 ) 

ist , s o fo lgt m i t A n w e n d u n g d e s zwei ten B o r e l — C a n t e l l i s c h e n L e m m a s ( s i e h e 
z. B . FELLER [ 1 ] , S . 1 5 5 ) : 

i t ( l i m Fkv) = b—a. 

A l s o "ist d i e o r t h o g o n a l e R e i h e ( 5 ) in [a,b\ f as t ü b e r a l l d ivergent . 
D a m i t h a b e n w i r u n s e r e n S a t z v o l l s t ä n d i g b e w i e s e n . 
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