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Uber die orthogonalen Funktionen. VI
(Eine genaue Bedingung fiir die starke Summation)

Von KAROLY TANDORI in Szeged.

Einleitung

Es sei {g,(x)} (#¥=1,2,...) ein im Intervall [q, b] orthonormieftes
Funktionensystem und {c,} (v=1,2,...) eine reelle Zahlenfolge mit

Zcf, < oo,
. p=1
Wir befrachten die Reihe
v—gl cv?v(x);

ihre n-te Partialsumme bezeichnen wir mit s.(x).
Es sei weiterhin {7.} eine Indexfolge: (1=)¥,<m< -+ <Va< -+,
Wir betrachten die Foige

Sv,(x) + ot + Svn(x)

o.({7}; x)= - (n=1,2,...).

In einer vorigen Mitteilung haben wir eine hinreichende Bedingung dafiir
angegeben, daB die Folge {a.({»}; x)} fiir jede Indexfolge {v.} fast iiberall
konvergiert, namlich die Bedingung 3’3 logv < oo (TaNDORI [1], Satz IIf).

In der vorliegenden Note werden wir dieses Resultat wesentlich verscharfen.
‘Wir werden ndmlich den folgenden Satz beweisen.’

Satz. Ist
/(1) D c2(log log %) < oo,
v=2
so gibt es eine quadratisch integrierbare Funktion f(x) derart, daf
1. )
N 250, (D —F ()P =0
fiir jede Indexfolge {v.} in {a, b] fast iiberall gilt.
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Fiir die Indexfolge ».—n (n=1,2,...) hat diesen Satz BORGEN [1]
bewiesen und in diesem Falle folgt dieser Satz aus den Resultaten von
KaczMARz [1] bzw. MENCHOFF [1] und ZYGMUND [1].

Wegen _

S (X)+ - Fsy(x) (8, () —F (X)) + -+ +(Svy(x) —F(x))|

= V% 3 15—

ist unter der Bedingung (1) die Folge {0,({v}; x)} fiir jede Indexfolge {v.} in
la, b) fast iiberall konvergent. Fiir die Indexfolge »—n (n=1,2,...) haben
dieses Resultat Kaczmarz [1] und MENCHOFF [1] unabhingig vonemander
bekommen.

Unsere Bedingung kann nicht mehr verfeinert werden. (Siehe z.B.
Kaczmarz [1], MENCHOFF [1] und TANDORI [2].)

§ 1. Hilfssiitze

Zum Beweis unseres Satzes bendtigen wir einige Hilfssitze.
Hilfssatz l. Fiir die Konvergenz fast iiberall der Folge {c.({v}; x)}
ist notwendig und hinreichend, daf die Folge {sy2ﬂ(x)} fast iiberall konvergiert').
Beweis. Wir haben bewiesen (TANDORI [1], S. 21), daB
S () — O ({#}; 1) — 0
fast uberall gilt, was die Notwendigkeit der Bedingung bedeutet.

Um die Hinldnglichkeit dér Bedingung zu beweisen, betrachten wir die
folgende Abschétzung:

é(n + l)f[0n+l ({v}; x)— 0. ({2}; OPdx=

=.§(n+l) j [ Mk(%———l—) 3 cv¢v<x)+,h[1 3 c,,go,(X)Je

k=1 n-1 v=w+l v=v_+1
© n Yi+l
S| [
=m\nP(n+1)i= v=vk+l -

1’I:~l-l

éZIr cy( )§2ZCE<
n=k’l =1 .

k=1 v=yp+1

) Dieser Hilfssatz ist fiir v,—=n (n=1,2,...) bekannt (siche KoLmogororr [1] und
Kaczmarz und Steinuauvs [1], S. 190). : ‘



16 : K Tandori
Mit. Anwendung des -Satzes von LEvVI ergnbt sich daraus dab dle Relhe

Z("+1)(0n+1({"'} x)—an({v} x))*

“fast’ ﬁberall konvergiert.
' Es sei 2" <n< 2”'*1 Dann gilt auf Grund der- oblgen Relatiorien

.IG»({’V};'X)—%m({W}"x)I—— ng' (G ({#}; ) —0u({}; x))
n-1 1

z e+ Dor () — () r 3 +,1' =

= Z (k+1) (O ({”}- x)—ox({v}; x)y—0

k=9"m .
fast tiberall. Da die Folge {02,,.({1/} x)} nach den obigen fast iiberall konver-- .
giert, so folgt daraus die' Behauptung.

Hilfssatz 1. Fir die Konvergenz fast iiberall der FoIge {a,.({v} x)}.
zu einer Funktion f(x) ist nolwendzng und hinreichend, daﬁ

. . -ﬁgl[s,ﬂo:) —fF—0
Sfast iiberall gilt?) > :
- Beweis. Nach der Abschatzung

V levk(x)—f(x)lf

Jow((9}; x)—f(X)I—[ LS n—r)| =

' 'Jst die Hinldnglichkeit der- Bedmgung klar.

' Um die Notwendigkeit der Bedingung zu beweisen, defnmeren wir die
Indexfolge {u,}: fir 2" = n < 2™ (m 0,1,...) sei = Vym. Es gllt die
Abschatzung - -

.1y Z(s,,,(x) —fp = —Z(sv"(x) — e P+ 37 Z[sy,.(x)—f(x)P
N

: Da nach Hxlfssatz I 8, (x) = f(x) (n— o) fast ‘tiberall “gilt, so konvergiert
" das zweite Gliéd fast tiberall gegen 0. Mit einfacher Rech"nung bekommen wir:

@ Cw gmil
Z‘;‘,- J a0~ %(x)]ﬂax—z S GGt td)=
=1 n-—2"'+1
. . gm+1 1 P
= Z gttt ) 2 —= 2y
m=0 A »n__2m+l =1

2) Di_eser Hi‘lfssa‘tz ist filr v,=n (n= 1,2,'...) bekannt (Zvamunp [1]).
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Daraus folgt ‘auf Grund des Satzes von LEvi, daB die Reihe

2[5 — 5, (F

fast iiberall konvergiert. Mit Anwendung des Kroneckerschen Hilfssatzes
(siehe z. B. ZYGMUND [2], S. 255) ergibt sich, daB

5 2 [51, )=S0, (I 0

fast iiberall gilt. Daraus folgt die Behauptung auf Grund von (1. 1.

Hilfssatz lll. Es sei {fi(x)} (k=1,...,p) ein im Intervall [a, b] or-
thogonales Funktionensystem, es sei weiterhin

aﬁ=Jf,‘2(x)dx (k=1 ...,p).

Dann gibt es eine nicht-negative Fuﬁktion d(x) derart, daf
[fi(x)+ - +i(x)] = 6(x) (I=1...,p)

in [a, b] iiberall besteht und die Abschitzung

, :

. P

[ #(0dx = Mitog (p+ 1) 2 af

o k=1
gilt, wo M eine positive Konstante ist®).

Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe z. B. KACZMARZ—STEINHAUS [1],
S. 162.)

§ 2. Beweis des Satzes

Nach Sitzen von Kaczmarz [1} bzw. MENCHOFF [1] und KOLMOGOROFF
[1] konvergiert untér der Bedingung (1) die Folge {s,.(x)} fast iiberall gegen
eine quadratisch-integrierbare Funktion f(x). Es sei m(= 2) eine beliebige,
natiirliche Zahl, fiir die die Menge der natiirlichen Zahlen n mit 2" < »,, < om!
nicht leer ist, sie modge aus den Zahlen n mit n,(m) = n = n,(m) beste-

hen. Mit Anwendung des Hilfssatzes Il auf die Funktionen
fi(x) = s,.:mlo")(x)—sz,,.(x), f._»(x)=s,,,znl(mm(x)—s,.z-nl(m)(x), cee

L f"a(’")“”:(‘”)':" (x) == S"Qng(m) (x)—s"gn,(:u)— 1 (x)

3) In dieser Arbeit wird der Logarithmus mit der Basis 2 verwendet.

A2
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erhalten wir eine nichtnegative Funktion d,.(x), fiir die im Falle 2" <»,, <2""
#-ny(m3+1l

@) 51,0 ()— 5 ()] =] 2 S
in [a, b} tiberall gilt und

=0n(x)

)m+l

fe2 (x)dx<M(log(m(m)—n,(m)u»‘ > d

=241
ist. Es ist klar, daB n,(m)—n,(m)+ 1= m besteht und so ist
gm+l gm+l
(log (m(m)—m(m)+2) 2 z=2 > cl(loglog»).
r=2M4] y=2M1)
Daraus folgt nach der Annahme, dafB
© b
> J. 0% (X)dx < oo
) m=2
ist, und so konvergiert die Reihe
2, On(x)
m=2

m+1

fast uberall Daraus folgt nach (2. 1), daB fir 2" <, <2 und m— oo

fast tiberall gtlt.
zn(x) Sym(x) — 0.

Also konvergiert s, (x) fast iiberall in [q, b] gegen eine Funktnon f(x). Nach

Hilfssatz I folgt daraus 0.({v}; x) — f(x) fast tiberall in {a, b]. Mit Anwendung
des Hilfssatzes Il ergibt sich endlich die Behauptung.
Damit haben wir unseren Satz vollstindig bewiesen.
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