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Uber die orthogonalen Funktionen. VII
(Approximationssiitze)

Von KAROLY TANDORI in Szeged

Einleitung

Es sei {g:(x)} (k=1, 2,...) ein im Intervall [a, b] orthonormiertes, reell-
wertiges Funktionensystem und es sei {c.} (k==1,2,...) eine reelle Koeffizien-
tenfolge; in folgendem werden wir immer annehmen, daB {¢.}¢/® ist. Wir
betrachten die Orthogonalreihe :

M 3 et

Nach dem Riesz—Fischerschen Satz konvergieren die Partialsummen s, (x)

dieser Reihe im Mittel gegen eine quadratisch-integrierbare Funktion f(x)

f(x) ist also durch die Reihe (1) bis auf eine Nullmenge bestimmt.
Neuerdings hat J. MEDER') den folgenden Satz bewiesen.

Besteht die Ungleichung

fee)
Dilogt k< oo
k=1
mit einem s, 0<e&<l1, so gilt

() —f(x) =0 ( m‘_n)

fast iiberall, wo o.(x) die n-te (C,1)-Mittel der Reihe (1) bezeichnet.

In dieser Note werden wir dieses Resultat verallgemeinern. Zuerst ver-
abreden wir die folgende Bezeichnung: ist {f.(x)} eine in [a, b] definierte
Funktionenfolge und {4(n)} eine positive Zahlenfolge, so soll

Hfast uberall fa (x) =0 ( 7 (n))

1) J. Meper, On the estimation of Cesaro means of orthonormal series, Annales
Polonici Mathematici, 4+ (1957—58), 183—200.
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bedeuten, daB a) fast iiberall 1(n)f.(x)—0 gilt und b) eine positive, von der
Folge {f.(x)} abhidngige Funktion F(x)€ L*[a, b] existiett, fiir die 1(n)|f.(x)' =
=F(x) (n=1,2,...;a=x=0b) gilt.

Mit dieser Bezelchnung kénnen unsere Sitze folgenderweise ausgespro—
chen werden:

Satz 1. Essei {i(n)} eine pdsitive, monoton gegen Unendlich wachsende
Zahlenfolge. Ist

18

) | (log kY i (k)< o<,

so gilt fast iiberall
5201 @) =0 75 .

Satz Il.. -Es sei {i(n)} eine positive, monoton gegen Unendlich wach-
sende Zahlenfolge, fiir die die Bedingung :

3) M) =ci(n) (n=1,2,..))
erfiillt wird, wo c eine positive Konstante ist. Ist
4 2 ci(log log k) 22(k) < o<,

k=2 )

so gilt fast iiberall

{1
o) —10=0 705
Es ist klar, daB Satz II den Satz von ]. MEDER enthilt.

§ 1. Beweis von Satz I

Aus (2) folgt nach einem bekannten Satz (s.z.B. G.H. HARDY—]. E.
LITTLEWOOD— Q. POLYA, = Inequalities (Cambridge, 1934), 120—121), daB
eine positive, monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge {u(n)} gibt
fir die die Bedingungen

(1.1) o - A(n)=o(u(n)),

Z‘ck(log Ry w2 (k) < o |
erfiillt sind. D1e n-te Partiellensumme der Orthogonalrelhe
(1.2) | 2 e ()9 (%)

bezeichnen wir mit éz(x) Nach dem Satz von D. MENCHOFF und H RADE-
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MACHER konvergiert die Reihe (1.2) fast tiberali und es gibt eine quadratisch-
integrierbare Funktion G(x) derart, daB
(1.3) isn(x)| = G(x) (n=1,2,..))
im Grundintervall fast iiberall gilt (s. z. B. S. KAczmArRz—H. STEINHAUS, Theorie -
der Orthogonalreihen (Warszawa—Lwow, 1935), 161—164).

Auf Grund von (2), mit Anwendung des erwihnten Satzes von D. MEN-
cHOFF und H. RADEMACHER, ergibt sich:

() —f)=— 2 o) = — 2B cup (k) pu(x) =

1 -1 . .
- L->u+l ({l (k) u (7—}-_]3) sk(x) + “_(n—_*__]) sn(x),

und so ist nach (1.3) .
80— 1)1 22609 5.

woraus, auf Grund von (1. 1), die Behauptung folgt.-

§ 2. Beweis von Satz 11

Zum Beweis von Satz !l benotigen wir den folgenden

Hilfssatz. Es sei {h(x)}{({=1,...,p; p=2) ein im Intervall [a, b]
orthogonales Funktionensystem und sei

N

b
|h-l!(x)dx:::a';' (l=ly’p)'

Dann gibt es eine Funktion 6(x), die die folgende Eigenschaften hat :
|h(x)+ -+ + h(x)] = d(x) (=1,...,p; a=x=b)
und ‘
b v
| (x)dx=Alogp Xat
‘" =1

dabei ist A eine absolute Konstante.

Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe z. B. S. KACzmARz—H. STEINHAUS,
Theorie der Orthogonalreihen (Warszawa—Lwoéw, 1935), S. 162.)
Da nach (4)

Z 22" !lsﬁ-(x)—f(x)rd =3 @) 3 =

=0 n=0 % ~mn+1

§j Dy = 5“c(log log k)A%(k) < >

VAT~
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gilt, konvergiert die Reihe ‘
282" [ser () — FP
- fast iiberall und so ist fast iiberall

- Spm(x)— f(x) = 0| ——- .
ey (=10 =0(;m).

Mit . Anwendung des Hilfssatzes auf die Funktionen sy (x)—s;-1(x)
(n=2"+41,2"+2,...,2""") bekommen wir, daB eine Funktion d.(x) existiert,
. fiir die die Ungleichungen ‘

(2.2) lsr () —sam()| S dn(x)  ("<n=2"7),
(2.3) [d-(x)dx<Am- TZ ¢

erfiilit sind; dles gilt fiir jede natiirliche Zahl m.
‘Da nach (2.3) und (4) :

91™ +1

212(22’" jd (x)dx=A 21.2(22”’)m7 > o=

k=2""+1"

=3 & (log 1og kP a3(k) < o
k=2 s .
gilt, konvergiert die Reihe

3 rEn ®

m=1

fast iiberall, also gilt

On () =0 (l(;}'"))

fast tiberall. Zu jeder natiirlichen Zahl n (n>3) bestimmen wir die natiirliche
Zahl m so, daff 2" <n<2"”’l gilt. Auf Grund von (3), (2.1) und (2. 2) ergibt -
sich dann, daB

@4) ) —f) = ()5 () + 58m(5) —f() = 0 (

A2 ))
fast iiberall besteht.
Mit einfacher Rechnung ergibt sich die folgende Abschatzung

ng) J [ () — o (OF dx>.= el ; SG=
_Sen EO_ S $4@)

n
k=1 Qn=> 4 k=1 n=mn,

(2.5)
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wo n, = n,(k) jene nichtnegative ganze Zahl ist, fiir die 2" '<k=2"™ besteht.
Ist 2" ' =n,< 2™, so gilt nach (3)

o 2rtl-1

ppach i g‘&’(z")+z ZP(Z)

n
n=n, 4 n=n, v=mg n_ov

" ga(92may 2701 ovil_y
= 1(2 ) 1 + 212(291+1) 1 =

4”0 n=nq 4"' o ,,‘_21' 4

2v+1_l

ER L NS TE P iy S

v
3 =y 42’, n=2% 4ﬂ -2

4 (R B & o 2."’(k)
=3¢ ( = TE 24270'"0) M

wo M eine positive, von k unabhangige Konstante bedeutet. Nach (2.5) und
(4) folgt die Abschitzung

[e ] b L+e]
22" s (x)— o (Pdx = X222 (k) < o0
=1 a k=1

Daraus ergibt sich, dab die Reihe

3 @) 50— 0w (P
fast. tiberall konvergiert; alsb fast tiberall

Sy (x) — a,n(x)=o(
gilt. Nach (2. 4) ergibt sich

2.6) Oon (X) —f(X) = Opn (X) — (%) + S (%) —f(x) = 6 ( 7 (]21!) )

1(12 ))

fast itiberall. )
Mit einfacher Rechnung ergibt sich endlich

[

3 e (0.9 — 0 <x)1’dx—*212<")"[ — S ke + e ]
@n ° | |

I!A \

fiA

4Z‘°:i.2n

n=2

M-
=

@ ©  :9
—aYae> X0
k=1 =k N

Fiirr k = 2 sei m,= my(k) jene ganze Zahl, fiir die 2™ < f 2™ gilt. Dann
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ist nach (3)

Sm _ “"% LG 5 s 2.2(,,)

a=k N n=k =22V
4c2® g S g [0 $ o] <
=< +cZz< )Z == [,‘2 (),Z,,, (22,),]—
Ak i.“k 2™ — Ak
§4c[ I§2)+ ()vé.:?”-f""’]éM ,ﬁ,),

wo M eine von k unabhingige, positive Konstante ist; M kann so gewahlt
 werden, daB diese Abschitzung fiir jedes k(=1) gilt. Aus (2.7), nach (4)
folgt dann die Abschitzung '

20 b @©
él’(n)n_[[on(x)—nn-l(x)]’dx =M ‘;: AR (k) < o,

Daraus folgt, daf die Reihe fast iiberall konvergiert und so gilt

om-rl
(2.8) S B D) — 00 (OF = (1)
k=24t
fast iiberall.
Es sei 2"<n<2™", Dann ist nach (2.8)

Z (010) — 1 () } -

0a(x) — Bpu(X)| =

=| 2 HOTEE@ w0 (k)v_!
s gm+1 , z om+1 Qh ) 1
l %‘ﬂl (k) k[0 (x)— - 1(x)] k--z’”+1 k\ 2 0(1_(2_"'5)

fast iiberall und so folgt nach (3) im Falle 2" <n<2™"

{1
o,.(x)—ap.(x)r——-o(—m)
fast itberall. '
Nach (2.6) ergibt sich endlich, daf die Relation

_ 1 o
T(X)—F(X) = 0a(1) — On(x) + O (X) — f(x) = 0 (m)
fast tiberall gilt. ’
Damit haben wir Satz ‘1 voilstindig bewiesen.

(Eingegangen am 14. Oktober 1958) '



