Sur un probléme de M. Paul Erdés
Par A. SCHINZEL a Varsovie (Pologne) et G. SZEKERES a Adelaide {(Australie) .

P. ERDOs a démontré') que pour toute suite des nombres naturels
{a,,a,, ..., a} tels que .
€)) G,<@<---<a,=n et [a,aq]>n (=igj=0)
on a l'inégalité
Z — <2
=1 ;
R. S. LEHMAN a démontré?) que la condition (1) entrame 'inégalité
~ plus forte .
-1 7 1
2 6 en
. Pour a,=2, a,==3, a;=>5 la condition (1) est remplie et
Z___3_1
=1 a o
Or, P. ERDOS a posé le probléme si pour toute suite satisfaisant a la condi-
tion (1) on a linégalité :
r_3t N
1=1 a; - 30 s
et a exprimé P'hypothése que pour tout ¢>0 il existe un n, tel que pour
n>n, la condition (1) entraine I’inégalité

r

Z—;—<1 +&.

=1
Outre la suite {2, 3,5} nous ne connaissons qu ‘une seule sulte pour laquelle
on ait (1) et l’megahte ,

>Lay,

- =1 i

1) Publication orale. .
?) Amer. Math. Monthly. 58 (1951), p. 345, probleme 4365.
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c’est la suite {3,4,5,7,11} ou
> l=1,017099.. .
a;

En connection avec ces problémes, nous démontrerons les trois théorémes
suivants :

Théoréme 1. Pour toute suite de nombres naturels {a,,a.,...,a,}
satisfaisant .a la condition (1) on a

Z a = 30
oir I'égalité est atteinte seulement pour a, =2, a,=3, a;=5=n.
Théoréeme 2. Quel que soit >0 il exzste un n, tel que, pour n>n,,
la condition (1) entraine Pinégalité

Z—<c—|—s

t=1 an
ol _
C—-Zc,log =1,017262...
J=1

et les valeurs de c; sont données par les égalités (6).

Théoréme 3. Quel que soit ¢>0, il existe un n, tel que pour n>n,
et pour une certaine suite satisfaisant a la condition (1) on ait

v‘—z‘ >1—e¢.

Nous aurons besoin de deux lemmes.

» Lemme 1. Soient c,,c,,... des nombres =0, tels que pour chaque g
naturel on ait -
< -1

J=1 _q_Zp> a p
J T g+

Alors, pour chaque suite a,, a,, ..., a, veérifiant la condition (1), on a l'inégalité
Z’— = Su
=1 a;

Démonstration. En effet, soit / un nombre naturel quelconque et
désignons par x, le nombre des termes de la suite @, a,,...,a, qui sont

contenus dans l’intervalle( ] Chacun de ces nombres a préci-

+1
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sément [LZ—} multiples = L n, donc précisément [%] — [ m multiples compris

k k4 1]

l [ | s . -
k—_J{—_—]n,?nJ. Or, d’aprés (1), si k=/, les multiples des
termes distincts de la suite a,,a,,...,a, sont distincts et on a au moins

: . e l A
)x.,, nombres entiers dans llnter\falle (7{7—7"’7"]' Vu
ue cet intervalle contient précisément l_n_] —[l—n
q P aEs
pour k=1, 141, [4-2,... linégalité

® | 2([%]—[%])"-5—[’7”]—[/:2’—'1]

D’autre part

dans Vintervalle (

nombres entiers, on a

m--1
{

Xm,

=3

1
in In] a;
a;:
S+l m

donc
@ . ;

Observons maintenant que pour tous m et k naturels on a

o ol s s s

kil m>k [m %
r=P7Ea HE>T= p]_'

ou les sommes doivent étre étendues aux valeurs indiquées de p.
Une suite de nombres a,=0 étant donnée, désignons par D e, la
. k

somme
@ (1) -1

2.6 ,;, k+Dax (=)

i=1

En vertu des formules (5) et (2) nous obtenons

H {mJ -z gi-ge, 3, 51)s

=’(m+ l)Z‘J .] Z

J

I
-Me

"I!

[m] 71)—=(m+l)8[2]§m+ 1.

J+1

IV

P>
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Il en résulte que

2?;'([% el = 2 2 (7] - [ ) = Zmr v

Donc, en vertu de (4), (3) et (5)

| 1 o &= f{m m
2T e g( 7]— k+1])""‘—
1 - [lin In 1
=xZ([H-ldH)-nz 2 =
[;]—"
1 < \ ~ { 1 ' {
~f Gl+)-5zs, =[5
lnj:l in P in n n P
l(:+l)>[-1;]§b 7 2p>m
1 & 1 & (nl l n )
4 — = — A= —
'lngc’»> . S"+1n;.—z.l‘c’\1- J+1
7=P>m
Cette formule ayant lieu pour tout / on a
Zig&.
1= ai
Lemme 2. Les nombres
—1 o=t ==k =2
cl"— ’ 2 ’ 3 4‘_6- 6‘_‘]5y
e 3L . __2_02_1_ o — 3565609
LTU4200 YT T 45045 ' P 116396280 °
®) o — 37069832 - 7864304243
™ 71673196525 ' ° 668534967100’
52102743271 8593093395175779297

c.q.f. d.

% = 300840735190° “*~ 1520827395602202087400 °

¢;="0 (pour tous les autres j)
satisfont pour tout g naturel a linegalité

» S =1
et pour tout q+5, 13,19, 20, 31, 32, 61,62 a l'inégalité

31

ASq<‘3—(’).
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La régle de formation des nombres c,, ¢y, ... est la suivante:

Supposons que chaque ¢; (j<gq) est déja déterminé, alors € est le plus
petit nombre non-négatif tel que So=1. On voit que

< 1 1 5 j+1
(M limS,=1imX¢ 2 —=2lim 23X —=2clog —c
=1 '}Z”>j_ii P =1 q+m%§p>]__:l P = J
e e 31 e
et on vérifie aisément que c=1,01."[2...<§). Donc I'inégalité
. 31
) , . l_S <30

est certainement vraie pour ¢ sufflsamment grand.
Pour ¢ =365 le 1émme peut étre vérifié directement.
Pour q > 365 on peut démontrer I'inégalité (8) de la facon suivante:

Comme
[l']“ 1 [i]
log —Z = — =log—t14 |
[_(]__]+ 1.21)>i p [L]
JH1 e J+1
on a ‘
q q
58 [-]-f—] 58 58 j[_]+j
ng_j;cjlog ; —gc,logj_}— —l-gcjlog jq =
——1+1 B +1) | ——
[1+1]+ (’+‘)[1+ A
59 g 59 ' j[—g—]-i—j
=C+]0g(q—|—])-}-Z(CJ—CJ-j)IOg(j[—:l +j)=C+Z(Cj—Cj_1) IOg—_—-——-
j=2 : . J =2 q+]

et

1]

Tq
g
q "chlog]+l+20110g = =
|EA

B B (H_])‘J-H]

n

q

»
A
.Mg

¢lo

LY
§
l‘—"|

-

. i 5
=c+logq-+ '22 (Cj"‘“c]'—l)logj[g =c+ Z (c, “¢j-1)log ——
J-‘: -
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" j[ﬂ +J

c—S;= é‘(c,--l—c,-) log o+
59 ‘ q

Sq—e= D' (cj-1—¢)log

S

c’est-a-dire :

Vu les inégalités

6s—Ce=—Cs< 0, 6~% +6=3 %]+3>3 %]zﬁ[—%],
[
Co—Co——Ci <0, 10 _% +10;5[%]+5>5[%];10 % ,
c14—c,5=fc15<0, 15 Tq5 +15=5 %]”+5>5[-g—];15 iqé ,
_ [(a] q q q
Con—Cop = Cm<0,, 22 22 - 22211[“]—1-ll>ll[“]§22[22],
_ K Al q
en—ta=—cn<0,  28|pp|+28=7|L|4+7>7|F|=28|5],
e rl1ar [ g] q)
.034 Cgp == Cg5<0, 35~35d+35§7{7‘+7>7—7—_%35[3—5‘,
DU 94| 4] ] q)
s —Ca = 180 <O 36|35]+36=3|F|+3>3|F|=36|5/,
| Co—C== —Cs <0, 58 ‘5"—8_ +58;29[2i]§]+?9>29 ‘% =58 ‘%],
on obtient
2[%]+2 , »3[%l.+3
C—Sq'é (CI_CQ) log—q_'_—l—- —}" (CQ_CZ_CB— m) lOg —q+l—+
P 1)
+ (€Ca—Cio—Cis) log g1 +(cs—cn—C5s) log g1 +
1 [1"—1] +11 17 [%]+ 17 23'[213]+23
29 [l]+29 37 [i]+37 59 [i}+ 59
, <7139 37 59
+ (€ —¢s) log + ¢ log — + 5 loqu

q+1 q+1
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et

Si—c=(c;—cy)log _[q__ + (cz—c3—cu— —1—) log 9 +

U

+ (04—‘010 —st) log 9 _ + (csv—czs—cm) lOg -9 +

4] 4]
+ (co—cx) log ——qq— + g log —qq— + ¢ log —iq— +
n|&| gl nlg
+ (cs— ) log 9 _ + €36 log—q— + ¢ log -9
29 [Q‘Lg] 37 [-37] 59 [-51]

: . 1
Or, comme les nombres ¢,—c,, C—C—Co— 1) G—Co—Cu, G—Cn—Cy,

Cio——Cu» €15, C2, Cy—Crs, Co €t Cog SOMt positifs et comme pour tout j =59 et
g > 365 on a les inégalités

._q_] .
logj[j +Jslogq+j = J=1 .
o9+l TP g+l g+ - J—1

log—q—glog q < j—.l - 308
-[i] g—j+1~ g—j+1
J1=
_ J
on trouve

1 1 ‘
,Sq—CI = 308 zcl —02 (Cﬂ—cs—ca— 1_8_6) +4(c,—co—Ci) +

-+ 6(06—028—(—'35) -+ lO(Cw—Cn) +16¢64 22¢ + 28_(C28—C;-s) +

+36c36+58c55; <0,0160

d’ou
S,=c—0,0160=1,0172—0,0160 > 1,

Sq§c+0,0160§1,0173+0,0160<_3—‘, c.qf d

Démonstration du théoréme 1. Des lemmes 1 et 2 nous obte-
nons tout de suite que pour tout nombre naturel a=5, 13, 19, 20, 31, 32,
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61, 62 et pour toute suite satisfaisant a la condition (1) on a
1 31
=1 i 30
Pour n=>5, 13, 19, 20, 31, 32, 61, 62 le théoréme peut étre vérifié direc-
tement. '

Démonstration du théoréme 2. Ce théoréme résulte immédi-
atement des lemmes 1 et 2 et de la formule (7).

Démonstration du théoréme 3. n étant donné, soit T, Pen-
semble des nombres entiers ¢ (0 <c=n) jouissant de la propriété suivante:
Si p est le plus petit diviseur premier de c, alors cé—n-

Soit A, I'ensemble de tous les a € T, qui ne sont divisibles par aucun

ceT,, c5a
Pour a, € A, a; € A., a; < a,, on a alors [a,, a,] > n. En effet, soit a, =dgq,,

& =dq,, (1, q)=1, 1<¢,<g,. Alors [a,,a,)=dg.g,=a:,¢;>a¢q: =n.
Soit a;<a,<---=n la suite des nombres appartenant & A, et soit

1 \ . -
Z ?=17—£,.; nous devons-démontrer que lim &, =0.
¢

Soit B, I'ensemble de tous les nombres entiers (0 <& =n) qui ne sont
divisibles par aucun a € A,.. 11 suffit évidemment de démontrer que |B.| = o(n)-
On a cxb pour c€ T, b€ B,, puisque chaque c est divisible par au
moins un a. Donc les b sont caractérisés par la propriété suivante: .
d|b implique que, si p est le plus petit diviseur premier de d, alors

d<.
I/

Soit b=p,py--p;, DyZpy == p:. Alors

P1_<_‘: p1< W}

-------------------

p]pa...p‘.< _n_’ pi< __._n_.__
Di l PP Pioy

Désignons par B, I’ensemble de tous les nombres entiers ¥ (0< b’ =n)
qui peuvent étre représentés sous la forme

c ., ’ I’ ‘ﬂ to . .
b= _?kﬁ"'kiy k1<V-r7, k',< m (_]=2,,,_,l)
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(les k; ne sont pas nécessairement pfemiers et allant en décroissant). En vertu
du théoréme de HARDY—RAMANUJAN on peut supposer que pour chaque
b=k -k €B,

)] : i <1,1loglog n.

En effet, le nombre des &' tels que i=1,1loglogn est o(n). Désignons pour

P’abbréviation le nombre k—E—F par g;. Or, le nombre des b pour les va-
_ l/ ook _ ;

qurs fixées de i, ky, ..., ki.; est tout au plus o;.; = kl—nk—.:’ pour les va-
leurs fixées de i, ki, ..., ki il est tout au plus '
. 7;-2
D Ga=0 D =< Oi-2 ax __
ki_1<oig ki1<oig | Kioy V—

~ 2n
(Ki-+ ki)’

Continuant ce raisonnement nous trouverons aprés i pas, que le nombre des

=20i2)0i2=

1

b’“p(')ur i fixé est tout au plus 2(2 n % <exp Iog2(loglogn) -exp{logn-

(1—27"'E%8™ g1 en résulte, en vertu' de (9), que le nombre total des b’
est tout au plus :

1,1 nloglogn- exp {(loglog n)g——(log ,,)1-1.11032 < ne—(logn)"

pour n=n, et pour d positif, convenablement choisi. Donc |B.|=|8:|=o0(n),
ce qui achéve la démonstration.

(Recu le 17 janvier 1959)



