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Uber die quadratischen Zahlkérper mit Primzerlegung
Von LADISLAUS REDEI in Szeged

Die Zahlen —4, + 8 und + p (=1 (mod 4), p rationale Primzahl) nen-
nen wir Stammdiskriminanten. Offenbar zerlegt sich die Diskriminante D eines
(absolut) quadratischen Zahlkorpers eindeutig in ein Produkt von Stammdis-
kriminanten, die wir deshalb die Stammdiskriminantenfaktoren von D nennen
diirfen. Es gilt der

Satz. Die Diskriminante D eiries quadratischen Zahlkbrpers Q mit
Primzerlegung ist entweder eine Stammdiskriminante oder das Produkt von
zwei negativen Stammdiskriminanten.

In etwas weniger scharfen Form war dieser Satz bekannt und spielt in
der Erforschung des Euklidischen Algorithmus in quadratischen Zahlkdrpern
eine Rolle. Vier Beweise liegen fiir ihn schon vor, und zwar ein klassenkor-
pertheoretischer (BEHRBOHM und REDEI [1]), ein idealtheoretischer (INKERI [2]),
ferner ein elementarer, aber etwas miihsamer, und ein sehr kurzer, auf dem
Satz von DIRICHLET fuBender (EnnoLA [3]). Der dritte dieser Beweise hat uns
zu einem weiteren, ebenfalls elementaren und sehr leichten Beweis angeleitet,
der zugleich obige Verscharfung hergab.

Mit R werde der Ring der ganzen Elemente von Q bezeichnet. Die
Voraussetzung hat zur Folge, dafi irgend zwei Elemente «, 8 von R einen
(bis auf Assoziierte bestimmten) groBten gemeinsamen Teiler in R haben,
den wir mit (e, 8) bezeichnen. :

a ~ § bezeichnet, daB «, @ assoziierte Elemente von R sind.

E und E’%;‘_b“gzeichnen die Gruppe der Einheiten bzw. der Einheiten-
quadraten von. R. Im Fall D >0 bezeichnet ¢ die Grundeinheit (> 1) von R.

N bezeichnet die Norm der Elemente von Q.

Fiir ein Element « von Q bezeichnet «’ das Konjugierte von e. Also
~ besteht N(a) =<'

Lateinische Minuskeln bezeichnen ganze rationale Zahlen. Insbesondere
bezeichnen p, ¢ verschiedene (positive) Primzahlen, ferner bezeichnet m den
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quadratfreien Kern von D. Dies bedeutet D==m fiir 24D und D=4m fir
2|D. Stets ist also sowohl J/D als auch }Jm ein erzeugendes Element von Q.

Beim Beweis diirfen wir uns auf die D beschrinken, die keine Stamm-
diskriminanten sind. Zu beweisen ist dann, da D das Produkt von zwei
negativen Stammdiskriminanten ist.’

Hilfssatz. Wenn p|D ist,so gibt es ein n(€ E) mit Jpn € Q.
Um dies zu beweisen unterscheiden wir die zwei Falle
plm bzw. pym(also p=2, m=—1(mod 4)).

~ Entsprechend setzen wir .

a=(p,Ym) bzw. a«=(2,14+Vm).
Dann ist ‘

@ =(p*,m) bw. E=(4,1+m+2Ym)=(4,2)m),

also in beiden Fillen «*~ p, d.h. «*==pn mit einem 7(€ E). Wegen « € Q
gilt dabei auch }pn€ Q. Somit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wenn nun D <0 ist, so mufl, da D keine Stammdiskriminante ist, sogar
D < —4 gelten. Folglich besteht E aus 1 und —1. Da aber Q imaginir ist,
kommt im Hilfssatz nur 7=—=—1 in Frage. Hiernach solite Q alle J—p
(p|D) enthalten. Da dies falsch ist, ist der Fall D <0 gar nicht moglich.

Es ist nur noch. der Fall D >0 iibrig. Im Hilfssatz muf jetzt >0
gelten. Da ferner 7 nur mod ¢ in Frage kommt, so darf =1 oder n=¢
angenommen werden.

Wenn dabei fiir ein p der Fall n=1 zutrifft, so folgt /p€ Q, m =p,
D =4p, p < 2. Hiernach gilt jetzt die Stammdiskriminantenzerlegung D= —4.
—p. Somit ist der Satz fiir diesen Fall bewiesen.

Zu betrachten ist nur noch der Fall, daB im Hilfssatz stets n=¢ gilt,
d.h. alle [/pe(p|D) in Q liegen. Dies zunichst nur fiir ein - p beriicksichti-
gend, ergibt sich hierfiir /p&' € Q, ¢ >0, also

N =1.
Gelten ferner p|D und ¢|D, so folgt Vpe Vge e Q,Vpg€Q,
m=pgq.

Da hierdurch p und ¢ (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmt sind, so
kann D auBler p und g -iiberhaupt keine weiteren Primteiler haben. Das be-
deutet, daB D nur zwei Stammdiskriminantenfaktoren hat. Diese sind (wegen
D > 0) von gleichem Vorzeichen. Wir nehmen an, daB sie positiv sind; durch
einen hieraus abzuleitenden Widerspruch wird der Satz bewiesen sein.
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Wegen der. Annahme ist jedes von p und ¢ entweder kongruent 1 mod 4
oder gleich 2. Also besteht eine Gleichung

pg=a’+b (2 xa).

=b+Vpg, o=(a,o).

Man setze

Dann gelten .

09 =——-(12, (9: 2)~ 1, (9: Q’)N 1,
also '
0" = (", 0*) = (00', ") ~ 0.

Hiernach ist w?¢-! ein Element von E mit negativer Norm. Dies ist aber
wegen N(¢)=1 unmoglich. Durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen.
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