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Bemerkung zu einem Satz von G. Alexits 
Von KÄROLY TANDORI in Szeged 

G. A L E X I T S hat den folgenden Satz bewiesen1): 
CO 

Bezeichne {c„} eine positive Zahlenfolge mit konvergentem £ cf,, für die 
n = i 

die Ungleichungen 

(1) ]fncu^ YW+\ cH+1 ( n = 1 , 2 , . . . ) 

und 

( 2 ) n2cl ^ ( n - | - l ) 2 c ; i + i ' ( n = 1 , 2 , . . . ) 

gelten. Ist die Orthogonalreihe / 

CO 

(3) ^£aH(pn{x) 

im Grundintervall [a, b] fast überall zur Funktion f(x) Abelsch summier-
bar und gilt 

(4) al = 0(cl), 

so besteht für jede Indexfolge {r,,,} (vi <v>< ••• < vm < • • •) bei jedem a > 

m=l 

fast überall, wo a\f}(x) i/os m-fe (C, ß)-Mittel der Reihe (3) bezeichnet. 

In dieser Note werden wir beweisen, daß die Behauptung dieses Satzes 
auch ohne die Bedingung (2) gilt. Für a = 1 habe ich dieses Resultat schon 
früher erhalten.2) 

') G. A L E X I T S , Eine Bemerkung zur starken Summierbarkeit der Orthogonalreihen, 
Acta Sei. Math., 1 6 ( 1 9 5 5 ) , 1 2 7 — 1 2 9 . 

2 ) K . T A N D O R I , Über die orthogonalen Funktionen. IV (Starke Summation.), Acta Sei. 
Math., 1 9 (1958), 1 8 - 2 5 . 
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B e w e i s . Ist die Reihe (3) fast überall nach der Funktion f(x) Abelsch 
summierbar, so folgt aus einem Satz von A. ZYGMUND, daß lim (x) = f(x) 

m-»-co 
fast überall3) (ß>0), somit gilt für eine beliebige Indexfolge {vm} 

(5) ¿ U ( x ) - o t ( x ) ? = o(n) ( ß > 0 ) m=l 

fast überall. Also haben wir die Behauptung nur für den Fall ~ < a < 1 zu 
beweisen. Da 

Z [/(*) - C W ^ 2 ± [f(x) - < ( x ) f + 2 ± [ < (X) - ^ ' ( x ) f »i=l m=l 

gilt, haben wir nach (5) nur zu zeigen, daß die letzte Summe fast überall die 
Größenordnung o(n) hat. Nun ist aber 

b 
03 , f . 03 . vm 

(6) 2 l ( [ < : ] ) w - « r dx-= ^ T - w 2 ; v 1=1 in j tc 111=1 t l l \ A V m ) '>=1 

wo A{m den /77-ten Binomialkoeffizienten ß-tex Ordnung bedeutet. Es gibt 
bekanntlich von m unabhängige, positive Konstanten Ci, Co derart, daß 
Ci(m + 1 f g A f rsCo(m + \)ß (ß> — 1; m = 0, 1, . . . ) ist, folglich gilt wegen 
(4) und rm s m (m=--1,2,...) 

Wl=1 /72{Arm) {;=l ' 

(co 1 w»-l oo 1 rw \ 

Z—F2(rm-k+1 r ^ c t + Z z ^ r Z ( • * » . - * + 1 r v c i . 

»1=1 m v,„ k—i , „ = i m vm ]i=m j 

Wegen (1) ergibt sich co 1 v"i w vm (8) ( v K - k + \ f - * k . m=l Hl "m k=m m=l I m k=m 

Da wegen a > und vm ^ m (m = 1, 2, . . . ) 

Z fa-2(»m-l+1) = k=m i= l 

= 0 (1 ) 2 l2a i + m(vm-mfa l\ = 0(v;:) 

3 ) A . Z Y Q M U N D , Sur l'application de la première moyenne arithmétique dans la théorie 
des séries orthogonales, Fundamenta Math., 10 (1927), 356—362. 
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gilt, so ist nach (8) 
co ] vm m 

(9) 1—*r2(vm-k+\f"2k2cl = 0(\)2cl<°o. 
m-=l ' m k=m m—l 

Auf Grund der Ungleichungen a < 1 und vm ^ m (m = 1 , 2 , . . . ) ergibt sich 

«> i ' « - 1 co CD / , . , X 2 a - 2 

">=i mvM fc=i *=i >»=;. mv;" 
( 1 0 ) CO CD , , . N 2 A - 2 

if=l m=fc ttl-a 

Da wegen « > 

^ (m_k+lf>~* ^ ( w - A r + i ) 2 " - 3 Ä 

m-a m2a "r" ' ^20 = )»=;,• m m—k III m=2k ttl 

s ^ i r + r i ^ - o l i 
A: u i in=2/; m \K 

besteht, so gilt nach (10) CO 1 »1-1 CD 
( 1 1 ) ' I - ^ I ( " « - * + i r ^ = o ( i ) 2 < s < ~ . m=l m r , „ fc=l fc=l 

Auf Grund von (6), (7), (9) und (11) ergibt sich mit Anwendung des Satzes 
von B . LEVI, daß die Reihe 

111 = 1 m 

fast überall konvergiert, woraus sich nach einem oft verwendeten Kronecker-
schen Lemma fast überall 

m—l 
ergibt. 

Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen. 

(Eingegangen am 18. September 1959) 


