Uber die orthogonalen Polynomsysteme
Von LASZLO LEINDLER in Szeged

§ 1. Einleitung
Nach dem bekannten Satz -von MENCHOFF und RADEMACHER ist die

n=2

jedes orthonormierte Funktionensystem {g.(x)} fast iiberall konverglert‘)

MENCHOFF [1]—{2] hat diesem Konvergenzsatz auch einen Dzvergenzsatz gegen-
iiberstellt : :

Zu jeder positiven Zahlenfolge W(n), welche die Bedingung W(n)—
=o(logn) erfillt, kann man eine Zahlenfolge {a,} und ein- im Infervall
(a, b) gleichmdfpig beschrinktes, orthonormiertes Funktionensystem {¢,(x)} finden,
derart, daf )

Bedingung Zan log’ n < oo hinreichend dafiir, daB die Reihe Zancpn(x) fir

Z a W? (n) -

n=()

konvergiert, und

Z @ (x) -

in (a, b) iberall divergiert.

Mit zusitzlichen Uberlegungen hat MENCHOFF [3] diesen Divergenzsatz
weiter so verschirft, daf man die Funktionen ¢.(x) auch als Polynome
wdahlen kann.

Neuerdings hat Herr K. TANDORI eine Reihe von weiteren Divergenz-
sdtzen bewiesen, wobei immer die Existenz eines orthonormierten Funktionen-
systems mit gewissen Divergenzeigenschaften behauptet wird. Nun besteht
die Frage, ob auch die Tandorischen Ergebnisse derart verscharft werden
konnen, daB man fiir die orthonormierten Funktionensysteme mit den betref-
fenden Divergenzeigenschaften auch Polynomsysteme wihlen kann.

1) In dieser Arbeit beniitzen wir den Logarithmus mit der Basis 2. Wir betrachten
nur reellwertige Funktionen, undzwar auf einem endlichen Intervall.
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Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit diesem Problem. Unter Be-
niitzung der Grundideen von MENCHOFF, die er im Beweis seines verschirften -
Satzes angewendet hat, werden wir zuerst einen-allgemeinen Approximations-
satz beweisen (Satz 1), der uns gestattet, von orthogonalen Funktionensystemen
allgemeinen Typs zu orthogonalen Polynomsystemen unter Erhaltung gewisser
Eigenschaften zu iibergehen.

Satz 1. Es sei {g.(x)} (n=1,2, ...) ein im Grundintervall {(a, b) ortho-
normiertes Funktionensystem. Dann kann zu jeder positiven Zahlenfolge {&;}
(i=1,2,...) und z2u jeder Indexfolge {N:} (0=N,<N,<---<N;<---)ein in
(a, b) orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine Folge
von meBbaren Mengen Gi(S(a, b)) (i==1,2,...) derart angegeben werden,
daf3 die folgenden Bedingungen erfullt sind ; fur x€CG; 2) und’ fiir jedes n
mit Noy<n=N,; gilt

1. 1) |¢,1(x)—(—1)ff<”>13,,(x)1gsi (jf(x)=o oder 1),
(1.2) : w(G)=&.

Man kann die P,(x) sogar so wdhlen, daj |

3. P =2 sup [9u (9] + 1))

gilt. Ist also insbesondere das Funktionensystem {¢.(x)} im Grundintervall
(a, b) gleichmdfig beschrinkt, so kann das Polynomsystem {P,,(x)} ebenfalls
gleichmdpig beschrinkt gewdhlt werden.

Es ist vielleicht von gewissem Interesse zu bemerken, dafi eine der-
artige Approximation nur fiir ein orthonormiertes Funktionensystem {g,(x)}
(n=1,2,...) moglich ist; es gilt ndmlich der folgende

Satz 1*. Es sei {g,(x)} .(n=1,2,...) ein im Intervall (a, b) definiertes
System von quadratisch integrierbaren Funktionen. Wir nehmen an, dafi es zu
Jeder positiven Zahlenfolge {&;} (i=1,2,...) und Indexfolge {N;} (0= N,<
<N, <---<N;<---) ein solches in (a, b) orf/zonormiertes Polynomsystem {P, (x)}
und eine solche Folge von mefbaren Mengen E(S(a,b)) (i=1,2,...) gibt,
dafi die folgenden Bedingungen erfiillt sind: fiir x € CE; und jedes n mIt
Nia<n=N; gllf .
(1.9 C e@— P PR@Iss (=0 ader 1),

(1.5) - uE)=s,

2) CH bezeichnet immer die Komplementirmenge der Menge H in bezug auf das
jeweils betrachtete Grundintervall (a, b). Mit #(H) wird das Lebesguesche MaB der Menge
H bezeichnet. '

3) Natiirlich ist diese Bedmgung nur in dem Falle ven Bedeutung, daB sup | @n (x)]
endlich ist.
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und fiir x € (a, b) und fiir jedes n gilt
(1.6) |Pu(x)| = Kulpu ()| + 1,

wobei K, eine nur vom Index n abha‘ngigé positive Zahl ist. Dann ist {¢.(x)}
ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem.

Aus Satz 1 ergibt sich der folgende -

Satz 2. Es seien vorgegeben : eine reelle Zahlenfolge {s.}, ein im Inter-
vall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem {¢.(x)}, eine Folge von mefbaren
Mengen G,.(S(a, b)), eine Indexfolge {N,} (0=N,<N;<-+<Npn<--:) und -
eine positive Zahl s. Wir nehmen an, daf3 u(lim G,)=b—a ist, und daf es

 fiir jedes x€ G, einen Index n,(x) (< Nywi — N.) derart gibt, dafs die Ungleichung
(1_‘ 7) . |st+l PN+ (x) + i SNyt (@) PNty () (X)' = D(m)

besteht, wo {D(m)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge ist.
Dann kann ein in (a, b) orthonormiertes Polynomsystem {P,(x)} ange-
geben werden, derart, daf3 die Ungleichung

(] : 8) ISN1n+1 PNm'H (x) + e + SNm'*’”m(m)'PNm‘*’”m("‘) (x)| = (1_b)D(m)

fiir fast alle x € (a, b) bei unendlich vielen Werten von m erfiillt wird. Ist das
Funktionensystem {@.(x)} in (a, b) gleichmdfig beschrdnkt, so kann auch das
System {P.(x)} gleichmdfig beschrinkt gewdhlt werden.

Unter ‘Beniitzung der Sétze 1 und 2 kénnen wir die Divergenzsétze von
K. TanpORI im schon erwidhnten Sinne verschirfen. Es handelt hier um die
folgenden Divergenzsitze.?)

, Satz A. (TANDORI [1]) Es sei {a.} eine positive, monoton nichtwach-
sende Zahlenfolge, fiir die die Bedingung

2}
2 2
vZanlog n=oo

n=2

erfiillt ist. Dann existiert ein System {¢,(x)} derart, daf die Reihe

2, ahpu(x)
n=0

fiir jede ‘Koeffizientenfolge {a,} mit ay=na. (n=0,1,...; n>0) fast iiberall
divergiert, das System {@.(x)} kann sogar beschrinkt gewdhit werden.

4) Wobei {¢,(x)} immer ein in (a, b) “orthonormiertes Funktionensystem bedeutet;
das System {g,(x)} heiBt beschrankt, wenn |¢,(x)| =K fiir alle x€ (2, b) und n=1,2,..-
gilt. )
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- Satz B. (TANDOkl 1)) Es sei {l,} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfolge, welche die Bedingung

Z& log*n _
n=2 1121
erfiillt. Dann existiert ein System {¢.(x)} derart, daf

N

2 on(x)|=

n=0
fast iiberall gilt. Das System {@,(x)} .kann auch beschrinkt gewdhit werden.
Satz C. (TanDoRrI [1]) Es sei {4,} eine positive Zahlenfolge mit
&1 _

n=0 Z'n

~

lim L
No>ow 11\

Dann existiert ein System {@.(x)} mit-

(1.10) Tm - Px(X)] = o0,
: . Noow ZN
fast iiberall in (a, b).
Satz D. (TANDORI [2]) Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfoige, die die Pedingung w(n)=o(logn) erfiillt. Dann kann

eine Koeffizientenfolge {a,} € I*°) und ein System {(p,l(x)} derart angegeben
werden, daf die orthogonale Reihe

(1:11) ' Zanrp,.(x)

n=0

in (a, b) fast iiberall (C, 1)-summzerbar ist und jedoch
Tim
NLn:o (N )

fast iiberall besteht. Das System {¢.(x)} kann auch beschrinkt gewdhlit werden.

. Satz E. (TanDorl [1]) Es sei {w(n)} eine positive, monoton nichtab-
nehmende Zahlenfolge, welche die Bedingung w(n)= o(log log n) erfiillt. Dann
gibt es eine Koeffizientenfolge {a,,} €1* und ein System {p.(x)} derart, daﬁ fur

fim ——

jedes >0
(@ oo @ (M + «
om w(N) A(a) Z Al\ v Qy Py (X) = (Am ""( m ))

fast iiberall besteht. Das System {¢.(x)} kann auch beschrinkt gewdhit werden.

Z anpu(x)| =

n=0

o]
\ bezeichnet, fiir die Z a:<ooist.

5) Mit 2 wird die Klasse der Koeffizientenfolgen {a,}
L. n=0
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Satz F. (Tanpori [1]) Es sei {4.} eine pbsitive, monoton nichtabneh-
mende Zahlenfolge mit (1.9). Dann gibt es ein System {p.(x)}, fiir welches
bei jedem «(>0) .

lim — (a) ZAE(Q,,(;*, (%)=
N> 1\ 1\7 =0
, fast iiberali gilt.
Satz G. (TANDORI [2]) Es sei {ay}€* eine positive Zahlenfolge, fiir
die die Bedingungen

Vnai=Vnflam (1=1,2,..), 2 (a)(loglogn)*= oo
: : . n=2

erfiillt sind. Dann existiert ein System {g.(x)} derart, daf die Reihe (1.11)
fiir jede Koeffizientenfolge {a.} € P> mit a,=na, (n=1,2,...;9>0) fas!
iiberall nicht (C,1)-summierbar ist.

_ Satz H. (Tanpori [2]) Es sei {w(n)} eine positive Zahlenfolge mit
Vn=o(w(n)). Dann kann eine positive Koeffizientenfolge {a,} € * und ein
System {¢.(x)} derart angegeben werden, daf

gilt und die Reihe (1.11) fast iiberall nicht (C,1)-summierbar ist.

" Satz I. (TANDORI [4]) Es gibt ein System {@.(x)}, eine Koeffizienten-
folge {a,} € ' und eine Indexfolge {n.} derart, dafi die Reihe (1.11) in (a,b) .
‘fast iiberall zu einer quadratisch infegrierbaren Funktion f(x) (C, 1)-summier-
bar ist, aber die Folge der Mittel '

Su () 4+ 81,0
N

in (a, b) fast iiberall divergiert, wobei Si(x) die k-te Partialsumme der Reihe
(1.11) bezeichnet. Das System {g,(x)} kann in (a,b) beschrinkt gewdhlt
werden.

Satz J. (Tanport [3]) Es sei {A.} eine positive, monofon nichtab-
nehmende, ins Unendlich strebende Zahlenfolge, fiir welche die’ Bedingung
(1.9) erfiillt wird. Dann kann man em System {@.(x)} derart angeben, dafi
fast iberall in (a, b) gilt: '

b
: f
N> ;*-N

(1.12) ~ Tim

N

> ¢1L<x>q),¢<t)ldt>d<>0>

n=1
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und

(1.13) | f

a

N

Z‘ #a(X) 90 (1) [ dt=0(ly).

n=1

Satz K.” (TANDOR! [3]) Es sei « ein gegebener positiver Parameterwert
und {1.} eine positive, monoton nichtabnehmende, ins Unendliche strebende
" Zahlenfolge, fiir welche die Bedingung (1.9) erfiillt ist. Dann existiert ein
von «-abhdngiges System {@®(x)} derart,daf3 im Intervall (a, b) fast iiberall

b
-— 1
lim —
N> ;VN
b

IIn

Satz L. (TANDORI [5]) Sei {A(n)} eine positive, monofon gegen Unendlich
© konvergierende Zahlenfolge mit A(n)= O(log®n). Dann existiert ein System
{p.(x)} (n=1,2,...) mit den folgenden Eigenschaften: es gilt fiir fast alle
x € (a,b) ‘ '

77 S AP fpfw(t)] dt>o(>0)

N n=.J)

und

1\ n=0

25 ZA@,xp@(x)w(ﬂ{ dt=0(ix)

gilt.

b

J

{2

und fiir jede positive Zahlenfolge {w(n)} mit w(n)=o(i(n)) gzbt es eine
Koeffizientenfolge {a,} mit konvergentem

n

erk(x)%(t)l dt — o)  (n=1,2,...)

18

a?, w(n)

und fast iiberall divergentem
’;‘ a, (Pn(x)

Auf Grund der Sitze 1—2 werde ich beweisen :

Satz 3. Jeder der Stitze A—L lapt sich so verschdrfen, daﬁ das betref-
fende Orthonormalsystem {@.(x)} aus Polynomen besteht.
L3
‘Ich mochte dem Herrn Dozent KAROLY TANDORI meinen aufrichtigen
Dank aussprechen, daB er mich in dieses Thema. eingefiihrt und bei der
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Fertigstellung dieser Arbeit mit wertvollen Ratschldgen unterstiitzt hat. Herrn
Professor BELA Sz.-NAGY bin 1ch fiir seine wertvollen Ratschlage ebenfalls
dankbar.

§ 2... Zwei Hilfssiitze von Menchoff

Zum Beweis des Satzes 1 bendtigen wir die folgenden zwei bekannten
Hilfssdtze (siehe MENCHOFF [3], 29—30, bzw. 32—33).

Hilfssatz I. Es seien 7, (x) (1=r = N) stetige Funktionen und @,(x)
(I=s=N ) Treppenfunktionen®) im Intervall [0,1]. Dann kann zu jedem
positivem ¢ eine mefibare Menge E(S(0,1)) und ein Funktionensystem {F,(x)}
(1=s=N’) derart angegeben werden, daf dze folgenden Bedingungen erfiillt
sind: .
1. w(E)<e, _
2. jede Funktion Fi(x) ist in [0, 1] stetig,
3. fiir x € CE gilt F, (x)—( 1Y® @, (x), wobei j(x) gleich O oder 1 ist
(Iss=N),
‘ 4. max |F(x)|< max)d)(x)l (1<s<N)

”n,(x)F(x)dx‘<s (I=r=N, I=s=N’).

Hilfssatz II. Seien ﬂn(x) (1=n=R) und Q.(x) (R<m<R) nicht
identisch verschwindende Polynome. Man setze
u=max { max |n,,(x)|  max |Q,,.(x)|}

nm 0=x=l1

=min { Jﬂn(x)dx IQm(x)dx}

n,m

o — max | Unn(x) Qm(x)dx‘ | j Q%) Qn

n,m,l

m;ét

7 == max und A= yﬁ(R"Rﬂ).

4R,: U, '6: 1
Ist das System {m.(x)} (1=n=R) in (0,1) orthogonal und gilt

o<
STAY

%) D. h. fiir jede @, (x) kann das Intervall (q, b) in endlich viele Teilintervalle zerlegt
werden, so daB die Funktion @, (x) in jedem Teilintervall konstant ist.
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S0 kann man es derart zu einem orthogonalen Polynomsystem {m,(x)} (1=
=p=FR’) erginzen, daj3 die lzmzugefugten Polynome n(x) (R<m=R")
der Bedingung

gen[igen . I Qm(x)_‘ﬂm(X)l = A0 (0 é.x = 1)

§ 3. Weitere Hilfssiitze

Zuerst werden wir Satz 1 im speziellen Fall beweisen, daB das Ortho- -
normalsystem {¢.(x)} (n=1,2,...) aus einzeln beschridnkten Funktionen
besteht. Dann konnen wir sogar mehr zeigen. Es gilt namlich der folgende:

Hilfssatz III. Seien v,(x) (n=1,2,...) im Infervall (a, b) definierte,
einzeln beschrdnkte Funktionen und sei {Ni} (0=N, <N, <:--<N;<--+) eine
gegebene Indexfolge. Wir nehmen an, daf fiir jedesi (i=1, 2, ...) die Funktionen
Wu(x) (Nioi<n=N,) je ein Orthonormalsystem in (a,b) bilden. Dann kann
zu jeder positiven Zahlenfolge {&} (i=1,2,...) ein solches in (a, b) ortho-
normiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine solche Folge von
mefibaren Mengen Ei(S(a, b)) (i=1,2,...) angegeben werden, daf3 die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind: ' ’

3.1 |yn(x)—(— 1)’ p, (x)|<sL fiir xe CE; und fiir N.i<n=N,;

(i=1,2,...),
wobei ji(x)=0 oder 1 ist,
(3.2) ' w(E) =¢
und _ ‘
(3.3) [PuI=2( sup [u[+1)  (1=12,..).

Es ist klér, daB sich aus dem Hilfssatz Il der Satz 1 fiir orthonormierte
Systeme von einzeln beschrankten Funktionen ergibt.

Beweis von Hilfssatz Ill. Offensichtlich gentigt es, den Hilfs-
satz Il fiir das Intervall (0, 1) zu beweisen ; weiter kann & = (i=1 2,..))
angenommen werden. Wir werden die folgenden Bezelchnungen einfithren :

M,=0, M, =Osugl{max(|1//Ni_1+1(x)}, oo len, (), M)+ 1) ((=1,2,..)),
R <z

und :
(3.4 A; = (8 N; M) N Ni-1tD (i=1,2,...).

Wir approximieren die Funktion ,.(x) durch Treppenfunktionen. Auf
Grund des Egoroffschen Satzes ist leicht zu sehen, daB man solche Treppen-
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funktionen @,(x) und meBbare Mengen E; finden kann fiir welche folgende
die Benehungen gelten : :

@3.5) |¢n(x)—@,1(x)[<:; fir x€CE, und fir Nei<n=AN;

z

(3.6) max | D, (x)| = sup |w.(x)| fir Noi<n=N;
0zl - 0<z<l
und
"/ sl
3.7 ‘ w(E) = e

- Fiir die Funktionen zz(x)=1 und. @,(x) (1=n=2N,) wenden wir den

Hllfssatzl mit £_A3 an. So ergibt sich die Existenz eines Funktionensystems

{F.(x)} (n=1,2,...,N,) und einer meBbaren Menge E1(£(0, 1)), fiir welche
die folgenden Bedmgungen erfiillt sind: .

‘ 1. u(E1)<A3,

2. die Funktionen F,(x) (n=1,2,...,N,) sind-in [0, 1] stetig,

3. fiir x € CEf gilt F,(x) = (— )]‘(’)(D (x), wobei jl(x) gleich O oder 1 ist,
4.  max IF,I(x)I = max |<T),l(x)|

JF,,(x)dx

Auf Grund von 2, und unter Verwendung des Approxxmatxonssatzes
von WEIERSTRASS erhiit man ein Polynomsystem {Q.(x)} (n=1,2,...,N})
derart, dafl .

(3.8) | max!E,(x)——Qn(x)[<f':—% (n=1,2,...,N)
gilt. '

Es sei El—El U E7, dann folgt nach 1, (3. 4) und (3. 7) die Beziehung
(3.2) fiir i=1.- Wir setzen

0,== max t

max an(x)dxi, \ [Qn(x)Q,,,(x)'dx\ |
n;ém
= max { max (1, Qn<x>[>}

Gl—- min ;1 [Qn(x)dx}

I=nu=N,

y,=max 4N, u,, und 4, =D,

a"
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Wegen 4, (3.4), (3.6) und (3. 8) ist
(3.9 u =2 M,

Auf Grund von (3.4), 3. 5) (3.6) und (3.7) erhdlt man im
Na<n=N;:

dl' )= [ (Pu() =) v ()) x = _l‘ YA dx+

+|[ o (®) =) + (@)= () x| =

(3.100 =1 +] ‘[,(2'¢,L(x)(q>,, () — 1 (X)) + (P (x) — (x))Q)dXI +

CE;

+| f (2 (N (Pu)— (X)) +(Du(x) — 9 (X)) x| =

o &
=142M; 8SMP L
+ Ad+ AT +2A‘

und auf dhnliche Weise :

1

’ ) ") &;

3.1 D.(Ndx=1——..
( ) j ) 2A;

Aus 1, 3, 4, (3. 4) (3.6), (3.8) und (3.11) ergibt sich

JQﬂ(x)dx__an(x)dx 20, 3_an(x)dx 2M1A

CI'1

—Jq)n(x)dx——JfDn(x)dx 2M1A— =

1

=

—_— =1 .8_1_ = L

A3 2
Daraus . folgt o

" (3.12) | Gz —.

Auf Grund von (3.4), (3.9) und (3.12) ist
3.13) , M= Al

Falle

(1=n=MN).
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Wegen 5 und (3.8) gilt

(3.14) UlQn(x)dx = ‘Jlﬁl(x);ix

+ UI(Q;(x)—ﬂ(x»dx =24

(1=n=N,) und nach 1, 3, 4, (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8)

= UIF,,(x)Fm (x)dx

1 .
| UQ,,(x)Q,,,(;c)dx +2M, Gt
0

(3.15) = Jd)n(x) @, (x)dx| + UF“(x)Fm(x)dx F3m e
U(D,,(x)@m(x)dx —|—1J¢>n(x)q§ () dx|+M: A3+3M
[ f () Do) 0 D)) )@ ) 5 =

= [ f((!) (P () —u (X)) + (x)(d)m (x)—wm(x)))dx +

| [(@u (@) + @) x|+

9 &1 &

A+ B5M; ‘_2M1A5+4M A3+5M1A3 x

(=nm=Ny; n#:m). Wegen (3.14) und (3.15) ist o, é%. Auf Grund
) . 1

von (3.13) ist also 0,4, = Z—<l

. )

Fiir die Polynome 7z(x), Q.(x) (n=1,2,...,N,), kann also der Hilfs-
satz 1l angewendet werden. Also gibt es ein in (O 1) orthogonales Polynom—
system {n"(x)} (n=1,2,. Nl) derart, daB

@3.16) |Qu(x)— m(x>|<olzl<A—- (1=n=N;0=x=l)
1 .

gilt. Auf Grund von 1, 3, 4, (3.4), (3.6), (3.8), (3.10), (3.11) und (3.16)
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erhidlt man

fn,l(x)dx>jQ,,(x)dx 4M1 an(x)dx 2M1A3 4M1£‘—;
1

3.17)
J(I)n(x)dx 6 M, ———J(I)n(x)dx——j@,,(x)dx 6M1A
CF .
1
=l 7M‘ tzl-preg
und
Jn‘n(x)dx <JQ,l(x)dx—{-4M1 jE‘(x)dx+2M‘A3+5M1A
1
(3.18) = f‘l)n(x)dx—}— JF,, (x)dx+7M1
T ocE! : B
& 2‘ & &

M
Aus 4, (3.4), (3.6),.(3.8) und (3.16) folgt ferner |
15,09] = Qu) |+ 15,09 — Qu) S IR+ QuO—Ful0)] - =

(3.19) = max l@"(")HAd*‘j = max | D, (x)|+ 1= M,.
. <Lz 1

Wir setzen

to| =

(3. 20) P.(x) _ Va7t (X) Mit v, = (Jnﬁ (%) dx‘J‘ (I1=n=N,).

Die Polynome P.(x) bilden in (0, 1) ein orthonormiertes System Nach (3. 6),
(3.17) und (3.19) ist

|Pu(¥)| = 2| (x)| = 2(0rgg§1| Q. (x)|+1)= 2(Ogt;gllwn(x)| +1) (1=n=N),

also gilt (3.3) fir 1=n=N,. Wegen (3.17), (3.18), (3.19) und (3.20) ist

[nn(X)—Pn(x)]=]nn(x)]]l—a/,,lé

(3.21) L N |
T 2 g,
(1+4‘jwl) —1,1— ( 4M1) =M -5 4M1 =

= 211/.11 max
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Daraus und aus 3., (3.4), (3.5), (3. 8) (3.16) und (3.21) folgt fir x € (0, 1),
x¢ETUEL:

|1 (%) — (— 1Y@ P, (x) ]| = | (x) — Du(x) |+ | Pu(x) — (—1) O Fu(x)| +
Hkﬂmﬂw—GﬂMQﬂww—Wﬁ@@—memwH

+wmmm@—ewwamwm+m+A F=a

also ist (3.1) erfillt fir 1=n=N,.

Nun sei k eine beliebige natiirliche Zahl, >1. Wir nehmen an, daf}
die Polynome P.(x) (1=n=N,;) und die meBbaren Mengen E(&(0,1))
(1=i=k—1) schon derart definiert sind, daf (3.1), (3.3) und (3.17) fiir
1=n= N1, und (3.2) fir 1=i=k—1 erfiillt sind. Fiir .die Funktionen
7.(x) (1=n=N;1) und D,(x) (Ny-1<n=N;) wenden wir den Hilfssatz I

mit &== 8—"5 an. Laut diesem gibt es ein Funktionensystem {F,(x)} (n = Ni-1+ 1,
.,Ni) und eine meBbare Menge E;(S(0,1)) derart, daff die folgenden
Bedingungen gelten:
Ek
1. w(E) < —
w(Ex) i

k

2. die Funktionen F,(x) sind in [0, 1] stetig,

3. fiir x € CEf gilt F,(x) = (—1)"® @, (x) mit ji.(x)=0 oder 1,
4. max |F,,(x)|< max |(D7,(x)|

5 f () Fa(x)dx| < Ag (1= m = N1, Ner <= N).

Aus 2 und unter Verwendung des Approximationssatzes von WEIER-
STRASS ergibt sich ein Polynomsystem {Q.(x)} (Ni-1<n=N;) derart, dal}

(3.22)  max [Fu(x) —Qu(x)| < % T (Niecai<n=Ny)
: ) =zx=1 k
gilt. .
: Es sei Ex= Ei UEY, dann gilt nach 1, (3. 4), (3.7) die Beziehung (3. 2)
fiir i=k. Wir setzen
1

G,= [ll']l[l { ‘I‘?T?(X)dx; [ Qi(X)dx},
Mk:gﬁfél{ngix (lﬂl(x) l | Qn(x) l)}:

o= max ‘ f 70(x) Qn

L, n, m(n¥Em)

n m
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wobei [ die Zahlen von 1 bis Ny, und n,m die Zahlen von N,_;4 1 bis
N, durchlaufen, ferner sei :

’y = max 4N 7lu'k7 G ] und lk:yg(Nk_Nk_ﬁ_l)'
Auf Grund von 4, 3. 4), 3. 6), (3.19) ‘und (3.22) ist

Nach 3, 4, (3.4), (3.6), (3. 11) und (3. 22) ergibt sich mit einer einfachen
' Rechnung

fQi(x) dx = % (N <n=Ny).
; |

Daraus folgt wegen (3.17) die Beziehung

< 1.
3.24) | Gz '

Auf Grund von (3. 4), (3.23) und (3.24) ist

3.25) I = As.

Weiter erhalt man wegen 1, 3, 4, 5, (3.4), (3.5), (3:6), (3.7), (3.19) und
3.22) g = % und nach 4(3. 25) 0l é_% <1.

k

Fiir die Polynome 7,(x) (1=n= Ni_1), Qu(x) (Nx-1<m = N,) kann

also Hilfssatz 11 angewendet werden. Also glbt es. Polynome 7.(x) (N, 1<
<n = N,) derart, daB

(3.26) | Qu(x) — 7 (x)| = O'lclk = (Nk—l <n=N;0=x=1)

A

gilt und das ganze System {(x)} (1=n=N) in (0,1) orthogonal ist. Auf
Grund von 1, 3, 4, (3.4), (3.6), (3.10), (3.11), (3.22) und (3. 26) erhdlt man

. 43.27) 1— 4‘;;'11( ;fﬂi(x)dx =1 —1—4%(4,— (Ni-1 < n = Ny).
0
Ferner ist auf Grund von 4, (3.4), (3.6), (3.22) und (3. 26)

76,0 = Qu(x)] 170 () — Qi ()| = | Fu®)]| + ] Qu)—Fu()| + 4 =
(3.28) . ,

= max {(l)n(x)|+s—’;—{—is max | D, (x)|+ 1= sup v ()| +1=M;
O<a<l A, A, oze<i O<a<l .
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(Ni-i<n=Ny). Wir definieren die Polynome P.(x) (Ne.i<n=MN,) durch
die Formel (3.20). Dann bilden die Polynome P,(x) (1=n = N.) ein ortho-
normiertes System in (0,1). Nach (3.17) und (3.28) wird (3.3) auch fiir
Ni-i<n =N, erfiillt. Zur Analogie von (3.21) ist, auf Grund von (3.20),
(3.27) und (3.28), - '

(329 o m@—PEI= g

Daraus folgt wegen 3, (3.4), (3.5), (3.22), (3.26) und (3.29) fiir x € CE,
wie vorher, daf} (3.1) auch fiir Ny.i <n= N; erfiillt wird.

Auf diese Art ergibt sich mit vollstdndiger Induktion ein orthonormiertes
Polynomsystem {P.(x)} und eine Mengenfolge {E}, fiir welche die Bedmgungen
des Hilfssatzes IIl erfiillt sind.

Damit haben wir Hilfssatz Il vollstindig bew1esen.

Zum Beweis des Satzes 1 benétigen wir auch den folgenden.

~ Hilfssatz IV. Essei {g.(x)} (n=1,2,...)ein im Grundintervall (a, b)
orthonormiertes Funktionensystem. Dann kann zu jeder positiven Zahlenfolge
{e:} und zu jeder Indexfolge {N;} (0= N,<N,<-.--<N;<---) ein solches in
(@, b) normiertes System von beschrdnkten Funktionen {,(x)} und eine solche
Folge von mefbaren Mengen H:(S(a, b)) angegeben werden, daj3 die folgenden
Bedingungen erfiillt sind :

b _ . .
(3. 30) | [$ ) wnxdx=0  Ner<n<m=N;i=1,2,..),
(3.31) Cgn(X)—ya(x)| <& fir x€CHi,, Noaa<n=N;

und . : ’

(3. 32) - Cw(H)<e  (=1,2,..).

Beweis von Hilfssatz IV. Da die Funktionen g.(x) (n=1,2,...)

quadratisch integrierbar sind, so existiert zu jedem &< -] eine positive

2
Zahl O; (sogar mit J;=g¢;) derart, dafl fiir jede melibare Menge H mit
u(H) = d; die Ungleichungen

_[90?,(x)dx<si  (NViaa<n=N;i=1,2,...)

. H
bestehen und fiir jedes n
(3.33) lim u(E$") =
N>

ilt, wobei EY” die Menge derjenigen Punkte x bedeutet, fiir die |@.(x)|= N
g , 1g¢ d !

A3
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ist. Nach (3.33) existiert zu jedem n ein Index N,, fiir welchen

i

“(ER) = ZN—nNry

(Na<n=N)

ist.
Wir setzen

E= U E (=12..)

" =1\'L'_ 1+1

dann ist u(E;) g—g—i. Wir iiberdecken die Menge E; mit einer offenen Menge
H; vom Maf

(3.34) w(H)=29d;
und fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:
(3.35)  M=sup( max_ g+ 1), K=ry_y o (=12..).

a€CH; NL-__1<11§N1;

wobei die Zahlenfolge {y,} durch die rekursiven Gleichungen

n-1
(3.36) y, =1 yn=1+%ﬁ (n=2,3,...)
definiert sind; fernér sei
;o &; .
(3.37) B : sL~—-—Mi_Ki (i=12..)

Mit derselben SchluBweise, wie oben, erhalten wir, daB es eine positive
Zahl d¢ derart gibt, daf.fiir jede mefbare Menge H’' mit w(H')=0; die
Ungleichungen ' o

-~ (3.38) [idx<s = (Nei<n=N;i=1,2,..)

&
bestehen, und daB es zu jedem r anch einen Index N, = N, gibt, fiir welchen

4

H (El(\;g) = m (N'—l <n= Ni)

gilt. Wir setzen

’
3

Da w(E) = 5 ist, konnen wir die Menge E/ mit einer offenen Menge H;

*) Wegen N, =N, ist E(\”’,)lg Egj:l, also auch E;SE,.

n—
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derart tiberdecken, daB : .
H{SH; und w(H)=0]
gelten. :
Hiernach teilen wir die Menge H/ in N;—N,, paarweise disjunkte
meBbare Mengen /2 (I=1,2,..., N;—Ni.;), die alle vom gleichen MaB sind,

d. h. mit
' (3.39) w(l?) = J

Ni— N, (l=-1)2y---: M—Ni-l).

Dann definieren wir ein System von Funktionen vy, w(x) (I=1,2,..., N,;—
—Niy;i=1,2,...) folgenderweise : C
ox_n(x) ' fir x¢€ CH;,

I fir xel®
(s=1,2,...,1—1),

. 1
(3.40)  Yk_u(x)= N._\T :
! i) = (s’ N "1) fir x¢ 9,

0 fiir die tibrigen Punkte
x von Hj,

wobei ¢(>? Konstanten sind, die so gewdhlt werden sollen, daf} die Funktionen
Wy, w(x) ((=1,2,...,N;—N;,) ein orthogonales System bilden, d. h. die
Bedingungen

b
0= j‘#f\m 1+ (x) ")D:\"i— 1+ (x) dx= j szllvi_ i (x) 1.2"’5\’1'_1“ (x) dx+

k .
(Bw) o( 9,5
(),_ 13 ’
NN &

(I=k<I=N;—N.,) erfiillt werden. Die Werte von ¢{°*? (/= 2) ergeben
sich eindeutig aus den Bedingungen (By), dadie Integrale an der rechten
Seite offenbar nicht von den Konstanten c¢®? (/= sz= 2) abhingen. Ferner
bekommen auf Grund von (3. 38), (3.39) und (3.40)

(3.41) G| =c6D  (1=2,..., Ni—Niy; i=1,2,...).

Dann koénnen wir die Werte der Konstanten ¢§»?- (I = 3) aus den Bedingungen
(Bz) bestimmen, da hier die Integrale rechts offenbar nur von denjenigen
Konstanten ¢{>% abhangt, die schon bestimmt wurden. Auf Grund von (3. 36)
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~ (3.38), (3-39), (3.40) und (3.41) ergibt sich.

|egn] = yyeid  (1=3,4,..., N—Niy;i=1,2,...).

So fortfahrend bestimmen wir mittels der Bedingungen (Bs) die Werte der
Konstanten c¢{»» usw. Durch Rekursion konnen wir also alle die Konstanten
¢V bestimmen und sie geniigen Ungleichungen von der Form

(3.42) g = (I=k=I=N—Ni1;i=1,2,..)).

Nach' der Definition von Yy (x) und wegen (3. 35), (3.37), (3.38), (3.39)
. und (3.42) ergibt sich nach einfacher Rechnung

(3.43) 1—-&—J¢ x)dx=1 —i—— fir N <n=Ni
Wir betrachten nun die normierten Funktionen

(3.44) wn(x)—p,,w,,(x) mit o,= (Jw (x)a'x) - (n=1,2,..).

Nach (3.35), (3.40), (3.43) und (3.44) gilt fir x € CH,

3.45)  |pu(X)— (@) =] () —0npu(X)| = |pn(D)|[1—0. = &
(N[..1-<Il =N;i=12,.. .).

Danach ist es wegen (3.34) und (3.45) klar, daB die so erhaltenen Funk-
tionen Yn(x) (n=1,2,...) und Mengen H; (i=1,2,...) die in der Behaup-
tung des Hilfssatzes IV vorkommenden Bedingungen erfiillen.

Damit haben wir den Hilfssatz IV vollstindig bewiesen.

§ 4. Beweis von Satz 1

Sei {@.(x)} (n=1,2,...) ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funk-
tionensystem, {N;} (0= N,<N,<---<N;<--:) eine beliebige Indexfolge und -
{&} (i==1,2,...) eine positive Zahlenfolge. .

Wir werden auf das Funktionensystem {¢.(x)} und die Folgen {Ni},

% .den Hilfssatz IV an. Also existiert ein normiertes System {y.(x)}
(n=1,2,...) von beschrinkten. Funktionen und eine ‘Mengenfolge {H}
(i==1, 2,...), die (3.30), (3.31) und (3. 32) erfiillen.

Danach wenden wir a-uf das Funktionensystem {w,,(x)} die Indexfolge

{N;} und die Zahlenfolge den Hilfssatz Il an. So erhalt man ein ortho-

7
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normiertes Polynomsystem {P.(x)} (n=1,2,...) und eine Mengenfolge {E;}
(i=1,2,...), die (3.1), (3.2) und (3. 3) erfullen

Es sei G;=E;UH; (i=1,2,...).
. Wir beweisen, daB dieses Polynomsystem {Pu(x)} (n=1, 2,. ..) und
diese Mengenfolge {G;} (i=1,2,...) die in der Behauptung des Satzesl
vorkommenden Bedingungen erfullen Fir x€ CG;

@ 1) pu(®)— (=1 Pu(x)] = |9u () — )| + | u () —(— 1)"(’”’P M|=a
(N, (<n=N;i=1,2,..)

und
(4 2) ‘ #(GL) = lL(E,') —f—‘u(Hi) =g (l= 1,2.. )
bestehen. '

Da die Folgen {N;} und {&} beliebig waren, folgt aus (3.3), (4. l)und
(4.2), daB (1.1), (1.2) und (1.3) erfiillt sind.

Damit haben wir den Satz 1 vollstindig bewiesen.

§ 5. Beweis von Satz 1*

Wir nehmen an, der Satz sei falsch. Dann gibt es zwei Indlzes q,r,
fiir die

If¢4@¢xndx—v;

ist. Wir wahlen die lndexfolge {N} (i=1, 2 ) s0, daf Npa<q,r=N;
gilt. Wir setzen '

=g >0

=maxt fcpi(x)dx,pjcpf(x)dx},' K — max {K,, K}
und ‘ ' o
min (g, 1)

FATDERET0—a T

Dann kann ein J derart angegeben werden, daB fiir jede Menge E, fiir die
p(E)< 0 ist, die Beziehung

G.2) max | [g}(0dx, [gR(x)dx} < S?

S (5.1) | Si=

besteht. Nun sei {&} (i=1,2,...;i5k) eine beliebige Zahlenfolge und sei
5.3) ' A & = min (J, Sk).

Betrachten wir das in diesem Falle existierende Polynomsystem {Pn(x)}
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(n=1,2,..). Dann sind auf Grund von (1.4), (1.5), (1.6), (5.1), (5. 2)
und (5. 3) '

b

= | [ (e ) — (— 1) 6o () P () 4 (— 1) g5, (x) P (x) —
— P P)ax| = | [ 5,9 () —(— 1Y P, ()] +

[ P Og0—Pr)ax] =| J#i— 1 Py +

+ || o) () — (= 1) P, ())ax| +

) 13

+] [ P (=1, () — P(x»dxl+l | P () — Pu)dx| =

CEy, £y

s| [riar [daf [ g@ar] &+ 107 [ i+ +

CE k CEy,

[ P; (x)dx skdx] +H [cpr(x)dx] +s§!“’}-”(k'q+1) Jq)q(x)dx] —i—e;f} =

Clgy Ey, Iy,

=g Vb—a A+ S[(Ke+ 1Skt 8 + &) b—a +
' +(K Sk + e (K, + 1) S+ 8. é%cq,.. |

Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit von Satz 1%,

§ 6. Beweis von Satz 2
Wir wenden auf das Funktionensystem {@.(x)} (n=1,2,...) und die
Indexfolge {Ni} O=N,< N1 <---<N;<--+) von Satz 2, mit der Zahlenfolge

& ,
©.1) B 2H(N;— Ni.)) max {sx,_j+1, . -+, Sx;} G

den Satz 1 an. Es sei {P.(x)} das so erhaltene in (a,b) orthonormierte
Polynomsystem und es seien Gi(S(a, b)) (i=1,2,...) die so erhaltenen Mengen.
Fiir x € Gi— G, besteht nach (1.1), (1.7) und (6.1) die Beziehung (1.8) fiir
i=m. Es sei Z== hmG "Zum Beweis von Satz 2 zeigt man einfach, daf3

u(Z)=0 ist. Offensichtlich ist aber
' 5

IICS
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fiir jedes i,. So ist auf Grund von (1.2) und (6.1)

TOEDWICESE

=i, L—lo

fiir jedes i,, daraus folgt ;L(Z): .
Damit haben wir den Satz 2 bewiesen.

§ 7. Beweis von Satz 3 -

Wir werden nur die behauptete Verschirfung der Satze C,F und I vor-
fithren, da die Sitze A, D, G und H auf Grund des Satzes 1 und die iibrigen
Satze auf Grund des Satzes 2, mit Zuhilfenahme der urspriinglichen Beweisfiih-
rungen des Herrn TANDORI analog behandelt werden konnen.

Verscharfung von Satz C. Ist fiir die positive Zahlenfolge {An}
die Bedingung (1.9) erfiillt, so kann man eine positive, nichtabnehmende
Zahlenfolge {4.} angeben, fiir die
(7. 1) ' ln = O(ZN)
und '

18
|l__.

>
(]

—
- =0
bestehen (TANDORi [1]). Nach einem Satz von TAnDORI ([1], Satz V) gibt es
ein in (a, b) orthonormiertes System von Treppenfunktionen {®@,(x)} (n=
=1, 2,...) und eine Folge von mefibaren Mengen {/,} (n==1, 2, ...) derart, dai

=

"

| @y (x)| =2 fiir X €1 (m=1,2,...)

gilt und jeder Punkt x€{(a,b) in unendlich vielen [, enthalten ist. Mit
Anwendung von Satz 2 mit s,=1 (n=1,2,...), Nu=m, Gu=1., (m=
=1,2,...) ergibt sich ein in (g, b) orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)}
(n=1,2,...) derart, dal§

|Pu(x)| = (1—~#) 4

fiir fast alle x fiir unendlich viele m besteht. Aus (7. 1) folgt dann, dafl (1. 10)
anstatt ¢,(x) mit P.(x) fast tiberall in (q, b) gilt.
- Damit haben wir die gewiinschte Verschdrfung von Satz C bewiesen.

- Verschidrfung von Satz F. Nach einem Satz von Tanpor! ([1],
Satz X), kann zu jeder positiven, monoton nichtabnehmenden Zahlenfolge {4.},
die die Bedingung (1.9) erfullt, eine positive, monoton nichtabnehmende,
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ins Unendhche strebende Zahlenfolge {1,) angegeben werden, die die Be—
dingung :
(7 2) ) I‘{n = 0(;_”1)

erfiillt. Weiter. kénnen ein im Intervall (a, b) orthonormiertes System von
beschrankten Funktionen {¢.(x)} (n=1,2,...) und Indexfolgen {n;} und
{m;} derart angegeben werden, daB fiir ]ede natiirliche -Zah! r und- fiir
]edes x in (a, b) die Ungleichung :

AR ()
(7 3) A(,) ((Pns(x)|— 24 ‘(P (x)l = i””n
_ns 19&’15
fiir unendlich viele Indizes n; gilt wobei ¢(r) eine nur von r abhingige po-
sitive Zahl ist.
Es sei {N;} (O—N,<N,<---<N;<--) eine beliebige Indexfolge. Wir
wahlen die Folge {&} (i=1,2,...) so, daB

(7. 4) ' > (Ni—Nizi)e; < o

1—]
besteht Dann ergibt sich unter Anwendung des Satzes 1 ein orthonormiertes
Polynomsystem {P,(x)} (n=1,2,...) und eine Folge von mefBbaren Mengen
E{(S(a, b)) (i=1,2,...) derart, daB fiir x¢ CE; und Nii<n=N;

(1.5) [pu(x)—(—=1)"*P,(x)| =&  (j(x) =0 oder 1)
und
(7.6) o wE)=¢

gilt (=1,2,...).
Nach (7.4) ist
(1.7) > s, <oo.

i=l1 t
Aus (7.6) und (7.7) erhdlt man durch eine einfache Rechnung
(7.8) i w(lim Ej)=0.
Auf ‘Grund von (7. 8)' existiert zu fast jedem x € (a,b) ein solches i, daf

x& E; fiir i>i,. Es sei .
Jo()=ji(x)  (Na<n=N;i=12..).

Wenn xoeC(hm E) und N eine beliebige natiirliche Zahl ist, besteht wegen

i->
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(7.4) und (7.5) fiir jedes «>0 die Beziehung

1 nl [+3 o,
@ 2 AR (P ) —(— 1) Vg () | =
N »=0

N :
5 DAL P — (D ()] = 3P —(— 1) g =
. : =0

N =0

- (1.9)

=

M

IP 1'(x0)_( 1)]1’(%)- Pw(Xo)| =

Nio .o @
=2+ 2 iAo — (g0 = C+ 3 (Vi Nes < C )
Hierbei sind C(x,) und C’(x) VVOn N unabhingige positive Zahlen. Es sei
(r)(x)

A(,) Z‘Aff),,P (x) (n=0,1,...).
Nach (7.3) und (7.9) ist | ‘
|ﬂ5733(xo)| = (r) Z‘ASZ?S_,,[(Py(xO)_——(—1)"'""") P (%)) +(—1)" P, (x))] | =
(7.10) = A") Z‘A&??s-y(—bmxo)q;y(xg) — .
’Jus =0
°n y o - c(r
|2 3 AP — ) | 2 Do, —C 5
2ng v=0

Aus (7.2), (1.8) uqd (7. 10) folgt, daﬁ die Relation

(1.11) . hm i 1n’>(x0)|_oo
fast iiberall im Intervall (a, b) gilt. Wenn (7. 11) fiir r = ¢,> 0 erfiillt wird, dann
gilt es auch fiir jedes .« =«, (TANDORI [1], Satz X). Da r beliebig ist, so
ergibt sich, daf fir dieses Polynomsystem {P,(x)} (7.11) fir «>0 fast
iiberall im Intervall (a, b) besteht. '

Damit haben wir die gewiinschte Verschiarfung von Satz F bewnesen

Verschédrfung von Satz I. Wenn die positive, monoton nichtab-
nehmende, ins Unendliche strebende Zahlenfolge {4.} die Bedingung (1.9)
erfiillt, so konnen nach einem Satz von K. TanpOR1 ([3], Satz Il), eine im
strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge {N;} (i=1,2,...) und ein im
Intervall (a, b) orthonormiertes System von beschrdnkten Funktionen {g,(x)}
(n=1,2,...) derart angegeben werden, daB iiberall im Intervall (a, b) fiir
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jede natiirliche Zahl N

69 an(f) b dt = \ Z: a0 tpn(t)‘ dt+

"=Nm 1+

(1.12)

. .

+J ' \Z‘ ?n(x) an(t)‘ dt: O(;v,\’) (Nk_] < NéNk)
N==1 Ji— 1 .

gilt, und fast iiberall in (a, b) fiir unendlich viele Indizes m

b
J‘ N
n=1
a

711

0|t = j | pom|a—

Vim-1+1

(1.13)

Ni;

D (%) (pn(t)‘ dt=cly,

n=Ny_q+1

m-1

—2

besfeht, wobei ¢ eine posxtlve Konstante ist.
Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein:

- M;= sup ( max [(p,,(x)H—l) (i=1,2,...).

aZx<lb N _1<n=N,

Wir wihlen die Folge {s;} (i=1,2, ...) derart, daB die Beziehung

(1.14) (Ni— N ) Mie;< oo

M

besteht. Nach Satz 1 existiert also ein orthonormiertes Polynomsystem {P.(x)}
(n=1,2,...) und eine Folge von meBbaren Mengen E;(E(a, b)) (i=1,2,...)
derart, dal} die folgenden Bedingungen erfiillt sind: fir x¢ CE; und fiir
M-] <n= Ni ist

(7.15) () —(—1) PP, (x)| =&  (ji(x)=0 oder 1),
(1.16) P =2M; ' '
und ‘
(7.17) uw(E) =e.
Nach (7. 14) ist
(7.18) Dlai< oo,

Aus (7.17) und (7.18) erhilt man durch eine einfache Rechnung
(7.19) w(lim E)) =0. ’

-0
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Auf Grund von (7.19) existiert zu fast jedem x,€ (a, b) ein solches i, daB
x¢E; fir i>i, gilt.

Ist x, € C(l_lm E)und N (>N, und Ny < N= N,) eine beliebige natiir-
liche Zahl, so besteht wegen (7.12), (7.14), (1.15), (7.16) und (7.17)

b b )
N k-1 Ny

j >’ p (xO)P,,(t) dt= le NZ+ P,,(x[,)Pn(t)‘dt-i-
n=1 m= N=Npy .1

N
> Pu(x)Pa (z‘)‘ dt=
1—1\'k_1+1

b
+ 1.

7)1

2> (Pilx)—(— 1), (%) + (— 1) . (x,)) -

=Ny _1+

(Pu(®)—(=1)"" %(f) + (=1 fpn(t))l dt+

+ J ln 1;1+1 (Pn(xo) ( )J';.-(zo) PNEN) +(__1)jk(10) q)n(xo))-'

(Pl — (=1 9.0+ (=1) an(f))‘ dt =

iy » k-1 !
(2+2)j
m=1 m=ig+1

+JLW %wmw—ewwmwﬂ+

m -1t

+J

> (Pule)—(— wwwmmmﬂw+ 

n=N}._1+

m

> mm><WM@mmmM+

=Ny, _1+

lIA

%w%dmh
A=Np; _1+1

b
+)
N

2;mmmm—&w%mMW+JL§;mmwﬂwé

11:1\7}{_14-

b
+]
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b

f 2 P D POl

n=nN,, 1+1

=C(x)+ Zk-:

m=iy+1

U [ 3 incalipo—- o0l +00) =

CF”I }”"l 1“ 1
= C(xo) + ;:I (N;i—N;-1)2M;&(b—a)+ 2‘; (Ni— Ni.)Miei(b—a) +

+%—-1: (N’:'—NL'--I)BM?SL‘."*— O(Z'N)y
folglich

N

Z P.(x) P(t)|d t=C'(x)+ O ().

n=1

b
(7.20) f
Hierbei sind C(x,) und C’(x,) von N unabhédngige positive Zahlen.
Aus (7.19) und (7. 20) folgt, daB (1.13) mit P.(x) anstatt ¢,(x) fast
tiberall im Intervall (q, b) gilt.
_ Es sei Z’ die Menge derjenigen Punkte x in (g, b), fiir welche die
Bedingung (7. 13) nicht gilt; nach der Bedingung ist

(1.21) ' w(Z')=0.

Auf Grund von (7.13) ergibt sich unter Anwendung'der vorigen Ab-
schitzungen, fiir x,€ C(( hm E) U Z ) und fiir einen beliebigen Index N,.(> N,,),

die Beziehung

f

N,

m

2, Pa(x) Pa(t) | dt-= f lu s o P Pull) at—

n=1

f|“’meQM=
n:Ak 1+

b

-J

a

'N"I l
Z (Pn (xo) _ (_ 1 )Jm(xo) Pn (xo) +(—1 )Jm(a:o) ®n (xo)) .

"=.Nm—l‘*'1

(P — (1Y, (t) +(—1)" p, (t))]dt—
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*‘k

” (P =D )+ ()

n= NLI

(Pl — (1) g (t) + (=1, (t))] dt=

b

m

2 rpn(xo)qon(t) ' df—

n=Ny, _1+1

a

111

- i (P = (=) ) Py (t)l a—

a

— _Z o) P — (1Y 1) at—
-J].Z. 3.0)

( m 1
zo+1

” Z (Puli)—(— )J'k‘4°)q>4l(xo}) P, (l‘)’dH—

-I—J n=z%1 Pu(x) (Pu(t)—(— l)fk(t)qon(t))‘dt-{—J‘m;l gon(xo)gon(t),dt%_z

m-1

>Jl Z ?11(xo)90n(f)*dt—z

n=Ny_1+1

Z 919D ‘ dt—C’(x),

n=Np_1+

folglich ist

b ox

(1.22) J

a

m

2 P, (x,) P,,(t) dtz e, —C'(x).

n=1

Aus (7.19), (7.21) und (7. 22) folgt, dall (1. 12) mit P,l(x) anstatt ¢.(x)

fast iiberall im Intervall (a, b) gilt.
Damlt haben wir die Verschdrfung von Satz | vollstandxg bewiesen.
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