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Uber das nicht ausgeartete Rédeische schiefe Produkt Go I
Von Z. JANKO in Listica (Jugoslavien)
-Prof. L. Rédei zum 60. Geburtstag

§ 1. Einleitung

L. REDE! hat in der grofien Arbeit [3] das schiefe Produkt Go I zweier
Gruppen G, I” mit den Elementen (a,e) (a € G,a € I') und der Produktregel

(1) (@, @) (b, B) = (ab* ", "’ B)

allgemein untersucht, wobei 5% 8% a’,«’ Funktionen der angegebenen
Argumente mit Werten aus G bzw. I sind, und die Bedingungen dafiir auf-
gestellt, dal Go I eine Gruppe mit der Einheit (e,¢) ist (wo e bzw. ¢ das
Einselement von G bzw. [” ist). Diese Bedingungen sind (vgl. REDEI[3], § 3):

(2). =g, e"=F=q'=¢ a'=gq, F=e'=0a"=%,
(3)  o'=c, yP=y,

4 4 ' —e, ¢ =z¢,

) N T CO W G WG N (L N o

©6) CECP =)@ P =0

(M) Fr = EDT, B = (b)),

(®) LG =0, (@) =@,

© g, T,

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann sprechen wir iiber eine (Rédei-
sche) Gruppe Gol.
Aus (2) bis (9) folgen noch weitére Gleichungen:

(]0) . . . 7/ e y Ctty J— Ca
(] ]) R ‘ . Cu.b B — Cﬂ, . 71, P — yb .
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Sind genau k der vier Relationen b“=15, 8*=e, a’=¢, «' =« identisch
erfiillt, wo e bzw. ¢ das Einselement von G bzw. [ ist, so heifit GoI" k-fach
ausgeartet. Im Falle k=0 nennen wir Gol nichtausgeartet.

Es gibt nur vier wesentlich verschiedene zweifach ausgeartete Fille:

GiI': (a,@) (b, )— (ab, a' ),
Gar: (a, @) (b, §) = (ab", &),
Gl (a,@) (b, ) = (abs, d’ad),
Gl (a,@) (b, )= (ab", a’ed),

von denen die ersten zwei gerade die Schreierschen Erweiterungen von r
mit G bzw. die Zappa—Szépschen Produkte von G und [I" darstellen..

KOCHENDORFFER [2] untersuchte die iibrigen zwei Spezialfalle und stellte
fest, dall die durch GsI', G+I" gelieferten Gruppen sich als zweimal hinter-
einander ausgefithrte Schreiersche Erweiterungen erzeugen lassen, wobei
jedesmal die bei den Erweiterungen auftretenden Bestimmungsstiicke sich aus
den Angaben G, " und aus den ebenfalls angegebenen Funktionen . g* o’
bzw. b% a’ festlegen lassen.

REDEI [4] stellte die Frage, ob mit dem Verfahren aus [2] sich sogar
jede Gruppe Gol  in einige hintereinanderfolgende Konstruktionen von der
Art GiI', G2I zerlegen lasse. F. RUHs [6] sagt, daB die Beantwortung dieser
Frage sehr schwierig sei. Er gibt eine Antwort fiir den Fall der einfach aus-
gearteten Gruppen:

G+I': (a, ) (b, 8) = (ab,@“, a'a’p)
GxI: (a, e) (b, 8) = (ab®, a"c"8)

und zwar stellt er fest, daB G/ eine zweimalige Schreiersche Erweiterung
gewisser Untergruppen, wihrend G#x/" eine .einfache Schreiersche Erweite-
rung gewisser Untergruppen ist, von denen die eine ein Zappa—Szépsches
Produkt ist.

TiBILETTI [7] untersuchte die nicht ausgeartete Gruppe GoF hat aber.
- nur gezeigt, dafi die Gruppeé Go [’ sich mit zwei Schreierschen Erweiterungen
und mit einem Produkt zweier vertauschbaren Gruppen herstellen 145t. Da der
Durchschnitt dieser vertauschbaren Gruppen nicht immer das Einselement ist,
somit dieses Produkt im allgemeinen kein Zappa—Szépsches Produkt zu sein
braucht (vgl. [5]), so haben wir im nichtausgearteten Fall noch nicht die
vollstindige Beantwortung der Rédeischen Frage.

Wir betrachten die (nicht ausgeartete) Rédeische Gruppe Gol’, bestimmt
durch vier Funktionen b ,8%a’,«". Dann gelten die Bedingungen (2) bis (1 1)
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Halt man in den zwei Funktionen cf(€ G), y*(¢ I") den Operator 8 bzw. b fest
und 1aBt das Grundelement varieren, so entstehen zwei Abbildungen, die wir
in der Form

(12) c—c? (ceG), y—y (vel)
bezeichnen. In [3] §4 hat REDEI bemerkt, daB zur niheren Untersuchung der
Gruppe Gol diese Abbildungen gute Dienste leisten konnen, aber diese
Abbildungen verhalten sich im allgemeinen recht kompliziert.

In Janko [1] wurde gezeigt, dall die Abbildungen (12) Permutationen
von G bzw. I" sind und wenn wir

(3) ey e )

1Yy et o
(14) - "az(b“ ("I ) ) " l(bb l)l
setzen, dann gelten die Beziehungen
(15) _ (Fay=a, (e)=cq.

Wie iiblich, nennen wir eine Untergruppe L(A4) von G(I') zuldssig,
wenn sie bei den Permutationen c¢—¢f (y—y") in sich abgebildet wird.
Wegen (13), (14) und (15) gilt: Wenn eine zuldssige Untergruppe L(A) von
G(I') alle Elemente von der Gestalt «#(a") enthdlt, dann sind die Abbildungen

cocf(c€l) (=7 (red)).
Permutationen von L(A). Diese seien induzierte Permutationen genannt.
In dieser Arbeit untersuchen wir weiter die nichtausgeartete Rédeische

Gruppe Gol und zeigen insbesondere, dalj gewisse nichtausgeartete Gruppen
Gol” sich sogar mit drei Schreierschen Erweiterungen herstellen lassen.

§ 2. Eigenschaften gewisser Komplexe von G und I’

ReDE! [3] definierte die folgenden vier Komplexe:
G besteht aus den « mit.a”=cc (=),
Go s o A , br=¢ (=",
I B » y €, a“==a (=a'),
-, ” y @ 5 B =e¢ (=0a"),

wo e bzw. ¢ das Einselement von G bzw. I’ ist. Es gilt e€ Gy, G, e€ 1, Iy
Ferner lassen sich (3), (4) so aussprechen:

a’ € ['1, .-‘n; «f € Gl, Go.



Uber das nicht ausgeartete schiefe Produkt ©o4T

REDE! bemerkte auch, dai Go/l® dann und nur dann ausgeattet ist, wenn
mindestens eine der Gleichungen

Gi=G, Go=G, I=1I, =1
gilt. Wir werden hier einige Eigenschaften dieser Komplexe beweisen.
Satz 1. Die komplexe Go, I'y sind zuldssige Untergruppen von G bzw. I,

Beweis. Wenn ay, b, € Gy ist, dann ist ¢v=¢ und c=e¢ fiir alle
¢ € G. Nach (7») ist ¢*=e¢. Aus (7s) folgt ferner fiir b=bo, a="0b;'

woraus fiir ¢==5b," sich

ergibt. Also ist .
~1
(cb) ==

Fiir c=ab;' folgt hieraus endlich

fiir alle a € G. Der Komplex @, ist also eine Untergruppe von G. Diese Unter—
gruppe ist auch zuldssig, denn nach (10.) ist-

bl, UN

C ==C =é&.

Annlich beweist man mit Hilfe von (7,) und (10;), daB der Komplex /' eine.
zuldssige Untergruppe von [’ ist.

Korollar. Die Abbildungen c¢— c? bzw. y— y* induzieren Permuta-
tionen von Gy bzw. 1. :

Satz 2. Die Komplexe G'= Gon G, und I"=1un1" sind zulissige
Normalteiler von Go bzw. 1. :

Beweis. Wenn «, b € G ist, dann ist b'a’ € G, und &' € G,. Man
muB noch beweisen, daB b'a’ € G, und &' € Gy ist. Nach (6) ist 7" “ =7y
und yb* " =9""". Fiir y=—¢ folgt aus der letzten Relation b" =y, fer-
ner gilt 7" l~/ Der Komplex G 1st eine Gruppe. Wenn & € G’ ist, dann

ist & ¢ Gy und nach (59) ist auch ¥ = y. Die Untergruppe G’ ist also zu-
lassig. Wenn a' € G" und b, € Gy ist, dann ist nach (6.):

‘}/bﬂ“ bo ;! — (./b“a )Im 1’
’ ?,b“u’ — ‘/bu’
-1
Aoy =v.
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Es gilt also
, =1
},b\,u bo :.},

somit ist G’ -nor_rﬁal in Gy. Ahnlich beweist man, da I zuldssiger Normal-
teiler von [, ist. -

Korollar. Die Abbildungen c¢—cf bzw. y— ' induzieren Automor-
phismen von G’ bzw. I".

Nach (5) ist ndmlich (a'6) =a'“b'", (¢'8) =" 8" (@, VeG, «, el
Satz 3. Wenn die Gruppe I' abelsch ist und identisch a’=0b" gilt,

Yann ist der Komplex G, eine zulissige Untergruppe von G. (Ahnliches gilt
fiir l.jl ) . ’

Beweis. Sei «'=« und «" =« fiir alle « € [". Dann folgt aus (62)

ahlu,b«lz — (btlt)u, (ab,)a,,

also
. «"by = al e,
und daraus ergibt sich wegen (10.)
"6 =a}'e,
also-endlich
" =c.

Ferner folgt aus (6.)
' -1
((b] __(ba)b, b ,
also
Iu (b )b| bl ,
d, h.
-1

b
at =q.

Der Komplex G ist also eine Gruppe.
Aus (5.) folgt
: B

(C"lﬂ-—_— (ﬂa)alfcﬂ,

also
n,ﬁ ﬁu
«'B=qi ap,

d. h. wegen (45)

oy

« =«.

Die Gruppe G, ist also zulissig. Damit ist Satz 4 bewiesen.
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In §3 werden wir den folgenden Satz anwenden.

Satz 4. Wenn die Abbildungen y—y" (y € .I') nicht nur Permutationen
sondern sogar Automorphismen von I’ sind, dann gelten die Beziehungen

b 'b" eGu, bl b5 € Gy

fiir alle be G boe Go, €l
(Natiirlich gilt auch der ,,duale” Satz fiir 1%, I'1.)

Beweis: Aus (72) und (10,) folgt
(16) - B G e (2 N iy L
Weiter folgt aus (52) -
@) e =)y

und daraus ergibt sich wegen (4,), (2;) und (¢ ¢)’ = (¢*"') e
14

(17) | @ ="
Aus (16) und (17) folgt
(18) - PO () (cb’l)"(c"').

Wieder nach (72) ist

(Al

)

=¢ also schliefilich

(b'l)" (™) (e

Hieraus und aus (18) folgt ¢*™'*"

b6 € G

Wir haben noch dfe Beziehung b3 b5 € Gy (bo € Go, ¢ € I') zu b‘eweisen._
Aus (6:) folgt

. = - bg
(19) st — ()
denn nach Satz 1 gilt 6§ € Go. Andererseits folgt aus (52) und (10:)
(o) e = G, |

also o

o ¢ e\
(20) : _ (% ) __(. ).
Ferner ist nach (6-)

-(21)
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Aus (19), (20) und (21) folgt endlich

=1y
vt =

d. h.
' bi'b% € Gi.
Damit ist Satz 4 bewiesen. _
Bemerkung. Es existiert die nicht ausgeartete Rédeische Gruppe
Gol’ mit den folgenden Eigenschaften:
a) die Gruppen G, I" sind abelsch,
b) es gilt identisch a" =b", " = 8%
c) es gilt identisch (ab)Y =a" 6", («¢p) = «'§".
Das Rédeische Beispiel der nicht ausgearteten Gruppe Go /™ aus [3] § 14 hat
offenbar (wie man leicht einsieht) die verlangten Eigenschaften.

§ 3. Dekomposition gewisser nichtausgearteter Gruppen Go I’

Die Komplexe Gi, G’ haben die Bedeutung aus § 2.

Satz 5. Ist die Gruppe Gol" so beschaffen, daf3 die Gruppe G abelsch
ist und die Abbildungen v — v*(y € I') nicht nur Permutationen von I" sondern
auch Automorphismen von I" sind, so ist die Menge (Go, I") der Elemente
(au, @) (@ € Gu, « € I") ein Normalteiler von Gol' und es gilt

(22) Gol/(Gu, I') = G/Gy,

d. h. die Gruppe Gol ist eine Schreiersche Erweiterung von (Ga, ) mit
G/Go, wobei die bei der Erweiterung auftretenden Bestimmungsstucke sich aus
den Angaben G, I" und aus den ebenfalls angegebenen Funktionen b, 3, a", <
festlegen lassen.

Beweis. Der Komplex (Go, [") ist eine Gruppe, denn es gilt (mit
o, b€ Gy) * ' : . '

(@0, @) (bo, 8) = (aubii 3%, ™ ﬂ)
(a0, C‘)_l = ((aa - “—l) (au ’
1

(s. RepEi [3], §4) und nach Satz 1 ist awbia®, (e )', ai' € Go..
Ferner ist (Go, I’) normal in Gol’, denn aus

. (GU: «) (b, 8)==(b, ) (c, 7’)’ (af’ € G"):
folgt :
(aob* 5%, aie’ 8) = (b, 6°8°),
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also nach Vergleicheh der ersten ,,Komponenten”
| Cﬁ= b—l b“a( y “(‘}’ﬁ)—l
woraus nach Satz 4 und Korollar von Satz 1 schhe[.’)llch ¢ € Go folgt.

Man setzt
G= Z HEN

ACUIG,

Die Abbildung
A— (U,\, 8) (Gn, Iw) (A € G/Gn)

zeigt‘ daB (22) gilt. Die Gruppe Gol ist also eine Erweiterung von (Go, I')
mit G/Gy. Jetzt werden wir noch das Faktorensystem und die Automorphxsmerk
menge dieser Erweiterung berechnen. Es gilt fiir au, by € Ga

(U4, &) (au, ) (ug, &) (by, 8) = (uél, &) (autts, ay" e ") (bo, B) =
= (ua, &) (Upao, ai’a"?) (bo, B) = (ua, &) (i, ) (@, @" ") (bo, £) =
— (ua, &) (us, &) (U3 uy, & (av, di’e"”) (b, 8) ==
= (uattye, us") (U3 u%, £) (o, ai?e"*) (by, 8) =
— (uantanitatig, Us") (Us u%, &) (a0, av’ ") (bo, B) =
== (s, &) (Unk Ualty, us") (U5 UG, as’ ") (b, B).
Da uipusuy € Go und ujy'uf € Gy (Satz 4) ist, so ist
(Uanaup, Us")
das Faktorensystem und jedem B € G/Gy ist ein Automorphismus
(a0, €) — (U ufav, ab’ "?) '
von (G'., I') zugeordnet.

Satz 6. [stdie Gruppe Gol" so beschaffen, daf3 die Gruppe G abelsc/z
ist und die Abbildungen y — y* (y € I') nicht nur Permutationen von 1" sondern
“auch Auatomorphismen von I" sind, so ist die Gruppe (Gu, I') eine Schreiersche
Erweiterung von G’ mit einer Schreierschen Erweiterung von [’ mit Go/G’,
wobei jedesmal die bei den Erweiterungen auftretenden Bestimmungsstiicke sich
aus den Angaben G, und aus den angegebenen Funktzonen b, 8% a’
festlegen lassen.

Beweis. Es gilt
(G, = G,
denn es ist (@, &) (b, &)= (a'b, &) fiir a’, b’ € G". Die Gruppe (@', ¢) ist normal
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in (Gy, I'), denn man sieht leicht, daB fiir o' € G, by € Gy, B€ I die Relation
(@, ) (bo, B) = (bw, 8) (°a, ¢)

gilt, da (a’)? =a’ und nach Korollar von Satz 2 auch fo’ € G’ gilt. -
Setzt man
= > G,
AE GG’
so gilt auch
(G, = 2> (G, 8., a),

. (A, €(G6, T .
worin (Go/G’, I') die Menge aller Elemente (4, @) (A€ Gi/G’, «€1’) bezeichnet.
In der Menge (Gi/G’, I') definieren wir das schiefe Produkt (Go/G)s " mit

(A, @) (B, )= (AB, «""8).
Die Abbildung ’
(G", &) (va, &) — (4, &)
(Go, )G, &) = (Go/G)s I

ist, denn es gilt nach Satz 4 vavg=wavp@ =aivay mit «,ai € G' und wir
haben:

zeigt, daB

(G, &) (1, @) (G, &) (8, ) = (G, &) (4, @) (v, B) =
= (G, e) (vavnd”, «’'8)= (G, ¥ B vavy, «*8) =
= (G’: 8) (ﬂt‘; E) (’UA vﬁ, au”ﬂ) = (G’: 8) (/”.A.v?“ a””ﬂ) =

= (G, &) (aivan, «"*8) = (G, &) (@i, &) (van, ¢"*8) = (G, &) (van, «""B).
Das schiefe Produkt (Go/G’)s [ ist also eine zerfallende Erweiterung von I
mit Go/G’, ferner ist (G, I') eine Erweiterung von G’ mit (Go/G)sI". Jetzt
‘werden wir noch das Faktorensystem und die Automorphismenmenge dieser

letzten Erweiterung berechnen. Das Faktorensystem (¢, s)E(G e) bekommen
‘wir aus der Relation

(va, @) (v, )= (c', &) (vag, "2 )
und daraus folgt ¢’ = vayvavid“€ G’ nach Satz 4. Das Automorphismensystem
bekommen wir aus der Relation ,
(o5, 6) (@, &) = (0", ) (s, ),
woraus b'==a’® folgt. jedem (B, #) € (G//G)sI" ist also der Automorphismus
| (@, 9)—(a% &) :

von (G, ¢) zugeordnet. Damit haben. _wir. Satz 6 bewiesen.
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Korollar. Ist die nicht ausgeartete Reédeische Gruppe Gol so be-
schaffen, daf die Gruppe G abelsch ist und die Abbildungen y—y* (y €I')
nicht nur Permutationen von 1" sondern auch Automorphismen von I’ sind, so
lipt sich die Gruppe Gol™ mit drei (im Fall G,== G’ mit zwei) Schreierschen
Erweiterungen darstellen.

Natiirlich gilt auch ,,der duale Satz” mit 17, 17,
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