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Über das nicht ausgeartete Rédeische schiefe Produkt G o F 
Von Z. JANKO in Liätica (Jugoslavien) 

Prof. L. R éd ei zum 60. Geburtstag 

§ 1. Einleitung 

L. RÉDEI hat in der großen Arbeit [3] das schiefe Produkt GoF zweier 
Gruppen G, T mit den Elementen (a, a) (a £ G,a Ç T ) und der Produktregel 

(1) (a,o)(b,ß) = {abaß?,ahahß) 

allgemein untersucht, wobei b", ß"\ ab, a Funktionen der angegebenen 
Argumente mit Werten aus G bzw. F sind, und die Bedingungen dafür auf-
gestellt, daß G o f eine Gruppe mit der Einheit (e, t) ist (wo e bzw. s das 
Einselement von G bzw. T ist). Diese Bedingungen sind (vgl. RÉDEI [3], § 3 ) : 

(2). flE = a, e" = sa = a£ = e, cc'=a, sa = ea- = ae = s, 

(3) c 6 = c, yaß = y, 

(4) Yl'' = e, cK" = i, 

(5) bacah = (bc)a(by, y"P'ß"' = {ßy)'(yß)1, 

(6) ß"c"ß = (c')"(ß)", ynb' = {by)Xy")", 

(7) = ( / ) W . ¿>aba = (cb)'{cy, 

(8) = ( c ß r = c " ( ß r , , 

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, dann sprechen wir über eine (R£dei-
sche) Gruppe G o F . 

Aus (2) bis (9) folgen noch weitere Gleichungen: 
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Sind genau k der vier Relationen ba = b, ß'* = e, ah = s, a = a identisch 
erfüllt, wo e 'bzw. s das Einselement von G bzw. F ist, so heißt GoF Ar-fach 
ausgeartet. Im Falle k = 0 nennen wir GoF nichtausgeartet. 

Es gibt nur vier wesentlich verschiedene zweifach ausgeartete Fälle: 

Gi F: (a,a)(b,ß) = (ab,ahcc"ß), 

G2F: (a,a)(b,ß) = {aba,a"ß), 

G*F: (a,a) (b, ß) = (abß", aaß), 

G*F: {a,a){b,ß) = {aba,aaß), 

von denen die ersten zwei gerade die Schreierscheri Erweiterungen von F 
mit G bzw. die Zappa—Szepschen Produkte von G und F darstellen. 

KOCHENDÖRFFER [2] untersuchte die übrigen zwei Spezialfälle und stellte 
fest, daß die durch G*F, G+F gelieferten Gruppen sich als zweimal hinter-
einander ausgeführte Schreiersche Erweiterungen erzeugen lassen, wobei 
jedesmal die bei den Erweiterungen auftretenden Bestimmungsstücke sich aus 
den Angaben G, F und aus den ebenfalls angegebenen Funktionen ß", ah 

bzw. ba, ab festlegen lassen. 
RFIDEI [4] stellte die Frage, ob mit dem Verfahren aus [2] sich sogar 

jede Gruppe G o F in einige hintereinanderfolgende Konstruktionen von der 
Art G i F , G ? F zerlegen lasse. F. R Ü H S [6] sagt, daß die Beantwortung dieser 
Frage sehr schwierig sei. Er gibt eine Antwort für den Fall der einfach aus-
gearteten Gruppen: 

G*F: (a,cc)(b,ß) = (abß",abaß) 

G**F: (a,a){b,ß) = (aba,a"aß) 

und zwar stellt er fest, daß G*F eine zweimalige Schreiersche Erweiterung 
gewisser Untergruppen, während G * * T eine einfache Schreiersche Erweite-
rung gewisser Untergruppen ist, von denen die eine ein Zappa—Szepsches 
Produkt ist. 

TIBILETTI [7] untersuchte die nicht ausgeartete Gruppe GoF, hat aber , 
nur gezeigt, daß die Gruppe GoF sich mit zwei Schreierschen Erweiterungen 
und mit einem Produkt zweier vertauschbaren Gruppen herstellen läßt. Da der 
Durchschnitt dieser vertauschbaren Gruppen nicht immer das Einselement ist, 
somit dieses Produkt im allgemeinen kein Zappa—Szepsches Produkt zu sein 
braucht (vgl. [5]), so haben wir im nichtausgearteten Fall noch nicht die 
vollständige Beantwortung der Redeischen Frage. 

Wir betrachten die (nicht ausgeartete) Redeische Gruppe G o F , bestimmt 
durch vier Funktionen ba,ßa,a,a. Dann gelten die Bedingungen (2) bis (11). 
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Hält man in den zwei Funktionen G), / ' ) den Operator ß bzw. b fest 
und läßt das Grundelement varieren, so entstehen zwei Abbildungen, die wir 
in der Form 

( 1 2 ) C->-Cß (C £ G ) , y-ty» ( y £ D 

bezeichnen. In [3] § 4 hat REDEI bemerkt, daß zur näheren Untersuchung der 
Gruppe G o T diese Abbildungen gute Dienste leisten können, aber diese 
Abbildungen verhalten sich im allgemeinen recht kompliziert. 

In JANKO [1] wurde gezeigt, daß die Abbildungen (12) Permutationen 
von G bzw. r sind und wenn wir 

(13) >a = V y < , r ' { y ) ~ ' " e ~ ' Y ' , 

( 1 4 ) . V = 

setzen, dann gelten die Beziehungen 

( 1 5 ) (f>ay = a, ('•«)'- = «. 

Wie üblich, nennen wir eine Untergruppe L(A) von G(JH) zulässig, 
wenn sie bei den Permutationen c —• cß (y —• yh) in sich abgebildet wird. 
Wegen (13), (14) und (15) gilt: Wenn eine zulässige Untergruppe L(A) von 
G ( r ) alle Elemente von der Gestalt aß(ab) enthält, dann sind die Abbildungen 

c-^cP(ciL) (y->y"(yiA)). 

Permutationen von L(A). Diese seien induzierte Permutationen genannt. 
In dieser Arbeit untersuchen wir weiter die nichtausgeartete Redeische 

Gruppe Go f und zeigen insbesondere, daß gewisse nichtausgeartete Gruppen 
GoF sich sogar mit drei Schreierschen Erweiterungen herstellen lassen. 

§ 2 . Eigenschaften gewisser Komplexe von G und F 

R£DEI [3] definierte die folgenden vier Komplexe: 

Gi besteht aus den a mit «" = « ( = « ' ) , 

Gm „ „• „ a „ ¿>« = f (=«"), 

Fi „ „ „ a „ a« = a. (=al), 

F, • „ „ „ « „ ß" = e (=-fln), 

wo e bzw. H das Einselement von G bzw. F ist. Es gilt e £ Gi, Gu, e. £ F\, /'o. 
Ferner lassen sich (3), (4) so aussprechen: 

ah £ Fi, F„; aß^GuGo. 
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R £ D E I bemerkte auch, daß GoF dann und nur dann ausgeartet ist, wenn 
mindestens eine der Gleichungen 

Gi = G, Gn = G, Fi = F, / Ü = F 

gilt. Wir werden hier einige Eigenschaften dieser Komplexe beweisen. 

S a t z 1. Die komplexe Go, F,, sind zulässige Untergruppen von G bzw. F. 

B e w e i s . Wenn a»,bo^ Go ist, dann ist c"» — s und ch« = s für alle 
G. Nach (72) ist c^'^s. Aus (72) folgt ferner für b = bo,a = bö1 

bf = (cbo)h;\ 
woraus für c~bol sich 

- i 
b," =8 

ergibt. Also ist 

Für c = ab~v folgt hieraus endlich 

für alle a £ G. Der Komplex Go ist also eine Untergruppe von G. Diese Unter-
gruppe ist auch zulässig, denn nach (102) ist 

Ähnlich beweist man mit Hilfe von (7j) und (10j), daß der Komplex F,, eine 
zulässige Untergruppe von F ist. 

K o r o l l a r . Die Abbildungen c->-cß bzw. y —• yh induzieren Permuta-
tionen von Gi i bzw. Fn. 

S a t z 2. Die Komplexe & = Go n Gi und F' = F>, n Fi sind zulässige 
Normalteiler von Go bzw. / V 

B e w e i s . Wenn a',b'£G' ist, dann ist b'a'£G» und ö'"' £ Go. Man 
muß noch beweisen, daß b'a[ £ Gi und b'~l £ Gi ist. Nach (62) ist y a = y 
und yb'v = / ' . Für y = s folgt aus der letzten Relation b'h = « , fer-
ner gilt • / ' =y. Der Komplex G' ist eine Gruppe. Wenn b' £ G' ist, dann 
ist b'" £ Go und nach (52) ist auch / = y. Die Untergruppe G' ist also zu-
lässig. Wenn a'dG' und bo^Go ist, dann ist nach (62): 
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Es gilt also 
y\>a'il«i = y 

somit ist G' normal in G». Ähnlich beweist man, daß T' zulässiger Normal-
teiler von Z~o ist. 

K o r o l l a r . Die Abbildungen c cß bzw. 7 —• y'J induzieren Automor-
phismen von G' bzw. F'. 

Nach (5) ist nämlich (a'b')" = a'(t b'a, (ap)' = a'"ß'a (a',b'£G',a', ß'¿r). 

S a t z 3. Wenn die Gruppe F abelsch ist und identisch ab = ba gilt, 
'dann ist der Komplex G\ eine zulässige Untergruppe von G. (Ähnliches gilt 
für r , . ) . 

B e w e i s . Sei «"' = « und abi = a für alle a£ F. Dann folgt aus (62) 

'Vi u(f /Ua\at / a 'b 1 =(01) (cc ') 
also 

a'"'b'i = a\'a a, 

und daraus ergibt sich wegen (10,) 

'viij,rti i), cc Oi =fli cc, 
also endlich 

ij, ti. 
a = ct. 

Ferner folgt aus (6,) 
# 1 / ta\bi ' b, ub\ =(öi) « , 

also 
- 1 - 1 

„ U>l i b, ab 1 = (Öi ) a , 
d ,h . 

»r1 
a =cc. 

Der Komplex G1 ist also eine Gruppe. 
Aus (52) folgt 

J ß = (ß")n 'aß, 
also 

/ B" et ' / ? = öl aß, 
d. h. wegen (4=>) 

ci = a. 

Die Gruppe Gi ist also zulässig. Damit ist Satz 4 bewiesen. 
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In § 3 werden wir den folgenden Satz anwenden. 

Satz 4. Wenn die Abbildungen y -* •/' (7 £ F) nicht nur Permutationen 
sondern sogar Automorphismen von F sind, dann gelten die Beziehungen 

b lba £ G11, bülb" £ G i 

fiir alle b£G, bi^Go, cc£ F. 

(Natürlich gilt auch der „duale" Satz für F{), Fi.) 

B e w e i s , Aus (72) und (102) folgt 

( 1 6 ) -

Weiter folgt aus (52) 

und daraus ergibt sich wegen (4i), (24) und (c',_1 ct)b = (cb~l)bab 

i n ) 

Aus (16) und (17) folgt 

(18) c b ~ l b \ b - i ) " = ( c b - y ( c " - y . 

Wieder nach (72) ist 

(b-y^(cb-y(cb-}f. 

Hieraus und aus (18) folgt cb~lb" = s also schließlich 

lf'b"íG.,. 

Wir haben noch die Beziehung bnlb?,£ Gl (b0£ Go, ß ( f ) zu beweisen. 
Aus (62) folgt 

-1 a I -lV'o 
(19) -/'- "» =("/"« ) , 

denn nach Satz 1 gilt b" £ Go. Andererseits folgt aus (52) und (10i) 

(y'~l)b" a1'" = ( 7 ' " 1 cc)"", 

also 
/ ix»" / i>~l\'" 

(20) ( / ' " ) / = = ( / " ) -

Ferner ist nach (62) 

(21) ( • / " ' ) " " - Y -

'S"*-0* 

Cr) 
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Aus (19), (20) und (21) folgt endlich 

f"> ba 
•V O O = = V / / > 

d. h. 
öii'öo (; Gi. 

Damit ist Satz 4 bewiesen. 

B e m e r k u n g . Es existiert die nicht ausgeartete Redeische Gruppe 
G o f mit den folgenden Eigenschaften: 

a) die Gruppen G, / ' sind abelsch, 
b) es gilt identisch a' — b", ccß = ß", 
c) es gilt identisch (ab)y = ayby, (aß)" —aß". 

Das Redeische Beispiel der nicht ausgearteten Gruppe Gof aus [3] § 14 hat 
offenbar (wie man leicht einsieht) die verlangten Eigenschaften. 

§ 3. Dekomposit ion gewisser nichtausgearteter Gruppen G o f 

Die Komplexe Go, G' haben die Bedeutung aus § 2. 

S a t z 5 . Ist die Gruppe G o F so beschaffen, daß die Gruppe G abelsch 
ist und die Abbildungen y —>• y"(y 6 / ') nicht nur Permutationen von F sondern 
auch Automorphismen von F sind, so ist die Menge (Go, F) der Elemente 
(flu, a) (Ö,I£ Go, cc £ F) ein Normalteiler von Go F und es gilt 

(22) GoF/(Gn, F) x G/Go, 

d. h. die Gruppe Go F ist eine Schreiersche Erweiterung von (Go, / ) mit 
G/Go, wobei die bei der Erweiterung auftretenden Bestimmungsstücke sich aus 
den Angaben G, F und aus den ebenfalls angegebenen Funktionen I f , ß'\ ah, cc ' 
festlegen lassen. 

B e w e i s . Der Komplex (Go, F) ist eine Gruppe, denn es gilt (mit 
Oo, b„ e Go) 

(a0,cc)(bo,ß)^{a0b"ßct,cc''''ß), 

(s. R£DEI [3], § 4) und nach Satz 1 ist aoboß", (cc"'1)'1, öö1 $ Go. 
Ferner ist (Go, F) normal in GoF, denn aus 

(ao,cc)(b,ß) = (b,ß)(c,y), (ÖO^GO), 
folgt 

(a0baßa, aWß) = (bcß-/, b-ßey), 
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also nach Vergleichen der ersten „Komponenten" 

woraus nach Satz 4 und Korollar von Satz 1 schließlich c £ Go folgt. 
Man setzt 

G = UAG„. 
AE"/G0 

Die Abbildung 
A -*• (ut\, «) (GO, / ) (A £ G/ 'GII ) 

zeigt, daß (22) gilt. Die Gruppe G oF ist also eine Erweiterung von (Go, JT) 
mit G/Go- Jetzt werden wir noch das Faktorensystem und die Automorphismen-
menge dieser Erweiterung berechnen. Es gilt für a n , b 0 ^ G o 

(uA, S) (flu, cc) (u„, s) (b0, ß) = (ÜA, s) (a0ul, aöRa"")(bih ß) = 

= (Ua, e) (ubOo, a'o"aUB) (Öo, ß) = (H.4, e) ("« , e) (öo, o!!"c"") (¿M, /3) = 

= (UA, «) («/;, H) (U'r Un, ¿) (a,i, (Öo, /?) = 

= (UAUJ„ u"A")(ihlun,H)(a0, a,','"«"")(b„, /?) = 

= (UAnliAnUAllB, UA'1) («7;' U'H, «) (an, an"A'")(bo, ß) = 

= (i/..uj, e ) ( « I ß UA«K, UA") (W7/«V"ÖO, ö Ü V B ) (Öo, /?). 

Da u~ahUaUu £ Go und ifnuh^Go (Satz 4) ist, so ist 

(u'ahUAUH, UA") 

das Faktorensystem und jedem B £ G/Go ist ein Automorphismus 

(ÖO, « ) —• (U«Ö«ÖO, Ö Ü V " ) 

von (Go, r ) zugeordnet. 

S a t z 6. Ist die Gruppe Go'r so beschaffen, daß die Gruppe G abelsch 
ist und die Abbildungen y —> y" ("/ (: / ) nicht nur Permutationen von F sondern 
auch Automorphismen von F sind, so ist die Gruppe (Go, / ) e/ne Schreiersche 
Erweiterung von G' mit einer Schreierschen Erweiterung von F mit Go/G',, 
wobei jedesmal die bei den Erweiterungen auftretenden Bestimmungsstücke sich 
aus den Angaben G, F und aus den angegebenen Funktionen b", ß", a, a 
festlegen lassen. 

B e w e i s . Es gilt 

denn es ist (a', s) (b', s) = (a'b', s) für a', b' £ G'. Die Gruppe (G' ,«) ist normaL 

r. 
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in (Co, F), denn man sieht leicht, daß für a' £ G', bfl£ Co, ß6 T die Relation 

gilt, da ( V y = a ' und nach Korollar von Satz 2 auch Ca' £ G' gilt. 
Setzt man 

G o = 2 G'VA, 

so gilt auch 
(G„, T ) = Z (G', e) (^ i , «)> 

(A,c<)e(«o/«',n 

worin (Go/C, T ) die Menge aller Elemente (A, cc) (A £ Go/G', a £ F) bezeichnet. 
In der Menge (Go/G', JH) definieren wir das schiefe Produkt (Go/G') r. F mit 

(A,a)(B,ß) = (AB,ccv»ß). 
Die Abbildung 

(G', s) (vA , «) — (A, cc) 
zeigt, daß 

(Go, F)/(G', s) ~ (Go/G') r> F 

ist, denn es gilt nach Satz 4 vAv"s = vAvua'= a[vAH mit a',ai£G' und wir 
haben: 

. (G', e) «) (G', *) (r„.,, ß) = (G' ,«) (v;,, «) (?;yi, ß) = 

= (GV«) (vAv?,p, a"ß) = (G', i ) (ßavAvn, a"ß) = 

= (G', *) (ß", e) ( M , «"»/?) = (G', e) («At;S, «'"/?) = 

= (G', «) «'"/?) = (G' ,«) ( a , > ) (vABt av"ß) = (G', e) «'"/?)• 

Das schiefe Produkt (Go/G')5 F ist also eine zerfallende Erweiterung von JH 
mit Go/G', ferner ist (Go, F) eine Erweiterung von G' mit (Go/G') r> F . Jetzt 
werden wir noch das Faktorensystem und die Automorphismenmenge dieser 
letzten Erweiterung berechnen. Das Faktorensystem (c', e) £ (G', «)• bekommen 
wir aus der Relation 

(vA , a) (/;„, /V) = (c', i ) (/¿i/i, « " V ) 

und daraus folgt c' = v~AllvAvlßa £G' nach Satz 4. Das Automorphismensystem 
bekommen wir aus der Relation 

(vB,ßW,e) = (b',e) (vjuß), 

woraus b'==a'P folgt. Jedem (B, ß) £ (Go/G') *> F ist also der Automorphismus 

von (G', ¿) zugeordnet. Damit haben wir Satz 6 bewiesen. 
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K o r o l l a r . Ist die nicht ausgeartete Redeische Gruppe G s o be-
schaffen, daß die Gruppe G abelsch ist und die Abbildungen y yc (y £ /') 
nicht nur Permutationen von F sondern auch Automorphismen von F sind, so 
läßt sich die Gruppe GoF mit drei (im Fall G(, = G' mit zwei) Schreierschen 
Erweiterungen darstellen. 

Natürlich gilt auch „der duale Satz" mit F,h F'. 
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