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- Uber die Struktur kommutativer Hauptidealringe
Von G. POLLAK in Szeged

Herrn Prafessof Ldiszlo Rédei zum 60. Geburtstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff ,Hauptidealring” im wei-
testen Sinne benutzt, d. h. es wird weder Nullteilerfreiheit, noch Existenz
eines Einselements erfordert. Wir wollen zuerst die Struktur der kommutativen
Hauptidealringe mit Einselement (kurz: k. H. E.) untersuchen und dann das
bekommene Resultat zur Betrachtung kommutativer Hauptidealringe im allge-
meinen zu Hilfe nehmen.

1. Wir nennen st ein schwaches Primelement, falls aus 7= a8, a & (-1)
folgt: @€ (,r). Wir zeigen vor allem:

Hilfssatz 1. Es sei R ein k. H. E., 7t € R ein schwaches Primelement
und v der Annihilator’) von z™. Ist 7" 40, o_n S (7r), so ist (7r™) ein
direkter Summand in R.

Es geniigt zu zeigen, dal (7z”) durch einen von O verschiedenen Idem-
potenten erzeugt ist. Zu diesem Zwecke sei v, == (), ¢ § (-r) und

(@ W) =(@), s=aktzn (E()
"Hieraus erhalten wir st=g8y. Wegen 8¢ («r) muB y € (sr), y=sry’ sein und

M = gpm-l ﬂ}, J— 75'",(‘?7’ — (ag + 7—[.’)):,[1)» 7,' o 7[1n+1 n 7’-

Dann ist aber ¢ = (7z77’)" ein Idempotent und wegen 7" = 7t ¢ ist (™) = (&),
¢=0 falls 7" =0, was zu beweisen war.

Das Hauptresultat in der angedeuteten Richtung ist im folgenden Satz
enthalten:

Satz 1. Jeder k. H. E. R ldft sich in die direkte Summe von endlich
vielen solchen unzerlegbaren k. H. E. zerlegen, in denen die eindeutige Prim-
zerlegung gilt.

1) Wir wollen statt Annullatorenideal diesen kiirzeren Ausdruck benutzen.
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Beweis. Wir nehmen an, daf in R die eindeutige Primzerlegung
nicht gilt und zeigen, daf R dann in eine direkte Summe von zwei Kompo-
nenten zerfallt. :

In der Tat, wenn es in R ein schwaches Primelement st~ 0 gibt, das.
nicht prim ist, so sei ¢ ein Nullteiler mod sx. Wir konnen voraussetzen, dab
(@) o (7r), denn wir diirfen e« durch das Erzeugende «' des Ideals («, 7z) er--
setzen. In der Tat, wenn «@¢ (s7) ist, so gilt auch «’8¢€ (a8, @) < (sx). Dann
ist w=«ay, wobei wegen der schwachen Primeigenschaft von - die Glei-
chung y=0Jx mit passendem J bestehen mufl. Hieraus erhalten wir
(1—ad)r=0. Da « offenbar keine Einheit sein kann, ist 1—«d & («), also
wegen («¢)D(n) um so mehr 1—ed § (). Nach Hilfssatz 1 zerfilit dann R
in eine direkte Summe, d. h. ist unsere Behauptung in diesem Falle richtig.

Es sei jetzt in R jedes schwache Primelement prim. Ist dann e ¢ R
nicht prim, so gilt mit passenden 8, y

a=2gy, (B)D(«), (7)>2(«).

Ist einer der Faktoren noch immer nicht prim, so kann man ihn wieder d4hn--
licherweise zerlegen usw. Da ein Hauptidealring immer die Maximumbedin--
gung (fir Ideale) erfiillt, fiihrt dieser Zerlegungsprozeff in endlich vielen
‘Schritten zu einer Primzerlegung. Damit gibt es fiir jedes Element von R
wenigstens eine Primzerlegung, und nach unserer Annahme gibt es fiir
irgendwelches «=£0 zwei wesentlich (d. h. nicht nur in Ordnung und Ein-
heitsfaktoren) verschiedene Zerlegungen:

(1 e=ust'... " =¢ni' ... ",

wobei & eine Einheit ist; aus &sr,=—s, mit irgendwelcher Einheit & foigt
- s=t Is, js=0, i;4j,>0 fiir alle 1 =s=n; fiir irgendwelches s gilt i; % j;..
Wir unterscheiden zwei Fille.

a) Nicht alle i und j sind von O verschieden. Sei z. B. j,=0. Da =,
ein Primelement ist, mufl einer der Faktoren auf der rechten Seite von (1)
(z- B. 71) in (71;) enthalten sein, d. h.

2) 4 7Ly == 7T, 0.
‘Wir haben erhalten, daB das Primelement s, reduzibel ist, d. h. es 148t sich:
in zwei Faktoren zerlegen, aus denen keiner eine Einheit ist (von der Prim-
eigenschaft von sz; werden wir im Folgenden schon keinen Nutzen machen).
Aus (2) folgt, daB entweder 7, € (71,) oder ¢ € (7). Sei z. B. ¢ = ¢71,. Daraus.
und aus (2) ergibt sich

' (1—m0)7r,=0.

Da wegen (2) () c(m)=£F(1), ist 1—mo¢(s1,), der Annihilator von 7z,
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ist also nicht in (7z,) enthalten. Damit ist (sr,) nach Hilfssatz 1 ein direkter
‘Summand in R.

'b) Alle i und j sind in (1) von O verschieden. Es gibt ein s, fiir welches
i,#=j, ist; bestimmtheitshalber sei O<i <j,. Wir setzen ... =S8,
&rg~izgl ... stin=y. Dann haben wir

(8—7)7p=0.
Wire hier g—y € (7r;), so wdre auch /€ (s;) und wir hitten
B=rty. ... win=rn, 8,

d. h. wieder Fall a). Ist dagegen g—y & (sr1), so ist der Annihilator von s
nicht in (sz;) enthalten, also ist in diesem Falle wieder («{) ein direkter
Summand in R. ,

Es gilt also R= Ry 4 Ri=. Als direkte Summanden eines Ringes mit
Einselement, sind Ry und Rjs auch solche Ringe. Ferner sind Ry und R
Hauptidealringe, denn wenn « ein Ideal z. B. in Ry ist, so ist es auch in R
ein Ideal, und wenn a=(«) in R, so besteht dasselbe auch in Ry;. Endlich,
wenn wir diesen Zerlegungsprozel fortsetzen, muffi dieser nach endlich vielen
Schritten abbrechen. Um das zu zeigen, betrachten wir einen Ring R der un-
begrenzt zerlegbar ist, d. h. fiir welchen die unendlich vielen Zerlegungen

R:R11+R19:
R= Rs; + Ro2  Rs3, (R,.j#o fiir i=1,2,...;
(3) ....................... ) j———],...,i—[—l)

.......................

gelten, wo die n-te Zerlegung aus der (n—1)-ten so entsteht, dafi eine der
Komponenten in zwei nichttriviale Summanden zerlegt wird. Es ist Kklar,
dall in jeder Zerlegung wenigstens eine Komponente auch selbst unbegrenzt
zerlegbar ist; darum konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daf in jeder Zerlegung in (3) immer die letzte Komponente zerlegbar
ist und ‘

R1.-1,1=R,.1, ceey Rn—l, net = Run-1; Rn_1, 11=R71)1—.+—R7m+l

gilt. Dann ist aber ,
RuCRu-i—RQQC"'CRu-i—RnnC"'

eine unendliche aufsteigende Idealkette. Das ist aber wegen der Maximum-
bedingung unmoglich. Damit ist Satz 1 bewiesen. .

Es ist leicht zu sehen, daBl die direkte ‘Summe R von endlich vielen
* Hauptidealringen mit Einselement Ri,..., R. wieder ein Hauptidealring mit
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Einsclement ist. In der Tat, ein Ideal a in R ist eine direkte Summe von
gewissen Idealen a,,...,ar in Ry, ..., R:. Ist dabei «a;=(e) in R; fiir jedes
1=i=k, so haben wir

a==q + N _:}_ uk:(“l):f‘ .+ (Ctlg)z(“]—f— oo ..I-.ak).

Durch diese Bemerkung und Satz 1 ist die Frage iiber simtliche k. H. E. auf
die Frage iiber direkt unzerlegbare k. H. E. (kurz: u. H. E.) zuriickgefiihrt.
Aus Satz 1 folgt unmittelbar, daff in einem u. H. E. die eindeutige Primzer-
legung immer gilt. Um alle solche Ringe angeben zu konnen, brauchen wir
zwei Hilfssdtze.

Hilfssatz 2. Sei R ein k: H. E., (st) ein Primideal darin und (o) o (-1).
Dann ist

(4) | (07t) = (7).
In der Tat, wegen (p) > (-t) haben wir
a=0.

Aus der Primeigenschaft von st folgt aber =’ € (77), also 7 € (e-2) und damit
auch (4).

Hilfssatz 3. Gilt in einem k. H. E. R fiir das Primideal ()

G (@)@,
so ist das Ideal

(6) (@)= ()
prim in R.

Waire ndmlich «g8€ (o) und
ca=da' 7%, B=p8"7' A(a’, 8¢ (n), k,1=0),

wobei k=0 oder [=0 bedeutet, daB g (-z) bzw. g¢ (x), so hitten wir
«' 8¢ (o), aber wegen (6) ist

) . a’ﬁ"ﬂ""*’ € (r+h).

Sei («’8’, w)=(p); dann ist (7t) < (o), also nach Hilfssatz 2 besteht auch (4)
Aus (7) folgt aber
(Q nk+l) g (nk+l+l)'

Mit (4) zusammen ergibt dies
' (:,Cw) —_ (nk+l+1),

was aber mit (5) in Widerspruch steht.

AS5
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Nun konnen wir beweisen . den

Satz 2. Ein u. H. E. ist entweder nullteilerfrei oder hat ein einziges,
und zwar nilpotentes Primideal.

Beweis. Sei R ein u. H. E. Wir bemerken vor allem, daf in R jedes
von (0) verschiedene Primideal maximal ist. In der Tat, nach Satz 1 gilt
in R die eindeutige Primzerlegung. Wire nun das Primideal (-r) % (0) nicht
maximal, so wdire es in einem maximalen, also primen Ideal (0) enthalten.
Nach Hilfssatz 2 gilt dann aber (4), also 7z =&, in Widerspruch mit der
Eindeutigkeit der Primzerlegung.

Es sei jetzt (sr) ein Primideal in R. Gilt fiir ihn (5), so ist nach
Hilfssatz 3 das durch (6) definierte Ideal (o) prim, also wegen (7)> (o)
muf 0=0 sein. Wir haben erhalten, dall wenn in R fiir irgendwelches Prim-
ideal (5) gilt, so ist in R das Ideal (0) prim, d. h. R ist nullteilerfrei (und
damit gilt natiirlich (5) fiir alle Primideale).

Gilt (5) fiir ein Primideal (sr) nicht (also gilt es fiir kein Primideal),
so ist (n™) = (sc™*!) fiir passendes m, d. h. z™ = "+ & Wegen der Eindeutig-
keit der Primzerlegung in R folgt daher =™ =0, d.h. alle Primideale von R
sind nilpotent. Waire nun (+) ein von (st) verschiedenes Primideal, so wire
auch (¢, z) nilpotent; aus der Maximalitat von (z) und (7r) folgt aber
(¢, 7ey=1(1): Wiederspruch. In diesem Falle hat also R ein einziges Primideal
(s£). Damit ist Satz 2 bewiesen.

Jetzt steht die Struktur der k. H. E. schon ganz klar vor uns. Ein sol-
cher Ring ist eine direkte Summe von endlich vielen ,,Hauptidealintegritits-
bereichen” (Typ I) und Ringen mit einem einzigen (maximalen) nilpotenten
Primideal (Typ II). Ringe beider Typen I und II sind direkt unzerlegbar,
jedes Primideal in ihnen ist maximal und damit gilt in ihnen die Eindeu-
tigkeit der Primzerlegung. Umgekehrt, eine direkte Summe von endlich vielen
Ringen vom Typ I und Il ist immer ein k. H. E. _

Es ist leicht zu sehen, dafi die Eindeutigkeit der Primzerlegung nur im
 unzerlegbaren Falle gilt. Ein direkt zerlegbarer k. H. E. enthdit ndmlich einen
von O und Einheiten verschiedenen Idempotenten, dessen Primzerlegung nicht
eindeutig ist. Wenn wir aber — statt die Eindeutigkeit im strengen Sinne
(d. h. im Sinne, daf in (1) iw=j. fiir jedes m) zu erfordern — nur
7t — ¢, 76" mit einer Einheit ¢, voraussetzen, so erhalten wir, daB die Ringe,
in denen die Primzerlegung in diesem schwdcheren Sinne eindeutig ist, entwe-
der zu dem Typ I gehoren oder eine direkte Summe von endlich vielen Kor-
pern und Ringen vom Typ Il sind und umgekehrt, alle solche Ringe erfiillen
diese Forderung. Um die erste Behauptung einzusehen, miissen wir zeigen,
dafl in einem k. H. E., in welcher die Primzerlegung im schwicheren Sinne ein-
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deutig ist, jeder nichttriviale direkte Summand ersten Types ein Korper ist.
Wire nun R= R, - R,, wobei R, nullteilerfrei, aber kein Korper ist, so wire
R, ein Primideal in R, aber nicht maximal. Nach Hilfssatz 2 gilt dann fiir
R,=(nt) (4) und damit ist sr mehrdeutig zerlegbar, also mufl st==0 und
damit R, =0 gelten. Umgekehrt, wenn '

R=K - KiiN4 -+ Ny

ist, wo die K; Korper, die N; Ringe vom Typ Il sind, so sind
p=Kid oo f Kb K f KN b Ne ((=1,000,0),
pyj=Kid oo LKA N4 = Nid-0;4 Njgr 4 -+ + N G=1,...,m)

die samtlichen Primideale von R; hier bedeutet q; das Primideal von Nj;. Sie
sind alle maximal (die Faktorringe sind Korper)?). Daraus foigt unmittelbar,
dafi Elemente, die dasselbe Primideal erzeugen, assoziiert sein miissen. Folg-
lich erzeugen in (1) st,,...,7, voneinander verschiedene Primideale. Sind
nun z. B. 7z’ und sis nicht assoziiert und ist (sz;) =1, so kann (1) nicht
bestehen, denn die Komponenten aus K (falls k=/) bzw. N, (falls k>1)
auf beiden Seiten verschieden sind. i 4

Im aligemeinen Falle gibt es eine in gewissem Sinne minimale Zerle-
gung, die schon eindeutig bestimmt ist. Sei ndmlich R=R i --- 4 R, WO
alle R, u. H. E. sind. Samtliche Primideale von R entstehen jetzt in der Form

p=Rif - R FPF Rt +R (I=i=m),

wo p ein Primideal in R; (moglicherweise auch (0)) ist. Es ist klar, dafi p
durch das Element st=¢+4---+ &1+ 7+ &1+ -+ + &, erzeugt ist, wobei
¢ der in R; enthaltene Idempotent, 7 ein fixiertes Erzeugende von p ist. Fiir
Jedes Element « =0 von R gibt es eine einzige Darstellung in der Form
eines Produktes von solchen =

Cﬁzsﬂ{' . 'fL‘iyn (8 Elnhelt, [9>0)

“n
mit der Eigenschaft, daf8 aus a=s’7r{l.' .. 7tIn, wo ¢ eine Einheit und j,=0
ist, i,=]j, fiir s=1,...,n folgt. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

2. Es sei jetzt R ein beliebiger kommutativer Hauptidealring. Nach
J. SZENDRE!I nennen wir das Element » € R einen Multiplikator, falls es eine
natiirliche Zahl n mit ’

8) vE=n& fir alle §€R

gibt. Es bezeichne ferner N den Zeroring mit einem unendlich zyklischen

2) Wir sehen also, daB die schwichere Eindeutigkeit gleichbedeutend mit der Maxi-
malitit sdmtlicher Primideale ist.
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Modul. Es ist klar, da N ein kommutativer Hauptidealring ist. Auferdem
gilt

Satz 3. Enthdilt der kommutative Hauptidealring R keinen Multiplika-
tor, so ist

wobei R, entweder O oder ein k. H. E. ist.

Beweis. Es sei R={(«). Ein Element » ist dann und nur dann ein
Multiplikator, falls ve = ne« mit einer natiirlichen Zahl n besteht. Daraus folgt,
daB oe-4-re=o0a+se nur im Fall r=s gelten kann.

Betrachten wir das Ideal a=(pe, ¢*) mit einer beliebigen Primzahl p.
Jedes Element von a entsteht in der Form Ee+xpe (§€R) und da a ein
Hauptideal ist, ist es durch ein solches Element, z. B. durch »=9¢a¢+rpe
erzeugt. Es gilt also

(10) pae=0ox-+sx=(oo+se+rpo)e+srpe,
(11)  d=Txtitr=(vo+tot+rpv)ettrpe,

also aus (10) srp=p, s=r=+1 und aus (11) f{rp=0, {=0. Wir kon-

- nen jetzt (11) in der Form ¢* = roe 4 pTa schreiben. Setzen wir v=_{a+-z¢,

so erhalten wir hieraus Ee?4 (z2p—1)e?=0 mit irgendwelchem &€ R, d. h.
e+ (zp—1)e ist ein Annullator von ¢ und damit auch des ganzen nges R.
Sei nun o==(w) der Annihilator von R und sei w=o«modc’. Wegen
Ea+(p—1)e € (w) ist w5<0. Da ferner mw (m=0, +1,...) die samtli-
chen Elemente von (w) sind, ist sogar 00, denn aus mw:?a-{—(zp—l)a
auch mo=zp—1=—1mod p folgt. Aus dem letzten schliefen wir sogar
pxo. Da hier p eine beliebige Primzahl ist, muB o== -1 sein, also wegen
mw=moe mod ¢ ist einerseits (w) N (*) =0, andererseits (v, ¢*)=R, d. h.

R= (") 4 ().

Hier ist (w)= N. Als direkter Summand von einem Hauptidealring, ist (¢
selber ein solcher. Es bleibt also iibrig zu zeigen, dal entweder ¢*=0 ist
oder (¢*) ein Einselement hat. Wir haben schon gesehen, daff w =4« -+ e
mit einem A€ R ist. Ohne Beschrinkung der. Allgemeinheit konnen wir
® = Aa—a setzen. Aus we =0 folgt dann ie¢*=¢* und auch

(12) Pat=c, |
also falls e?<£0, so ist auch 4*s=0. Da ferner 2* € (¢?) ist, so bedeutet (12),

daB in diesem Falle 2* das Einselement von () ist. Dies vollendet den Be-

weis des Satzes 3.
Es ist leicht zu sehen, dal auch umgekehrt, ]eder Ring von der Form
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9) ein kommutativer Hauptidealring ohne Multiplikator ist. In der Tat, es
sei a ein Ideal von R. Ist R, =0, so ist offenbar a = (mw) mit einer ganzen
Zahl m und mit demjenigen w, das R erzeugt. Ist dagegen R, =<0, also R
ein k. H. E., so ist

R= () (9),
wo ¢ ein Idempotent, » ein Annullator von R ist. Dann gilt
(13) a=(aw)+ (&) =(aw+ «).

Die erste Haifte von (13) folgt aus der aligemeinen Tatsache, daf in einem
Ringe R mit R=R, { R,, wo R, ein Ring mit Einselement ist, jedes Ideal a
sich in der Form a=uq,4-q, darstellen 14Bt, wobei a; (i=1,2) ein Ideal
von R; ist. Die zweite Gleichung folgt daraus, daf ¢(aw-+a)=e, d.h.
e€(amw+ta), aw€(@mw+e«) und foiglich a S (aw+«) ist. Endlich, wegen
vao=0 (»€R), no=£0 (n=1,2,...) enthdlt R keinen Multiplikator. Unsere
Behauptung ist damit bewiesen.

Damit haben wir eine Ubersicht von den kommutativen Hauptidealringen
ohne Multiplikator bekommen. Beziiglich der iibriggebliebenen kommutativen
Hauptidealringe beweisen wir .

Satz 4. Ein kommutativer Hauptidealring R hat dann und nur dann
eine Schreiersche k. H. E.-Erweiterung R* (d. h. eine Schreiersche Erweiterung
R*, die ein k. H. E. ist), wenn R einen Multiplikator enthdlt. In diesem Falle
gibt es sogar einen R* mit R*/R=1/(n), wo I der Ring der ganzen rationalen
“Zahlen und n=£0 ist.

Beweis. Enthdlt R keinen Multiplikator, so sei (w) der "Annihilator
von R. Nach Satz 3'ist (@) ein von (0) verschiedener direkter Summand
von R. Wire nun R* eine Schreiersche k. H. E.-Erweiterung von R, so wire
(w) ein Ideal auch in R*?). Ist R*=Ri 4 --- £ R, wo jeder Summand ein
u. H. E. ist, so ist (w) in einem R? enthalten, denn (w) offenbar direkt unzerleg-
bar ist. Dann gehdrt R zum Typ II, denn wegen =0 'R’ nicht nulltei-
lerfrei sein kann. Bezeichnet p; das Primideal von R und ist p} =0, p?-!' 0,
so ist es leicht zu sehen, daf pi-'=(w) sein mufi. Da ferner (pi-')* =
>~ (R!/p)* ist, muB R?/p; ein Korper mit einem unendlich zyklischen Modul
sein. Einen solchen gibt es aber nicht. Dieser Widerspruch vollendet den -
Beweis der Notwendigkeit.

Sei jetzt » € R ein Multiplikator, fiir den (8) gilt, und zwar nehmen wir
an, daB n die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die (8) mit passendem » € R
besteht (d. h. n ist ein Teiler von allen solchen Zahlen). Es sei ferner R=—= ().

3) Siehe [1], Satz 2. -
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Dann ist offenbar R/(e*) ein Zeroring mit zyklischem Modul von Ordnung n.
Zuerst betrachten wir den Fall, daf der Annihilator von R v=(w)=% (0) ist.
Wegen

no=rw=0

sind dann o,...,(m—1)wo, mo=0 (m|n) simtliche verschiedene Elemente
von vo. Endlich sei

14 Y=me, o=o¢ mod ¢’ O=n,o0,<n).
Ist dabei o0, (0), so kbnnen wir @ so wihlen, daff A
(15) ' _ on

ist. In der Tat, sei w® ein beliebiges Erzeugende von v und sei o*=o"«e
mod «’. Es ist klar, dafi auch cw® ein Erzeugende von v ist, falls (¢, n)=1
besteht. Wir konnen jetzt ¢ so wihlen, daB co*=(0*,n) mod n gilt. Aus
der letzten Kongruenz folgt aber cw"=(0" n)e mode? so daff (15) mit
w=cwo", 0,=(0" n) erfiillt ist. Wir konnen sogar erreichen, daf

(16) (n,, n)|o,

gelte. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daB simtliche verschiedene Elemente
von R, fiir die (8) gilt, »+kw (k=0,1,...,m—1) sind. Aus (14) folgt

v+ ko=m-+ko)e mod &*.

Fiir ein passendes k gilt dabei (16) fiir n,+ ko, statt n,*); wir diirfen anneh-
men, dafi dies schon fiir k=0 der Fall ist. Damit haben wir auch » fest-
gesetzt. - ' :

Jetzt konstruieren wir einen Erweiterungsring mit Einselement R* von
R folgendermafen. Samtliche verschiedene Elemente von R* seien ¢--r
(¢ € R, r ganze Zahl, O = r<n). -Die Verkniipfungen in R* definieren wir durch

(o+r)+(0+8)=(0+o+[ﬁ-s—]v)+(r+s—lr+s]n),

n n
" (o+n)(o+s)= (90+_se +ro+- [%H+(rs— [—ﬂ n)-

Es ist klar, dal R* ein Ring ist, die Elemente o +0 (die wir im folgenden
mit o identifizieren werden) bilden in R* ein mit R isomorphes Ideal, das
durch « erzeugt ist und woftir R*/e =< [/(n) gilt. Ferner ist das Element 01
(im folgenden durch 1 bezeichnet, sowie die Elemente 04-r durch r) das

%) Es ist leicht zu sehen, daB es zu jedem Triplet von ganzen rationalen Zahlen
a, b, ¢ ein x gibt, so daB (a4 xc, b)|c gilt.
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Einselement in R*7). Bemerken wir noch, daB jedes Ideal (¢) von R auch
Ideal von R* ist, und durch dasselbe o erzeugt wird, ist also ein Hauptideal
auch in R*. Endlich, der Annihilator von (¢) in R* ist wieder gleich (w). Wir
wollen zeigen, dafi R* ein Hauptidealring ist.

Bemerken wir vor allem, da in R* jedes Ideal a durch hochstens zwei
Elemente erzeugbar ist. Aus dem ersten Isomorphiesatz erhalten wir ndmlich
a/an () = (v, @)/(«).

Die rechte Seite dieses Isomorphismus ist ein Ideal in R*/(«), ist also iso-
morph mit einem Unterringe (d)/(n) von I/(n), d|n. Daher ist der Ring
a/a n(e) durch ein einziges Element erzeugbar, und da wegen an (a)<(a)
das Ideal an(e«) ein Hauptideal ist, ist a durch zwei Elemente erzeugbar.

Aus dem Bewiesenen folgt, daf in R* die Maximumbedingung fiir Ideale
erfiillt ist. Darum geniigt es zu zeigen, dali in R* jedes irreduzible Ideal (d. h.
jedes Ideal q, fiir welches aus a=06c¢ b==a oder ¢c=a folgt) ein Hauptideal
ist. Hieraus folgt ndmlich die Hauptidealeigenschaft fiir simtliche Ideale durch
vollstindige Induktion. Wir werden also zeigen, dafi ein Ideal entweder redu-
zibel oder ein Hauptideal ist.

Betrachten wir zuerst diejenigen ldeale a, die « enthalten; sie sind alle
in der Form a=(e,d) darstellbar, wo d|n ist. Sei dd’=n. Das Ideal
(¢, d)(«) =(¢*, d«) sei durch y=(8-+bd)e erzeugt. Dann ist erstens
(n+y)y=de mit passenden 1,y und da (4 y)y=ybde mod¢® ist, mull

(18) , (b d)=1
gelten. Zweitens, mit passenden & x gilt auch (4 x)y=¢?, also
(19) CE+x)B+bd+zm)=c+tow |

mit beliebigem z. Hieraus sieht man vor allem xbd € (@), d. h. n|xbd und
wegen (18) d’|x. Sei x=d'x, E=x,¢, =b,«¢ mod «*. Dann gehen wir von
(19) zur Kongruenz :

(xb,+xbdyet+xzo+xXbr=c-}tw mod ¢
tiber, woher wir auf Grund von (14)
(20) xX(@ (b+z0)+bn)+x,bd=1-+to, mod 71
bekommen. Wir fiihren noch die Bezeichnung
: @ (b, +z0)+bn,, bd, n)=d.
ein. Aus (20) folgt
2n (@, 0)=1.

3) Uber die Konstruktion und die nachfolgenden Bemerkungen siehe [1f.
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Wegen (18) und d|n gilt auch d,=(d’'(b,+20)+bn,, d). Wir konnen jetzt
2z, so wahlen, dal d,|d’o, sei (siehe die FuBinote *)), also wegen (21) d,,|d".
Dann ist aber d|bn, und wegen (18) (d,,, b)=1, d. h._
(22) d.|n,.
Da andererseits d.,(n ist, ergibt sich aus (22), (16) und (21) d,=1. Ein-
fachheitshalber sei z,=0. Dann ist "
(23) (@, d) =(§+bd).
In der Tat, es gilt
d'@+bdye=(d’'b,4bn)e  mod «?,
B+bd)a=bde mod «’.
Wegen (18) wird mit passendem u auch u(8+ bd)e=dc¢ mod «®. Da aber
jetzt (d'b,+bn,,d)y=d,=1 ist, gibt es in (64 bd) ein Element o mit
e=c« mod ¢*. Hieraus und aus «’¢ (8- bd) folgt « € (84 bd) und dann
auch d € (8+bd), also («, d)&(8+bd). Da die umgekehrte Inklusion tri-
vial ist, ist (23) richtig. Damit haben wir bewiesen, daf jedes Ideal a mit
a € o ein Hauptideal ist. .
Nehmen wir jetzt an: «¢a. Wir haben schon gesehen, daB a durch
zwei Elemente erzeugbar ist; aus den dort gesagten sieht man sogar, daf
fir eines der Erzeugenden ein & gewdhlt werden kann, wofiir (¢) = a n () gilt.

Es durchldufe dabei o r sdmtliche Elemente von a und bezeichne 4 den
grofiten gemeinsamen Teiler der so bekommenen r; dann gibt es natiirlich in a

—Z—)zl und es ist klar, daB jedes solche Element

mit § zusammen schon a erzeugt:

a==(g, o sd).
Es sei jetzt a(e)=(t). Dann ist v=(§-Fx)8«+ (n+y)(o+sd)e. Hier ist
v==ysde mod «* und es ist klar, daf (ys, —ZT)=1 gelten muB. Darum er-

zeugt & auch zusammen mit 6+qd=(£+x)ﬂ+(7z+y)(a—|—$a’) dasselbe
Ideal a. Wir haben also:

(24) a=(8,0+qd); an(@)=@);La(@=(0+qd)c)
und (q, %): 1.

Offenbar enthidlt das Ideal («,d) unser Ideal a. Da (e, d) ein Haupt-
ideal ist, gilt mit einem passenden b sogar

(¢, d)b=na.

| Elemente o-sd mit (s,
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Wegen «@a ist a5 (¢,d). Es geniigt also zu zeigen, daf entweder b=~q,
oder a ein Hauptideal ist.

Ist (d, %)—-—d,#: 1, so besteht der erste’ Fall dieser Alternative. Wire

namlich (¢, d)a==q, so wire auch (¢ de)a —=a(e). Aber es ist
(&, de)a = (Ba*, dBe, (0 +qd)a’, d(0+qd)e) S (&, dde),
wo doch (0+4¢gd)e« € a(e), (0+qd)ed (e, d;de), was unmoglich ist.

Ist (d, —Z—)= 1, so sei p=(y+c)e, (c, n)=d. Wir unterscheiden zwei

Falle, je nachdem (7=_d gilt oder nicht. Zuerst bestehe der zweite Fall; wegen
(24) gilt jedenfalls d{d. Wir zeigen, daB wieder b=~a ist. Ware ndmlich
(¢, d)a=nq, so wire auch .
25) (@B)=an(«)=(¢,d)an(e)=(dB, (0 +qd)e«, d(d+qd))n ().
Jedes Element der rechten Seite, u. a. auch 8, 1aht sich in der Form

B=dE+x)8+ M+ +qd)e+dC+2)(0+qd)  (29d°€(a))

n

darstellen. Aber 2gd® € («) ist gleichbedeutend mit n|zqd®, d. h. i zqd. Wegen

7% dann ist aber schon zqd ¢ («) und damit

g€ (e de), im Widerspruch mit der Annahme d=d.

(qd, -"—}):1 folgt hieraus il

%)zl, d=d. Dann gilt

(¢, Yy+c+zw,04+qd)=(¢,0+qd)(y+c+zw, d4qd)=
=(8,c(0+qd), qd(0+qd))=nq,

Nun betrachten wir den Fall (d,

n
d

(8 c(¥+9d), gd(9+gd))n () = (8).

Ist nun fiir irgendwelches z das Element y4-c4-zw in a nicht enthalten, so
gilt fiir das entsprechende Ideal b=~a. Ist dagegen y-+c-+zw €a fiir jedes
2, so ist y+c€a,w€a. Dabei gilt wegen (24) (0+qd)e=(A+)(y+0)e
mit passenden Z, !, also

das letzte wegen (c,qd, )zl und wegen der Gleichung

O0+qgd=(0G+1)(y+c)+tw

mit irgendwelchem f. Da aber w € an(e) =((y+c)«) ist, konnen wir t=0
setzen. Dies bedeutet, dal a =(y +c¢) ist.
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Es bleibt noch der Fall, wo v=0, d. h. « kein Nullteiler ist, iibrig. Der
Ring R* mit den Verkniipfungen (17) ist auch in diesem Falle eine Schreiersche
Erweiterung von R mit Einselement. Das Element « ist in R* auch kein
Nullteiler, denn aus (¢ +r)e =0 folgt re =—pe € (¢%, also r=0 und damit
0e¢=0, also 0=0. Ist nun a ein ldeal in R*, so sei a(e)=((8+ b)c). Fiir
L4L€a gilt dann

A+Da=E+x)(B+b)e,
also wegen der Regularitat von « auch A4-/=(E4x)(8+0b), d. h. a E(8+b).
Andererseits, wenn v, +4¢,, y.+¢., ... ein Erzeugendensystem von a ist, so
gilt fiir ein passendes m )

) ([3_}_ b)“ — (‘_E] + XI)(YI + C;)a -I— e + (Em + Xm)(YJn + cm)a,
also auch
8+ b= (El +x) (i F )+ e A G X)) (P =€),

d. h. g+b6€a und damit a = (84 b). Hiermit ist Satz 4 bewiesen.

Es ist leicht zu sehen, daf auch umgekehrt, falls R ein k. H. E. und
{«) ein Ideal in R ist, und zwar so, daf R/(«)==1/(n) mit einer natiirlichen
Zahl n gilt, dann («) selbst ein Hauptidealring ist. Damit konnen wir die
erhaltenen Ergebnisse folgenderweise zusammenfassen:

Jeder kommutative Hauptidealring R zerfdllt in eine direkte Summe
R=R, L R,, wobei R,=0 oder R, ein k. H. E. ist und fiir R, einer der fol-
genden drei Fille besteht:

1. Re=0, 2. R:==N, 3. Ry=Rou+- +Ra, ]
wo jeder R ein Ideal in einem u. H. E. R3; ist und R3;/Rs;==1/(n)) mit einer
natiirlichen Zahl n; gilt, wobei (n;, n;)=1 fiir i j.

Es ist nicht schwer zu zeigen, daf eine so erhaltene direkte Zerlegung

eines beliebigen kommutativen Hauptidealringes in eine direkte Summe von
unzerlegbaren Hauptidealringen (bis auf Ordnung der Summanden) eindeutig ist.
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